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Natuurconstanten

[ Naam | Symbool Waarde Eenheid |
Getal 7 ™ 3,14159265358979323846...
Getal e e 2,71828182845904523536...
Constante van Euler v = lim (Z 1/k — ln(n)> = 0,5772156649...

n—oo k=1

Elementaire lading e 1,602176634 - 10~1° C
Gravitatieconstante G, 6,67430(15) - 10~1! m3kg s 2
Fijnstructuurconstante a = e?/2hesg ~ 1/137
Lichtsnelheid in vacuiim c 2,99792458 - 108 m/s (def)
Permittiviteit van het vacuiim €0 8,8541878128(13) - 1072 F/m
Permeabiliteit van het vacuiim 1o 47 - 1077 H/m
(47e0) " 8, 9876 - 10° Nm?2C—2
Constante van Planck h 6,62607015 - 10~34 Js
Constante van Dirac h=h/2m 1,054571817 - 10~34 Js
Bohrmagneton pup = eh/2me 9,2740100783(28) - 10724 Am?
Bohrstraal ao 0,529177210903(80) A
Rydbergconstante Ry 13,605693122994(26) eV
Comptongolflengte elektron Ace = h/mec 2,42631023867(73) - 10712 m
Comptongolflengte proton Acp = h/mpe 1,32140985539(40) - 10~  m
Gereduceerde massa H-atoom HH 9,1045755 - 10731 kg
Constante van Stefan-Boltzmann | o 5,670374419 - 108 Wm2K~*
Constante van Wien kw 2,897771955... - 1073 mK
Gasconstante R 8,31446261815324 J-mol - T.K I
Getal van Avogadro Na 6,02214076 - 10?3 mol !
Constante van Boltzmann k= R/Na 1, 380649 - 10~23 JIK
Massa van het elektron Me 9,1093837015(28) - 10731 kg
Massa van het proton mp 1,67262192369(51) - 10727 kg
Massa van het neutron My 1,67492749804(95) - 10727 kg
Elementaire massaeenheid my = 5m(¢C)  1,66053906660(50) - 10727 kg
Kernmagneton N 5,050783699(31 - 10~27 T
Diameter van de Zon Dg 1392 - 10° m
Massa van de Zon Mg 1,989 - 10%° kg
Rotatietijd van de Zon T 25,38 dag
Straal van de aarde R 6,378 - 106 m
Massa van de aarde Ma 5,976 - 10%* kg
Rotatietijd van de aarde Ta 23,96 uur
Omlooptijd aarde-zon Tropisch jaar 365,24219879 dag
Astronomische eenheid AE 1,4959787066 - 101! m
Lichtjaar j 9,4605 - 10*° m
Parsec pc 3,0857 - 1016 m
Constante van Hubble H ~ (75 + 25) km-s~1-Mpc—!




Hoofdstuk 1

Mechanica

1.1 Puntkinematica in een vast stelsel

1.1.1 Definities

De plaats 7, de snelheid ¢ en de versnelling @ zijn gedefinieerd als: ¥ = (x,y, 2), ¥ = (&,9, £2), d = (&, 9, 2).
Er geldt:

s(t) = s0 + / |T(t)|dt ; F(t) =7y + /U(t)dt o d(t) =Ty + /Ei(t)dt
Bij constante versnelling geldt dus: v(t) = vg + at en s(t) = so + vot + at?.
Voor de eenheidsrichtingsvectoren | op de baan ¢€; en evenwijdig daaraan &, geldt:
g A7 . &

Sds oy il

—

[

|
Voor de kromming k en de kromtestraal p geldt:

c_de _dF_|dp
T ds  ds? T |ds

’ p_
||

1.1.2 Poolcoordinaten

Poolcoérdinaten worden gegeven door: « = 7 cos(6), y = rsin(6). Hieruit volgt voor de eenheidsvectoren:
€, = 0¢éy, €y = —0é,

De snelheid en versnelling volgen uit: ¥ = ré,, ¥ = ré, + 10y, @ = (7 — 7‘92)6} + (27‘0 + 7'@)59.

1.2 Relatieve beweging

W X U S oL .
w2Q,metQD:errQenw:9.

Voor de beweging van een punt D t.o.v. een punt Q geldt: 'p = 7 +

Verder geldt: o = 6. Het accent’ betekent: de betreffende grootheid geldt in het bewegende codrdinatenstelsel.

In een bewegend stelsel geldt:

T=tq+ U +dxend=dq+ad +ax7 +20x0" +& x (Jx7)
221

metd X (0 x 7)) = —w?*F]

1.3 Puntdynamica in een vast stelsel

1.3.1 Kracht, impuls(moment), energie

De 2e wet van Newton geeft het verband tussen een kracht op een voorwerp en de resulterende versnelling
daarvan, waarin de impuls gegeven is door: p'= mu:

_ @ _ d(m@') dv ﬁdﬂ m=const mé
S odt dt T dt dt

F(7,7,t)

—

De 3e wet van Newton luidt: ﬁactie = — Fleactie-
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Voor het vermogen P geldt: P = W = F - @ Voor de totale energie W, de kinetische energie 1" en de
potentiéle energie U geldt: W =T +U; T =—UmetT = ﬂm)z

De stoot S is gegeven door: S=Ap= /ﬁdt

2 2
De door een kracht geleverde arbeid A is A = / F.ds= / F cos(a)ds
1 1

all
Il
Tl
Il
!
X
!
8

Het krachtmoment 7 hangt samen met het impulsmoment L:
L=7xp=mtx7,|L|=mriw. Ergeldt

oU
T=——

00

Voorwaarden voor een mechanisch evenwicht zijn dus: > F; =0en ) 7; = 0.

De wrijvingskracht is meestal evenredig met de normaalkracht, behalve bij het op gang komen van de bewe-
ging, wanneer er een drempel overwonnen moet worden: Firijy = f - Fliorm - €.

1.3.2 Conservatief krachtveld

Een conservatieve kracht is te schrijven als de gradiént van een potentiaal: Fc(mb = —VU. Hieruit volgt dat
V x F = (. Voor zo’n krachtveld geldt tevens:

r1

fﬁ~d§’:0 = U:Uo—/ﬁ-d§

To

De arbeid die een conservatief veld verricht hangt dus niet af van de gevolgde baan, maar slechts van het begin-
en eindpunt van de beweging.

1.3.3 Gravitatie

De Newtonse gravitatiewet luidt (in de ART schrijft men ook & i.p.v. G):

= mimsa _,
Fg - *GTer

Hieruit volgt voor de gravitatiepotentiaal V' = —Gm/r. Uit Gauss volgt dan: V2V = 47Go.

1.3.4 Baanvergelijkingen
Als V = V(r) volgt uit de Lagrangevergelijking voor ¢ behoud van impulsmoment:

3£78V7 d 2 T
Oiqﬁi&b Oédt(mr ¢) =0= L, = mr°¢ = constant

Voor de straal als functie van de tijd is dan af te leiden dat:

<dr>2 _2w-v) I?

dt m C m22
De hoekvergelijking luidt nu:

[ mr2 W —v) L2
¢_¢O:/[mg\/( m )_m2r2

0

-1
—2

1_ 1
dr " 2 arccos [14 ——T0
~ km/L2

als F = F(r): L =constant, als F' conservatief is, geldt W =constant, als F 1 ¢danis AT =0en U = 0.
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De baanvergelijkingen van Kepler

In een krachtveld F' = kr~2 veld zijn banen kegelsneden met het krachtcentrum in een brandpunt (1e wet van
Kepler). De baanvergelijking luidt:

0
) = ————————, ofwel: 2> +y* = ({ — ex)?
r®) 1+scos(0—90)’owe vy =(t—ea)
met ) ) ' '
L QWL k
627' 2:]_ 7:1—7' = —_— =
G, © T e, PR gy

a is de lengte van de halve lange as van de ellipsbaan in het geval de baan gesloten is. De halve korte as
b = +/al. € is de excentriciteit van de baan. Banen met gelijke ¢ zijn gelijkvormig. Er zijn nu 5 soorten banen
mogelijk:

1. k < 0ene = 0: een cirkel.

2. k< 0en0 < e < 1: een ellips.

3. k < 0ene = 1: een parabool.

4. k < 0ene > 1: een hyperbool naar het krachtcentrum toe gekromd.
5. k> 0ene > 1: een hyperbool van het krachtcentrum af gekromd.

Andere combinaties zijn niet mogelijk: in een afstotend veld is de totale energie positief dus € > 1.

Indien A(t1,t2) het oppervlak is tussen de baan die doorlopen is tussen ¢; en t5 en het brandpunt C waarom-
heen de planeet draait luidt de 2e wet van Kepler (de perkenwet):

L¢
Ati,te) = —(t2a — ¢
(t1,t2) 2m( 2 —t1)
De 3e wet van Kepler luidt, met 7" de omlooptijd en M, de totale massa van het systeem:
T  4r?
ad G Mot

1.3.5 De viriaalstelling
De viriaalstelling voor 1 deeltje luidt:

—

(mi-7) = 0= (T) =~ (F-7) =

[
N
a
3
~_—
|
N [=
3
S
v
73
-
|
|
|

De viriaalstelling voor een verzameling deeltjes luidt:
GESIGWEEES oA
deeltjes paren

Deze stellingen zijn ook te schrijven als 2Fy;, + Epoy = 0.

1.4 Puntdynamica in een bewegend stelsel

1.4.1 Schijnkrachten

De totale kracht in een bewegend codrdinatenstelsel wordt gevonden door de schijnkrachten af te trekken van
de krachten die in het referentiestelsel werken: £/ = F — FEChUn De verschillende schijnkrachten worden
gegeven door:
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1. Oorsprongstransformatie: Fi,o, = —md,
2. Rotatie: F,, = —ma x 7’
3. Corioliskracht: Fo, = —2m@ X U
2
. ] 2 - muv-
4. Centrifugale kracht: Fif = mw=*7), = —Fep s Fop = ———¢;
T

1.4.2 Tensorvorm
Transformatie van de Newtonse bewegingsvergelijkingen naar ® = z%(x):
de _ oa da’
dt — 0xf dt’
Uit de kettingregel volgt:
d dx® d’z®  d (83:“ dmﬁ) Qx> d*zP dzP d (81‘0‘)

dt dt  d? dt\ozf dt ) " 0zf a2 | dt dt \9z®
dus:
dowe 9 g dE 9t di
dt 078 0zv 078 dt  9TPOTY dt
Dit geeft:

d*z® _ 0x® d*z” n 0%z~ dzv (dz’
dt2  0zf dt2  0zPox dt \ dt
De Newtonse bewegingsvergelijking
d?z®

m—
dit?

d?ze dx? dx
- ]_"04 - — Fa
m{ az dt}

[e3

wordt dus getransformeerd in:

dx? dz

(03

De schijn“krachten” zijn dus van de oorzaak- naar de effect kant gebracht in de vorm I, T

1.5 Dynamica van massapuntverzamelingen

1.5.1 Het massamiddelpunt

De snelheid t.o.v. het massamiddelpunt R wordt gegeven door v— R. De cobrdinaten van het massamiddelpunt
worden gegeven door:
o > Myt

In een 2-deeltjes systeem worden de codrdinaten van het massamiddelpunt gegeven door:

B— M7 + mats
my1 + ms

Met ¥ = 7 — % wordt kinetische energie dan: 7' = 1 Mo R? + 12, waarbij de gereduceerde massa yu

1 1 1
gegeven wordt door: — = — + —
mi mo

De bewegingen binnen en buiten het massamiddelpuntssysteem zijn te scheiden:

Luitwcndig = Tuitwendig 3 Linwcndig = Tinwendig

—
—

D =MV ; FuitW:mafm; F12:/J/u
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1.5.2 Botsingen

Bij botsingen, met B het botsingspunt en C een willekeurig ander punt, geldt:

P = muy, is constant, en T = %mﬁﬁl is constant. De verandering in de relatieve snelheden volgt uit S =

AP = (1(Una — Uyoor). Verder geldt dat ALc =CB x S, ol S =constant en I t.0.v. B is constant.
1.6 Dynamica van starre lichamen

1.6.1 Traagheidsmoment

Het impulsmoment in een bewegend codrdinatenstelsel wordt gegeven door:
=, -
L'=15+L,
waarin [ het traagheidsmoment ten opzichte van een centrale as is, dat gegeven is door:

— E = 2, [ _ 1 > > 1 2
I = m;r; 3 T = Wrot = 5(4)]1‘]'67;6]' = §Iw
7

I= %/r'ide /r'idm

- ,
Li = I”wj ; ]ii = Ii ] Iij = Iﬂ = — E mkl‘il'j
k

of, in het continue geval, door:

Verder geldt dat:

De stelling van Steiner luidt: I o.v.p = I;.0.v.c +m(DM)? als as C || as D.

[ Object | I | Object | I |
Holle cylinder I =mR? Massieve cylinder = smR?
Schijf, as in vlak schijf doorm | I = 1mR? Halter = TuR?
Holle bol I= %mR2 Massieve bol I= %ng
Staaf, as | door m.pnt = ﬁml2 Staaf, as | door eind = %ml2
Rechthoek, as L vlak doorm | I = t5m(a® 4+ b?) || Rechthoek, as || bdoorm | I = ma®

1.6.2 Hoofdassen

Elk star lichaam heeft (minstens) 3 onderling L centrale hoofdassen. Voor een hoofdas geldt:

ol ol ol

B~ By O

=0 zodat L, =0

er geldt: wy, = —a;pwiw; met a;;, = I als I <1, <Is.

k

1.6.3 Tijdafhankelijkheid

Voor het krachtmoment 7 geldt:

Het koppel Tis gegeven door: T=Fxd
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1.7 Variatierekening, Hamilton en Lagrange mechanica

1.7.1 Variatierekening

Uitgaande van:

b
6/£(q,q,t)dt =0 met d(a) =5(b)=0en ¢ (EZ) = %(5’&)

volgen de vergelijkingen van Lagrange:

4oL oc
dt 0¢;  0g;

Wanneer bij het variatieprobleem 6.J(u) = 0 nevencondities van het type K (u) =constant gelden wordt het
variatieprobleem: 6.J(u) — A0K (u) = 0.

1.7.2 Hamiltonmechanica

De Lagrangiaan wordt gegeven door: £ = ) T(¢;) — V(q:). De Hamiltoniaan wordt gegeven door: H =
> dip; — £. In 2 dimensies geldt: £ =T — U = $m(¢? + r2¢*) — U(r, ¢).

Als de gebruikte codrdinaten canonisch zijn, zijn de Hamilton vergelijkingen de bewegingsvergelijkingen van
het probleem:

dqi o oOH . dpi o oH

dt  Op; ' dt  Og

Coordinaten zijn canonisch als ze voldoen aan: {g;,¢;} = 0, {pi,p;} = 0, {¢i,p;} = J;; waarin {, } de

Poisson haak is:
0A 0B 0AJB
A B} = —
(4.5 zl: [3%‘ Op;  Op; 9g;

De Hamiltoniaan van de Harmonische oscillator is gegeven door H (x,p) = p?/2m + %mw2x2.

Met nieuwe coordinaten (6, I), volgend uit de canonieke transformatie x = /21 /mw cos(6) en
p = —V2Imwsin(f), met inverse § = arctan(—p/mwz) en I = p*/2mw + mwa?, volgt: H(0,1) = wl.

De Hamiltoniaan van een geladen deeltje met lading ¢ in een uitwendig elektromagnetisch veld is gegeven

door
1

" 2m

H (ﬁ— qfY)Q—FqV

Deze is te vinden uit de Hamiltoniaan voor een vrij deeltje H = p?/2m door de transformaties p’ — p'— q/f en
H — H — qV. Uit relativistisch oogpunt is dit elegant: dit komt overeen met de transformatie van de impuls
4-vector p® — p® — gA®. Een ijktransformatie van de potentialen A“ komt juist overeen met een canonieke
transformatie, waardoor de Hamiltonvergelijkingen weer de bewegingsvergelijkingen van het probleem geven.

1.7.3 Beweging om evenwicht, linearisatie

Voor natuurlijke systemen geldt rondt een evenwichtspunt:

oV oV
(8%)0 =0; V(g) =V(0) + Virqiqr met Vi = (8%8%)0

Met T = %(Mmq,»qk) wordt het stelsel bewegingsvergelijkingen MG + Vg = 0 verkregen. Als ¢;(t) =

a; exp(iwt) wordt gesubstitueerd, heeft dit stelsel oplossingen als det(V — w?M) = 0. Dit geeft de eigen-
v

frequenties van het probleem: w; = a% L

a, May,

algemene oplossing is een superpositie van de eigentrillingen.

. Als het evenwichtspunt stabiel is geldt V& dat w? > 0. De
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1.7.4 Faseruimte, stelling van Liouville

In de faseruimte geldt:

9 9 . o OH 0 OH
V= (Z%’;%) dus V'”Z<8qi8pi 73}% 8(11‘)

%

Als de continuiteitsvergelijking d;0 + V - (07) = 0 geldt, is dit te schrijven als:

do
H — =0
{o, H} + &
In het algemeen geldt voor een willekeurige grootheid A:
dA 0A
—={AH
dt 4.0} + ot

De stelling van Liouville is dan te schrijven als:
d
fe _ 0; ofwel: / pdq = constant
dt
1.7.5 Genererende functies
Uitgaande van de codrdinatentransformatie:
{ Qi = Qi(gi,pist)
Pi = B(Ql,put)

gelden met de nieuwe Hamiltoniaan K de Hamiltonvergelijkingen:

dQ; 9K  dP;, 0K
dt 9P, dt  0Q

Er zijn nu 4 gevallen te onderscheiden:

dF iy iat
1. Als geldt: pﬂ]z — H = Ple — K(Pl,Ql,t) — M

7 volgen de codrdinaten uit:
aFl 8F1 al:‘l
=ty P=—t K=H+ !
Y= B 9Q; T

dF2(Qi7 Pi7 t)
dt
_oF, OF,

ap, o

2. Als geldt: p;g; — H = —-PQ; — K(P;,Q;,t) + volgen de codrdinaten uit:

_6‘F2.
B 3%"

Di Q;

. dFs5(p;, Qi,t . .
3. Als geldt: —p;q; — H = P,Q; — K(P;,Q;,t) + M volgen de coordinaten uit:

dt
8F3 8F3 aFS
;= — ; P=—5~—; K=H+—
%= o 20, 4T
dF. 75 Pi7 t T .
4. Als geldt: —p;q; — H = —P,Q; — K(P;,Q;,t) + % volgen de codrdinaten uit:
(9F4 6F4 8F4
P == i Q=5 K=H+——
4 Bpi Q 8PZ + ot

De functies I, Fy, F5 en Fy heten de genererende functies.
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Elektriciteit & Magnetisme

2.1 De Maxwell vergelijkingen

Het klassieke elektromagnetische veld kan beschreven worden met de Maxwellvergelijkingen, die zowel in
differenti€le als integrale vorm geschreven kunnen worden:

#(5 . ﬁ)dzA = erij,omsl V- ﬁ = Pvrij
Z/[(g.ﬁ)dmz V-B=0

L 4D Yz
?{E dsff% VXE**E )
L v . . oD
%H -ds = Ivrij,omsl + E VxH= Jvrij + E

Voor de fluxen geldt: ¥ = //(5 Si)d2A, = //(E 7i)d?A.

De diélektrische verschuiving D, polarisatie P en elektrische veldsterkte E hangen samen volgens:

2
D =¢yFE + P =¢peE, P=> po/Vol,e, =1+ xe, met xo = 1P
380kT
De magnetische veldsterkte H,de magnetisatie M ende magnetische fluxdichtheid B hangen samen volgens:
2
— — - - o R nm
B=puo(H+M)=pouH, M=> m/Vol, u, =1+ xm, met xm, = NngO

2.2 Kracht en potentiaal

De kracht en het elektrische veld tussen 2 puntladingen wordt gegeven door:

Fry— Q1Q2

= E =
dmepe,r?

Q=

De Lorentzkracht, die een geladen deeltje dat beweegt in een magnetisch veld ondervindt, is de relativistische
transformatie van de Coulombkracht: F1, = Q(0 x B) =1(I x B).

Het magnetische veld in punt P dat ten gevolge van een elektrische stroom ontstaat wordt gegeven door de wet
van Biot-Savart, ook wel de wet van Laplace genoemd. Hierin is dl || I en 7 loopt van dl naar P:

5 ol -
dBp = dl -
P 4pr2 e

Indien de stroom tijdathankelijk is dient men rekening te houden met retardatie: men dient de substitutie
I(t) — I(t — r/c) toe te passen.

B x 7.

N

2
De potentialen worden gegeven door: Vis = — / E-dsen A=
1
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Hierbij blijft de vrijheid over om een ijktransformatie uit te voeren. De velden volgen uit de potentialen via:

Verder geldt nog het verband: B =0xE.

2.3 ILJktransformaties

Onder een ijktransformatie transformeren de potentialen van het EM veld volgens:

A=A-Vf

of
[ -
V=Vt

zodat de velden E en B niet veranderen. Dit geeft een canonieke transformatie van de Hamiltoniaan. Men kan
dan tevens nog een beperkende voorwaarde opleggen. Twee gebruikelijke keuzes zijn:

10V -
— —— = 0. Hierdoor ontkoppelen de DV’s voor Aen V: OV = —ﬁ, ]
2 Ot €0

b

1. Lorentz-ijk: V- A + =

—Moj-
2. Coulomb ijk: V - A =0. Als p=0en J=0 geldt V = 0 en voldoet AaanOA = 0.

2.4 Energie van het elektromagnetische veld

De energiedichtheid van het EM veld is:

aw
dVol_w_/HdB+/EdD

Uitgedrukt in stromen en potentialen zijn de energiedichtheden;

wmag:%/j-ffd?’x , we1=%/PVd3$

2.5 Elektromagnetische golven

2.5.1 Elektromagnetische golven in vacuiim

De golfvergelijking W (7, t) = — (7, t) heeft als oplossingen, met ¢ = (gopu0) "/

wr = [LE P

4r|7 — 7|

Indien dit geschreven wordt als: J(7,t) = J(7) exp(—iwt) en A(7,t) = A(F) exp(—iwt) met:

A A
fT(’F) H /j’(,’?/)exp(lk|r r Dd?),,?/ , V(F) _ 1 /p(F,)eXp(Zk‘T r |)d3F/

dn 7= 7 = Ine =]
is via een multipoolontwikkeling af te leiden dat voor de uitgestraalde energie geldt, als d, A > r:
dP k2 ir sl
- - J =/ zk~7'd3 /
dQl  32m2¢qc / (e "
De energiedichtheid van de EM golf van een trillende dipool op grote afstand is:
2 2 4 2 in2 4 4)72
psin(0)w' P sin®(0)w k7]
—=¢eoE? = kr — wt = P=
w=eo 16m2egr2ct sin®(kr —wt) - (w), 32m2eqr2ct 127eq

De uitgestraalde energie volgt uit de Poynting vector S: S = E x H = ¢Wé,. De irradiantie is het tijdge-
middelde van de Poynting vector: I = (|.S|);. De stralingsdruk p; is gegeven door p; = (1+ R)|S | /¢, waarin
R de reflectiecoéfficiént is.
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2.5.2 Elektromagnetische golven in materie

De golfvergelijkingen in materie, met cya; = (e4)~'/? de lichtsnelheid in materie, zijn:

% uo\ = 0% uo\ =

2 2

—Elss — — 5 | E= -tz ——% | B=0

(V Hoz T at) ’ (V oz T at)

geven, na substitutie van de monochromatische vlakke golfoplossingen E = Eexp(i(k - ¥ — wt)) en B =
Bexp(i(k - 7 — wt)) de dispersierelatie:

k? = cpw® + e
p

De le term komt van de verplaatsingsstroom, de 2e van de geleidingsstroom. Als k geschreven wordt als
k=K + k" volgt:

/ / 1 / / 1
!/ 1 "o 1
K =w §s,u 1+ 1+W en k' =w §€,u, -1+ 1+W

De golf is dus gedempt: E = E exp(—k"7 - 7) exp(i(k'7i - ¥ — wt)). Als er sprake is van een goede geleider
dempt de golf uit op een afstand van ongeveer de golflengte, k = (1 + 7) ’;—w
\V 2p

2.6 Multipolen

1 1 , _ y Q < kn
Omdat ——— = — Z — | P(cos®) is de potentiaal te schrijven als: V' = — —
F=r o \T dme & 7
Voor de laagste orde termen geldt:
* Monopool: | = 0, kg = [ pdV
s Dipool: [ =1, ky = [ rcos(8)pdV
* Quadrupool: | = 2, ko = 1 3°(327 — r?)
1. De elektrische dipool:  dipoolmoment: p = (Ié, waarin € loopt van & naar ©, en

F = (ﬁ V)Euitw, en W = —ﬁ Euitw-

Elektrisch veld: E =~ Q m
dmer3 \| r?

—

— ﬁ) Het moment is: 7 = p' X Fuyjtw

—

2. De magnetische dipool: dipoolmoment: als 7 >> /A: ji = I x (AéL), F= (i - V) Buitw
2

muv L o=
|M‘ = QBJ_’ W = —u X Buitw
Ly (37 _
Magnetisch veld: B = 1 ,u3 ( ,u2 " ﬁ) Het moment is: 7 = [ X Byitw
r r

2.7 Elektrische stromen

0 -
De continuiteitsvergelijking voor lading luidt: a—lt) + V - J = 0. De elektrische stroomsterkte is gegeven door:

Izgz//(fﬁ)d%l

In het algemeen geldt in een geleider: J=E /p, met p de soortelijke weerstand.
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Een verandering van de flux die door een geleider omsloten wordt geeft aanleiding tot een inductiespanning

Vina = —N - Een varandering van de stroom die door een geleider gaat geeft aanleiding tot een zelfinduc-

dl
tiespanning die deze verandering tegen gaat: Vcifing = _LE' Indien een bepaalde stroomkring een flux ®
omsluit geldt: & = L1.

uNIT
124+ 4R?

de lengte, R de straal en N het aantal windingen van de spoel. De energie in een spoel wordt gegeven door
W =1LI*en L = uN2A/l.

De magnetische fluxdichtheid binnen een spoel wordt bij benadering gegeven door: B = met [

De Capaciteit is gedefinieerd als: C' = Q/V. In een condensator geldt: C' = ege, A/d met d de afstand tussen
de platen en A de oppervlakte van één plaat. De elektrische veldsterkte tussen de platenis E = o/gg = Q /04

met o de oppervlaktelading. De opgeslagen energie is gelijk aan W = %CVQ. De stroom door een capaciteit

dV
=2
is Odt

Voor de meeste, PTC weerstanden geldt in goede benadering: R = Ry(1 + aT), met Ry = pl/A. Voor een
NTC geldt: R(T') = C exp(—B/T) met B en C materiaalconstanten.

Indien men door 2 verschillende, elkaar rakende geleiders = en y een stroom stuurt zal het contactoppervlak
opwarmen of afkoelen, afhankelijk van de stroomrichting. Dit is het Peltiereffect. De vrijkomende c.q. ont-
trokken warmte volgt uit: W = Il It. Met halfgeleiders is dit effect verder te versterken.

De thermospanning tussen 2 metalen wordt gegeven door: V' = (T — Tj). Voor een Cu-Konstantaan verbin-
ding geldt: v = 0,2 — 0.7 mV/K.

In een netwerk waarin slechts stationaire stromen lopen gelden de wetten van Kirchhoff: voor een knooppunt
geldt: Y I,, = 0, en langs een gesloten baan geldt: > V,, => I, R, =0.

2.8 Ontpolariserend veld

Plaatst men een diélektricum in een elektrisch of magnetisch veld, dan zal de veldsterkte zowel binnen als
buiten het diélektricum anders zijn dan eerst omdat het di€lektricum wordt gepolariseerd c.q. gemagnetiseerd.
Als het di€lektricum de vorm heeft van een ellipsoide waarvan één der hoofdassen in de richting van het externe
veld Eo c.q. Bo staat is het ontpolariserende veld homogeen.

. . _ P
Eong = Emag — EO = 7AL
€0

I—_jont = ﬁmat - I—_jO = _NM

N is een constante die slechts van de vorm van het object in het veld athangt. In het algemeen geldt 0 < N <
1. Voor enkele limietgevallen van een ellipsoide geldt: een dunne, vlakke plaat: ' = 1, een lange, dunne
staaf: A = 0 en voor een bol geldt: N' = %

2.9 Mengsels van materialen

De gemiddelde di€lektrische verschuiving in een materiaal dat op mesoscopische schaal inhomogeen is, is:
$2(1 — )
O(e*/e2)

—1
(D) = (eE) = £*(FE) mete* = ¢, (1 ) waarin © = €1 /€2 en voor een bol geldt: ® =

% + %x Verder geldt:

—1
(Z ?) <e* < Z¢i€i
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Relativiteitstheorie

3.1 De speciale relativiteitstheorie

3.1.1 De Lorentztransformatie
De Lorentztransformatie (Z',t") = (Z'(Z,t), ' (Z, t)) laat de golfvergelijking gelijkvormig als ¢ invariant is:
0? 0? 0? 1 92 02 0? 02 1 02

02 "o T2 2o 002 T oyr T02 2o

en kan ook gevonden worden uit de eis ds?> = ds?. De algemene vorm van de Lorentztransformatie is:

RO g, =y (- 2
‘UP C2

met

De verschilsnelheid ¢/ tussen twee waarnemers transformeert volgens:

L -1 .
. Uy - U R U1 - Uy .
v’:(’y(l— )) (v2+(’7—1) —7)
c vy

Als de snelheid in de z-richting is, wordt dit ¢’ = y, 2’ = z en:

¥ =v(x—vt), =~ +ot)

/
, v ,; TV ’ Vg — U1

Als ¥ = vé,, geldt:
BW
i =’v<px— — W' =~(W —vpy)

Met 8 = v/c wordt het elektrische veld van een bewegende lading gegeven door:

Q (1-p*)é,

E =
dmegr? (1 — B2 sin?(6))3/2

Het elektromagnetische veld transformeert volgens:

B —n(E+5xB), B =~ (B’— XE)
Lengte, massa en tijd transformeren volgens: At, = vAtg, m, = ymy, I, = ly/7, met ¢ de grootheden in
een met het object meebewegend stelsel en , de grootheden in een stelsel dat met snelheid v beweegt t.o.v. dat
stelsel. De eigentijd 7 is gedefinieerd als: d72 = ds?/c?, dus AT = At/~. Voor energie en impuls geldt:
W = myc® = YWy, W2 = mict + p?c®. p = mv = ymev = Wu/c?, en pc = W3 met B = v/c. De
kracht is gedefinieerd door F = dp/dt.
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4-vectoren hebben de eigenschap dat hun absolute waarde onafhankelijk is van de waarnemer: hun compo-
nenten kunnen wél veranderen bij een codrdinatentransformatie, maar hun lengte niet. Het verschil van twee
dx®
_ _ _ dr -’
Het verband met de “gewone” snelheid u* := da*/dt is: U* = (vyu',icy). Voor een deeltje met rustmassa > 0
geldt: U*U,, = —c?, voor een deeltje zonder rustmassa (dus met v = ¢) geldt: U*U,, = 0. De 4-vector voor
energie en impuls wordt gegeven door: p® = moU® = (yp',iW/c). Dus: pop® = —mic? = p*> — W?/c2.

4-vectoren transformeert 66k als een 4-vector. De 4-vector voor de snelheid wordt gegeven door U% =

3.1.2 Rood en blauw verschuiving

Er zijn 3 oorzaken van rood c.q. blauwverschuiving:

f vcos(so))

1. Beweging: met &, - €. = cos(yp) volgt: 7 =v(1-

Dit kan zowel rood- als blauwverschuiving geven, ook L op de bewegingsrichting.

A M
2. Gravitationele roodverschuiving: Tf = %
re

A
3. Roodverschuiving door de uitzetting van het heelal, resulterend in o.a. de achtergrondstraling: 20 =
1
Bo
Ry’
3.1.3 De energie-impuls tensor en de veldtensor

De energie-impuls tensor wordt gegeven door:

1
T = (0¢® + p)uytiy + pguw + 3 (FuaFe + 19, FPFop)

De behoudswetten zijn dan te schrijven als: V,T#” = 0. De elektromagnetische veldtensor wordt gegeven
door:

P 04 0A,
P Du T 0aP
met A, = (A,iV/c) en J = (J,icp). De Maxwellvergelijkingen kunnen dan geschreven worden in de

vorm:
O™ = o™ O\Fyy + OuFyx + 0y Fyy = 0

De bewegingsvergelijking voor een geladen deeltje in een EM veld is met de veldtensor:

dpa
=2 — gF,su”
dr 4 apt

3.2 De algemene relativiteitstheorie

3.2.1 Riemannse meetkunde, de Einstein tensor
De uitgangspunten van de ART zijn:

1. Het geodetenpostulaat: vrij vallende deeltjes bewegen zich langs geodeten van de ruimte-tijd, met als
parameter de eigentijd 7 of de booglengte s (ds = cdr). Voor fotonen moet men een vrije parameter
gebruiken omdat voor hen ds = 0. Uit ¢ [ ds = 0 volgt dan de bewegingsvergelijking:

d?z o, dzP dxv

sz TS ds

2. Het equivalentieprincipe: trage massa = zware massa = de zwaartekracht is equivalent aan een ge-
kromde ruimte waarin deeltjes langs geodeten bewegen.
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3. Door een geschikte keuze van het coordinatenstelsel kan men in elk punt z; de metriek lokaal vlak
maken: gog(z;) = Napg :=diag(—1,1,1,1).

De Riemann tensor is gedefinieerd als: R}, ;T := V,VgT" — V5V, T*", waarin de covariante afgeleide
gegeven is door Vjai = 8jai + F;kak en V a; = 0ja;, — Ffjak. Hierin is

_ o oe
T Qaidzk oz’

jk:2

oxk = OxJ ox!

i _ 9" (&qu Ogie 99,k

) , voor Euclidische ruimtes reduceert dit tot: F;- b

het Christoffelsymbool of affiniteit. Voor een 2e orde tensor geldt: [V, Vs]T) = R. ;T) + Ry6TY,
Vkaé- = 3ka§ — chja? + F};laé», Viai; = Opaq; — Fiialj — chjaﬂ en Via" = Opatl + F};lalj + Fi&la“. Er
geldt: Rg,, = 0,05, — 0,15, + ', I'g, -5, I'3,.

De Ricci tensor is een contractic van de Riemann tensor: R,z := R~ up> N is symmetrisch:
R.p = Rga. De Bianchi identiteiten luiden: VRagu, + Vo Ragry + VuRagur = 0.

De Einstein tensor is gegeven door: G*% := R*8 — % g“P R, waarin R := R¢, de Ricci scalar is. Hiervoor geldt:
V3Gap = 0. Uit het variatieprincipe & [(£(g,.) — Rc?/16mk)+/|g|d*x = 0 voor variaties g, — g +09,
volgen de veldvergelijkingen van Einstein:

8 8
LHTOZB , ook te schrijven als R, = %H(Tag — %ga[;Tﬁ)
c

Voor de lege ruimte is dit dus gelijkwaardig met R,3 = 0. De vergelijking R, s, = 0 heeft alleen de vlakke
ruimte als oplossing.

De Einsteinvergelijkingen bestaan uit 10 onafhankelijke componenten, die 2e orde zijn in g,,. Hieruit kan
men de Laplacevergelijking van de Newtonse gravitatie verkrijgen door te stellen: g, = 1., + h,, met
|h| < 1. Dit geeft in het stationaire geval: V2hoo = 87ko/c?.

8
De meest algemene vorm van de veldvergelijkingen is: Rog — % Jap R+ Agap = L;Ta 8
c

waarin A de kosmologische constante is. Deze speelt 0.a. een rol in het inflatiemodel.

3.2.2 Het lijnelement

o ot
p Oxt OzI

De metrische tensor in een Euclidische ruimte wordt gegeven door: g;; =

In het algemeen geldt: ds? = g, dz*dx”, in de SRT gaat dit over in ds* = —c2dt? + dz? + dy® + dz%. Deze
metriek, 7, :=diag(—1, 1,1, 1), heet de Minkowski metriek.

De externe Schwarzschild metriek geldt in vacuiim buiten een sferische massaverdeling, en is gegeven door:
2 2m\ oo 2m\ "~ 2, .2102
ds*=|—-14+—|cdt"+ 1 - — dr® + r=d§2
r r

Hierin is m := Mr/c? de geometrische massa van een object met massa M, en dQ2* = df? +sin? fdp?>. Deze
metriek is singulier bij r = 2m = 2kM/c?. Als een object kleiner is dan zijn waarnemingshorizon, 2m, dan
is de ontsnappingssnelheid > c, heet het een zwart gat. De Newtonse limiet van deze metriek is gegeven door:

ds? = —(1 +2V)2dt* + (1 — 2V)(dx? + dy? + dz?)

waarin V' = —xM /r de Newtonse gravitatiepotentiaal is. In de ART worden de componenten van g,,,, dus
geassocieerd met de potentialen en de afgeleiden van g,,,, met de veldsterkte.

De Kruskal-Szekeres coordinaten worden gebruikt om bepaalde problemen met de Schwarzschild metriek
rond r = 2m op te lossen. Ze worden gegeven door:
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o r>2m:
T 7 t
u = —flexp(—>cosh —
2m 4 4m
t
vo= 2:n—lexp(>sinh<4m>
o r < 2m:
r r t
_ 1 (7) inh (| —
u o exp im sin <4m>

v

|
—

[
5|~
@

»

o
—~
5|
3
~—

o

@]

w0

=
N
5]~
~—

* 7 = 2m: hier zijn de Kruskal coodrdinaten singulier. Dit is noodzakelijk om de singulariteit van de
codrdinaten te elimineren.

Het lijnelement is in deze codrdinaten gegeven door:

3
32m e—7'/2m

ds® = — (dv? — du?) + r2dQ?

r

De lijn 7 = 2m komt overeen met u = v = 0, de limiet z° — co metu = ven z° — —oo met u = —v. De
Kruskal coordinaten zijn slechts singulier op de hyperbool v? — u? = 1, dit komt overeen met 7 = 0. Op de
lijn dv = du geldt df = dyp = ds = 0.

Voor de metriek buiten een roterend, geladen sferisch lichaam geldt de Newman metriek:

2mr — e? 72 4 a2 cos? 0
ds = —(1- 5——52 ]’ B2 (2 o o 01d6>
’ ( T2+a2cos29)c + "2 — Omr + a2 — e2 r° + (r* + a” cos” 0)do* +

(2mr — e?)a?sin? 0\ | 2a(2mr — €2)\ .
<T‘2 + (12 + 7"2 T (L2 COS2 9 Sln2 0d§02 — m Sln2 o(d(p) (Cdt)

metm = kM/c?, a = L/Mcene = kQ/goc?.
Een roterend geladen zwart gat heeft een waarnemingshorizon met Rs = m + vm? — a? — e2.

Bij roterende zwarte gaten treedt frame dragging op omdat g;, # 0. In de Kerr-metriek (e = 0, a # 0) volgt
dan dat binnen het oppervlak Ry = m + v/m? — a? cos? 6 (de ergosfeer) geen stilstand mogelijk is.

3.2.3 Planeetbanen en de periheliumverschuiving

Om een planeetbaan te vinden moet het variatieprobleem § [ ds = 0 worden opgelost, hetgeen gelijkwaardig
ismetd [ds* =6 [ g;jdz'dz? = 0. Invullen van de externe Schwarzschild metriek geeft voor de planeetbaan:

du (d*u N du (3 N m)
— | -—=+u)=—(3mu+ =
dp \ dp? dy h?
waarin u := 1/r en h = r% =constant. De term 3mu ontbreekt in de klassicke oplossing. Deze term is in
M h?
het klassieke geval ook te vinden met een potentiaal V (r) = B (1 + 2).
T T
De baanvergelijking heeft als oplossing 6f » =constant, 6f kan, na uitdelen van du/dy, worden opgelost met

storingsrekening. In Oe orde geeft dit een ellipsbaan: ug(¢) = A + Bcos(p) met A = m/h? en B een
willekeurige constante. In le orde geeft dit:

B? B?
ui(p) = A+ Beos(p —ep) + ¢ <A + A G4 cos(2<p))

waarin ¢ = 3m?/h? klein is. Het perihelium van een planeet is het punt waarvoor r minimaal is, ofwel u
maximaal is. Dit is het geval als cos(¢ — ) = 0 = ¢ = 27n(1 + ). Voor de periheliumverschuiving volgt
dan: Ay = 2me = 6mm?/h? per omwenteling.
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3.2.4 De baan van een foton

Voor de baan van een foton (en elk ander deeltje met rustmassa 0) geldt: ds?> = 0. Invullen van de externe
Schwarzschild metriek geeft voor de baanvergelijking:

du (d*u

3.2.5 Gravitatiegolven

Uitgaande van de benadering g, = 7, + hy, voor zwakke gravitatievelden, en de definitie h;w = hu —

11 he, volgt dat Ohy,,, = 0 als voldaan is aan de ijkconditie 0h),, /0z” = 0. Hieruit volgt dat het ener-
gieverlies van een mechanisch systeem, als de erin optredende snelheden < ¢ zijn en voor golflengten>>de
afmetingen v.h. systeem, gegeven is door

dE G (dSQij)2

= e\

waarin Q;; = [ o(z;x; — $0;;7%)d®x het massaquadrupoolmoment is.

3.2.6 Kosmologie

Als voor het heelal als geheel aangenomen wordt:
1. Er bestaat een globale tijdcoordinaat die als 2 van een Gaussisch coordinatenstelsel fungeert,
2. De 3-dimensionale ruimtes zijn isotroop bij een zekere waarde van x°,

3. Elk punt is equivalent aan elk ander punt bij een vaste z°.

dan volgt voor het lijnelement de Robertson-Walker metriek:

R*(t)
kr?
(1-72)

Voor de schaalfactor R(t) zijn de volgende vergelijkingen af te leiden:

ds* = —c*dt* + (dr? + r2dQ?)

of s )
£+R + ke :_87mp+A en

R? + kc? _ 8mkp n A
R R2 c2 Rz 3 3

met p de druk en p de dichtheid van het heelal. Als A = 0 volgt dan voor de vertragingsparameter q:

__@_4%‘{@
1= " m T 3H2

met H = R /R de Hubble constante. Deze geeft aan hoe snel ver verwijderde sterrenstelsels zich van elkaar
af bewegen, en heeft de waarde ~ (75 + 25) km-s~1-Mpc~!. Er zijn nu 3 mogelijke toestanden waarin het
heelal zich kan bevinden (met W de totale energie in het heelal):

1. Parabolisch heelal: £k = 0, W =0, ¢ = % De expansiesnelheid van het heelal — 0 als ¢ — co. De
hierbij horende kritische dichtheid is o. = 3H? /8k.

2. Hyperbolisch heelal: £ = -1, W < 0,¢ < % De expansiesnelheid van het heelal blijft altijd positief.

3. Elliptisch heelal: k. =1, W > 0,q > % De expansiesnelheid van het heelal wordt na verloop van tijd
negatief: het heelal gaat dan weer inkrimpen.
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Trillingen

4.1 Harmonische trillingen

De algemene vorm van een harmonische trilling is: WU(t) = Veilwte) = § cos(wt £ ¢),

waarin U de amplitude is. Indien meerdere harmonische trillingen met dezelfde frequentie gesuperponeerd
worden is de resultante weer een harmonische trilling:

Z W; cos(oy £ wt) = D cos(f + wt)

met:
S0, sin(oy)
tanﬂzﬂi en 0% = \112—|—2 \II\I/ cos(a
(8) >, cos(a; Z ; ; %)
t d"x(t
Voor harmonische trillingen geldt: / z(t)dt = @ en %ﬁ) = (iw)"z(t).
iw

4.2 Mechanische trillingen

Voor een parallel geschakelde veer met veerconstante C' en demping &k waaraan een massa M bevestigd is
waarop een periodieke kracht F'(¢t) = F cos(wt) uvitgeoefend wordt, geldt de bewegingsvergelijking mi =
F(t) — ki — Cz. In complexe amplitude is dit: —mw?z = F — Cz — ikwz. Met w3 = C/m volgt:

F F
xr = - ,en voor de snelheid geldt: © = —————
m(wg — w?) + ikw s ivVCméd + k
metd = = — “0 ge verstemming. De grootheid Z = F'/& noemt men de impedantie van het systeem. De
wo w
VC
kwaliteit van het systeem wordt gegeven door ) = Tm

De frequentie waarvoor |Z| minimaal is heet de snelheidsresonantiefrequentie. Deze is gelijk aan wy. In de
resonantiekromme is | Z|/+/Cm uitgezet tegen w/wg. De breedte van deze kromme is gekarakteriseerd door
de punten waarbij | Z(w)| = |Z(wo)|v/2. In deze punten geldt: R = X en § = £Q~*, en de breedte ervan is
QAWB = wo/Q.

De stijfheid van een trillend systeem is gegeven door F'/x. De amplituderesonantiefrequentie wy is de fre-

quentie waarbij t«wZ minimaal is. Dit is het geval bij wa = wgy/1 — 7Q2

De dempingsfrequentie wp is een maat voor de snelheid waarmee een trillend systeem tot stilstand komt. Deze
1

wordt gegeven door wp = wpy /1 — 0 Een zwak gedempte trilling (k2 < 4mC) sterft uitna Tp = 27 /wp.

Voor een kritisch gedempte trilling (k* = 4mC) geldt wp = 0. Een sterk gedempte trilling (k2 > 4m(') valt

af met (als k2 > 4mC) z(t) ~ g exp(—t/7).
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4.3 Elektrische trillingen

De impedantie wordt gegeven door: Z = R + iX. Er geldt: ¢ := arctan(X/R). De impedantie van een

weerstand is R, die van een capaciteit ol en die van een zelfinductie iwL. De kwaliteit van een spoel is
iw

@ = wL/R. De totale impedantie in het geval van een aantal elementen is gegeven door:

1. Serieschakeling: V =17,
1 1 Zy )
ZOZ Z1'7L0: Li,ii -, :7,Z:R1+25
tot ; tot ; Ctot ; Cz Q R ( Q )
2. parallelschakeling: V =17,

1 1 1 1 R R
= - 7 = T CO = Cl ) =7 Z = .
Zot ; Zi Lot ; L; ro ; @ Zy 141iQd

L 1
hierin is Zg = = enwy = ——.
°T T VIe
Het door een bron afgegeven vermogen is gegeven door P(t) = V/(t) - I(t), dus (P), = Vet Lo cos(Ag)
= 1V Icos(¢, — ¢i) = 3I°Re(Z) = 1V?Re(1/Z), waarin cos(A¢) de arbeidsfactor is.

4.4 Golfgedrag in lange leidingen

/dL d
Deze leidingen worden gebruikt voor signaaloverdracht, b.v. coaxkabels. Hier geldt Zp, = d—% De
x

[dx d
voortplantingssnelheid wordt gegeven door v = ﬁ %

4.5 Gekoppelde kringen en transformatoren

Voor 2 spoelen die een gedeelte van elkaars flux omvatten geldt: als ®15 het deel van de flux is die spoel 1
omvat en die afkomstig is van I» door spoel 2, dan geldt ®15 = Mj212, Po1 = Mo11;. Voor de coéfficiénten

van wederkerige inductie M;; geldt:
N;® Ny®
M12=M21 =M=k L1L2= } ! = j 2 NNlNQ
2 1

met 0 < k < 1 de koppelfactor. Voor een transformator is k£ ~ 1. Bij volle belasting geldt:

V1 o 12 - iwM - /Ll o N1
‘/2 Il iWLQ + Rbelasting L2 N2

4.6 Slingers
De trillingstijd 7' = 1/ f, en is voor verschillende typen slingers gegeven door:

* Trillende veer: T = 27, / % als de veerkracht gegeven is door F' = C' - Al.

I
* Fysische slinger: T' = 277\/> met 7 het krachtmoment en [ het traagheidsmoment.
T

2lm

7 de torsieconstante en [ het traagheidsmoment.
mriAp

1
* Torsieslinger: T' = 27r\/7 met K =
K

l
* Mathematische slinger: T' = 271'\/7 met g de valversnelling en [ de lengte van de slinger.
9
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Golven

5.1 De golfvergelijking

De algemene vorm van de homogene golfvergelijking is: Ju = 0, ofwel:

2y 1 0*u  9%u @ 327u 1 9%u

_ g2 _“" 2> _0
v2 Ot2 Oz + Oy? + 022 w2 0t?

met u de uitwijking en v de voortplantingssnelheid. Verder geldt in het algemeen: v = f\. Per definitie geldt:
kX=2menw =27f.
Er zijn in principe 2 soorten golven:

1. Longitudinale golven: hiervoor geldt & || 7 || 4.

2. Transversale golven: hiervoor geldt & || & L .
De fasesnelheid wordt gegeven door: v¢ = w/k. De groepssnelheid wordt gegeven door:
dw dvg k dn
- = L — 122
Ve T gy TG T ( n >

waarin n de brekingsindex van het medium is. Als v niet afhangt van w geldt: vy = v,. In een dispergerend
medium kan vy > vf of vy < vg, €n vg - vf = c?. Als men informatie wil overbrengen met een golf, b.v. door
modulatie van een EM golf, verplaatst de informatie zich met de snelheid waarmee een verandering in het EM
veld zich voortplant. Deze is vaak vrijwel gelijk aan de groepssnelheid.

Voor verschillende media is de voortplantingssnelheid gegeven door:

* Drukgolven in een vloeistof of gas: v = y/k/ o, met k de compressiemodulus.

* Voor drukgolven in een gas geldt ook: v = \/yp/o = \/YRT /M.

* Drukgolven in een dunne vaste staaf als de diameter << A\: v = \/E/p
* Golven in een snaar: v = /Fypanl/m
A2 2mh
* Oppervlaktegolven op een vloeistof: v = 92 + it tanh | 272
27 oA A

met h de diepte van de vloeistof en v de oppervlaktespanning. Als h < A geldt: v = +/gh.

5.2 Oplossingen van de golfvergelijking
5.2.1 Vlakke golven

In n dimensies luidt de vergelijking voor een harmonische vlakke, staande golf:

u(E,t) = 2" cos(wt) » _ sin(kiz;)
1=1

—

De vergelijking van een harmonische lopende vlakke golf is: w(Z,t) = @ cos(k - & £ wt + @)
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Als golven aan een uiteinde van een snaar reflecteren geeft een vast uiteinde een faseverandering aan de gere-
flecteerde golf van 7/2, en er geldt als randvoorwaarde u(l) = 0. Een los uiteinde geeft geen faseverandering
aan de gereflecteerde golf, en heeft als randvoorwaarde (Ou/dz); = 0.

Als de waarnemer zich verplaatst t.o.v. de golf met een snelheid Vyaarmemer Zal de frequentie veranderen: het

. vt — v
Dopplereffect. Hiervoor geldt: fi — f — “woarnemer
0 (o

5.2.2 Sferische golven

In het geval van sferische symmetrie is de homogene golfvergelijking:

1 *(ru)  0*(ru)

w2 o2 oz

met als algemene oplossing:

f(r—ut) N 029(7“ + vt)

u(r,t) = Cy . .

5.2.3 Cylindrische golven

In het geval van cylindrische symmetrie is de homogene golfvergelijking:
10%u 190 ou
v2 Ot2  ror \' Or
Dit is een Besselvergelijking, met oplossingen die geschreven kunnen worden als Hankelfuncties. Voor vol-

doend grote waarden van r volgt hieruit:

u(r,t) = % cos(k(r = vt))

5.2.4 De algemene oplossing in 1 dimensie
Uitgegaan wordt van de vergelijking
0%u(x,t) N o™
-\ by —— ,t
ot? mz::o ( 83;7”) u(,t)

met b,, € IR. Br wordt u(x,t) = Ae'**~“!) gesubstitueerd. Dit geeft twee oplossingen w; = w;(k) als
dispersierelaties. De algemene oplossing wordt nu gegeven door:

u(z,t) = / (a(k)ei(kxwl(k)t) +b(k)ei(km7w2(k)t)) dk

Omdat in het algemeen de frequenties w; niet lineair zijn in k is er dispersie en is de oplossing nu niet te
schrijven als een som van functies die alleen afhangen van x 4 vt: het golffront vervormt.

5.3 De stationaire fasemethode

De Fourierintegralen van de vorige sectie zijn in het algemeen niet exact te berekenen. Als w;(k) € IR kan
men dan de stationaire fasemethode toepassen. Men stelt dat als a(k) een langzaam veranderende functie
van k is, de gedeelten van de k-as waar de fase kx — w(k)t snel verandert geen bijdragen tot de integraal
leveren omdat de e-macht daar snel oscilleert. De enige gebieden die een bijdrage tot de integraal leveren is de

d
omgeving van punten met een stationaire fase, bepaald door @(kx — w(k)t) = 0. Nu volgt de benadering

o0 N

/ a(k)ei(k'x—w(k')t)dk ~ Z

i=1

Fo &P [—Z%?T +i(kx — w(kzl)t)]

— 0o
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5.4 Greense functies voor het beginwaardenprobleem

Deze methode verdient de voorkeur als de gezochte oplossingen sterk afwijken van de stationaire oplossingen,

zoals pulsvormige excitaties. Uitgaande van de golfvergelijking in 1 dimensie, met V2 = 92 /92? geldt: zij
0Q(z,z',0)

Q(z, 2, t) de oplossing met als beginvoorwaarden Q(z, z’,0) = §(z—z’) en oy =0,en P(x,2',t)
OP(z,z’',0
de oplossing met als beginvoorwaarden P(x,2’,0) = 0 en % = §(x — '), dan is de oplossing van
0
de golfvergelijking met willekeurige beginvoorwaarden f(z) = u(x,0) en g(z) = % gegeven door:
u(z, t) = / f(@)Q(z,«' t)dz' + / g(z")P(z, 2’ t)dx’

P en @@ worden ook wel de propagatoren genoemd. Ze worden gegeven door:

Qz,2',t) = 3[6(x—a' —vt)+6(x— ' +ot)]
o
Pz, 2/, t) = als |z — 2| < vt
als |z — /| > vt
OP( t)
Verder geldt het verband: Q(z,2’,t) = #

5.5 Golfpijpen en trilholten

Uit de Maxwellvergelijkingen volgen de randvoorwaarden aan een perfecte geleider. Zij 7i een eenheidsvector
L het oppervlak, gericht van 1 naar 2, en K een oppervlakte stroomdichtheid. Dan geldt:

=0 nX(EQ—El)—O
-(BQ—B]_>=0 nX(Hg—Hl) K

— —

In een golfpijp geldt, vanwege de cylindrische symmetrie: E (&, t) = £ (x, y)e'**~“") en B(Z,t) = B(x, y)el k=1,
Men kan nu afleiden, als B, en &, niet = 0 zijn:

B, = o kaBz 5 w(%'z B, = o k‘%+€ wagz
T epw? — k2 ox a Oy V' euw? — k2 Oy He o

e _ i &, 0B, e _ i i g 0B,
T euw? — k2 oz oM dy V' epuw? — k2 H

Er zijn nu 3 situaties mogelijk:

1. B, = 0: de Transversaal Magnetische modes (TM). Randvoorwaarde: &, |opp, = 0.

=0.

opp

0B,
2. E. = 0: de Transversaal Elektrische modes (TE). Randvoorwaarde: ——

on

Voor de TE en TM modes geeft dit een eigenwaardeprobleem voor £, resp. B, met de betreffende
randvoorwaarden:

02 o
(812 + 82> Y = —y*) met eigenwaarden v? := cpw? — k?

Dit geeft een discrete oplossing 1/, bij eigenwaarde v7: k = \/epw? — 7. Dit is te schrijven als: k =
cy/w? — w7. Voor w < wy is k imaginair en is de golf gedempt. Daarom wordt w, de afsnijfrequentie
genoemd. In rechthoekige geleiders vindt men voor de afsnijgolflengte bij mode TE,,, ,, of TM,,, ,,:

2
(m/a)? + (n/b)?

Ao =
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3. E, en B, zijn overal 0: de Transversaal elektromagnetische mode (TEM). Dan geldt: £k = +w,/eu en
vf = vg, net als zonder golfgeleider. Verder is k € IR, zodat er geen afsnijfrequenties bestaan.

In een rechthoekige, 3 dimensionale trilholte met ribben a, b en c zijn de mogelijke golfgetallen gegeven door:

ky = mr , ky = % , k= % Dit geeft voor de mogelijke frequenties f = vk /27 in de trilholte:
=V rte

Voor een kubische trilholte, met a = b = ¢, vindt men voor het aantal mogelijke trilwijzen (modes) N1, voor

longitudinale golven:
dmad f3
N = 303

Omdat transversale golven 2 polarisatietoestanden hebben geldt hiervoor: Nt = 2/Vy,.

5.6 Niet-lineaire golfvergelijkingen

De Van der Pol vergelijking is:

d*x o dz 9
— —cewo(l = Bx7)— +wyx =0
voor zeer kleine amplitudes kan men x? verwaarlozen. Substitutie van x ~ e™! geeft: w = %wo(is +

24/1 — %52). De laagste orde instabiliteiten groeien echter aan met %auo. Met het groeien van x wordt de

2e term echter weer groter en deze remt de groei. Er kunnen oscillaties optreden op een tijdschaal ~ wg 1
Als x ontwikkeld wordt volgens z = 2(® 4+ ez(M) 4 £22(2) 4 ... en men dit substitueert, geeft dit, naast
periodieke, ook seculiere termen ~ et. Aangenomen dat er een aantal tijdschalen 7,,, 0 < 7 < N bestaat zo
dat 97, /0t = €™ en als de seculiere termen O gesteld worden geeft dit:

d [1[/dz\* | 55| NS
dt{Q(dt) + 5wo ewo(l—ﬁx)(dt>

Dit is een energievergelijking. Er is energiebehoud als het linkerlid 0 is. Als 22 > 1/ verandert het rechterlid
van teken en wordt een energietoename omgezet in een energieafname. Dit beperkt de groei van oscillaties.

De Korteweg-De Vries vergelijking is:

Ou n ou ou L2 du 0
— + — — au— — =
ot Oz ox Ox3
niet—lin  dispersief
Deze vergelijking is b.v. een model voor ionen-akoustische golven in een plasma. Er bestaan soliton oplossin-
gen voor deze vergelijking van de vorm:

—d

ule =) = cosh?(e(z — ct))

met ¢ = 1+ ad en ? = ad/(12b%).
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Optica

6.1 Lichtbreking

Voor de breking aan een oppervlak geldt: n; sin(6;) = n; sin(6;) waarin n de brekingsindex van het materiaal
is. Er geldt de wet van Snellius:

n2 A1 U1

ni Ay
Indien An < 1 is de faseverandering van de lichtstraal Ay = 0, indien An > 1 geldt: Ay = 7. De breking
van licht in een materiaal wordt veroorzaakt door verstrooiing aan atomen. Men kan stellen dat

2 )
n?=1+ fle® 5 fj2 -
Eom — wp ; — w? — 10w
7o,
met n. de elektronendichtheid en f; de oscillator sterkte, waarvoor geldt: > f; = 1. Hieruit volgt dat
J
vg = ¢/(1+ (nee*/2epmw?)). Hieruit volgt de formule van Cauchy: n = ag + a1 /A?. Algemener kan men
n
n ontwikkelen als: n = %.
k=0

Voor een elektromagnetische golf geldt in het algemeen: n = /&, ;.

De weg die een lichtstraal in een materiaal aflegt kan men ook vinden via het principe van Fermat:

2 2 2
§/dt=5/@ds:0:>5/n(s)ds:0
c
1 1 1

6.2 Paraxiale geometrische optica

6.2.1 Lenzen

De lenzenformule is af te leiden uit het principe van Fermat met de benaderingen cos = 1 ensinyp = ¢.
Voor de breking aan een boloppervlak met straal R geldt:

ni n2 ny —n2

v b R

met |v| de voorwerpsafstand en |b| de beeldafstand. Door dit 2 maal toe te passen krijgt men:

1 ( 1) 1 1
= (ny — =
F Ry R
met n; de brekingsindex van de lens, f de brandpuntsafstand en R; en Ry de kromtestralen van de beide

oppervlakken. Voor een dubbel bolle lens is R; < 0, Rs > 0, voor een dubbelholle lens is R; > 0 en Ry < 0.
Verder geldt ook:
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D := 1/f noemt men ook de sterkte van de lens. Voor een lens met dikte d en diameter D geldt in goede
benadering: 1/f = 8(n — 1)d/D?. Voor 2 lenzen achter elkaar met onderlinge afstand d geldt:

111 d
f fi fo fife

In deze formules zijn de volgende tekenafspraken gebruikt voor breking aan een bolvormig oppervlak, zoals
gezien door de invallende lichtstraal:

[ Grootheid | + \ - |
R Hol oppervlak Bol oppervlak
f Convergerende lens | Divergerende lens
v Reéel voorwerp Virtueel voorwerp
b Virtueel beeld Reéel beeld

6.2.2 Spiegels

Voor beeldvorming aan een spiegel geldt:

11 12 w1 1y
f v b R 2 \R w

met h de loodrechte afstand van het punt van inval op de spiegel tot de optische as. Sferische aberratie kan
men verminderen door geen bolvormige spiegels te gebruiken. Een parabolische spiegel heeft geen sferische
aberratie voor stralen die evenwijdig aan de optische as invallen en wordt daarom veel voor telescopen gebruikt.
De gebruikte tekenafspraken zijn:

[ Grootheid | + \ - |
R Holle spiegel Bolle spiegel
f Holle spiegel Bolle spiegel
v Reéel voorwerp | Virtueel voorwerp
b Reéel beeld Virtueel beeld

6.2.3 Hoofdvlakken

De nodale punten N van een lens worden gedefinieerd door de figuur hiernaast. Als
de lens aan beide kanten door hetzelfde medium omringd wordt vallen de nodale
punten samen met de hoofdpunten H. Het vlak L op de optische as en door de
hoofdpunten is het hoofdvlak. Als de lens beschreven wordt door de matrix m;;
geldt voor de afstanden van h; en hy tot de rand van de lens:

mip — 1 Moy — 1
hi=n———, hg=n——
mi2 mi2

6.2.4 Vergroting

. . b
De lineaire vergroting is gedefinieerd door: N = ——
v
. . e
De hoekvergroting is gedefinieerd door: N = — —2
Qzond

met oy de gezichtshoek met het optisch systeem en «,,,q de gezichtshoek zonder. Verder geldt: N- N, = 1.
Voor een telescoop geldt: N = fopjectier/ foculair- D€ openingsverhouding is gedefinieerd door f/Dopjecties-
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6.3 Matrixmethoden

Men kan de verandering van de toestandsvector die een lichtstraal beschrijft, met componenten (nc, y) bere-
kenen door ze met een matrix te vermenigvuldigen. « is de hoek die de lichtstraal maakt met de optische as en
y de hoogte van de lichtstraal boven de optische as. De vergelijking is:

Noo - M aRest
Y2 n
met Tr(M) = 1. M is het product van elementaire matrices. Deze zijn:

1. Voor een driftruimte van lengte [: Mg = ( l/ln (1) )

2. Voor een brekend oppervlak met sterkte D: Mt = ( (1) _1D >

6.4 Afbeeldingsfouten

Lenzen geven meestal geen perfect beeld. Enkele oorzaken hiervoor zijn:

1. Chromatische aberratie: dit wordt veroorzaakt door het feit dat n = n(A). Men kan dit (gedeeltelijk)
compenseren met een lens die opgebouwd is uit meerdere lenzen met verschillende functies n;(A). Met
N lenzen kan men f voor IV golflengten gelijk maken.

2. Sferische aberratie: dit wordt veroorzaakt door 2e orde effecten die meestal verwaarloosd worden: een
boloppervlak geeft geen perfecte lens. Stralen die ver van de optische as invallen worden dan sterker
gebroken.

3. Coma: dit wordt veroorzaakt door het feit dat de hoofdvlakken van een lens slechts vlak zijn dichtbij de
optische as. Verder weg zijn ze gekromd. Er kan sprake zijn van positieve of negatieve coma.

4. Astigmatisme: van een object dat niet op de optische as ligt wordt een punt afgebeeld op een ellips
vanwege het feit dat de lens niet overal even dik is.

5. Veldkromming: het oog kan hiervoor compenseren.

6. Distorsie: dit geeft vertekeningen aan de randen. Dit is met een combinatie van positieve en negatieve
lenzen op te heffen.

6.5 Reflectie en transmissie

Indien een elektromagnetische golf op een doorzichtig medium valt zal een deel van de golf reflecteren onder
dezelfde hoek als de hoek van inval en zal een deel van de golf getransmitteerd worden onder een hoek die
uit de wet van Snellius volgt. Bovendien maakt het nog verschil of het E veld van de golf L of || aan het
oppervlak staat. Definieer de reflectiecoéfficiénten r en de transmissiecoéfficiénten ¢ als:

o= Eor o= [ Eor o = [ Eo ¢ = ( Eot
=\ By H7 =\ Eu L =\ Eo; H7 =\ Eu N

waarin Ey,. de gereflecteerde amplitude is en Ejy; de getransmitteerde amplitude. Dan luiden de vergelijkingen
van Fresnel:

o tan(@i — 975) - sin(@t — HL)
= tan(0; + 6;) ’ = sin(6; + 6;)
2sin(64) cos(6;) _ 2sin(0;) cos(6;)

= sin(0, + 0;)cos(0, — 0;) © T sin(6; + 0;)
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Er geldt: ¢, —r, = lent +r = 1. Wanneer de reflectiecoéfficiént R en de transmissiecoéfficiént T'
gedefinieerd worden als (met 6; = 6,.):

T, cos(0;)

R I; cos(0;)

1
= T
7, "

met I = (|S|) volgt: R+T = 1. Een bijzonder geval treedt op als 7| = 0. Ditis het geval als de gereflecteerde
en de getransmitteerde stralen L op elkaar staan. Uit de wet van Snellius volgt dan: tan(6;) = n. Deze hoek
heet de Brewster hoek. De situatie waarin | = 0 kan niet voorkomen.

6.6 Polarisatie

Ip _ Imax - Imin

De polarisatie is gedefinieerd als: P = T+, “ I I

waarin [, de intensiteit van het gepolariseerde licht is en I,, de intensiteit van het ongepolariseerde licht. Iy,
en Iy zijn de maximum en minimum intensiteiten wanneer men het licht door een polarisator laat vallen.
Indien een bundel gepolariseerd licht door een polarisator valt geldt de wet van Malus: 1() = I(0) cos?(6)
waarin 6 de polarisatorhoek is.

De toestand van een lichtstraal is aan te geven met de Stokes-parameters: uitgaande van 4 filters die elk de
helft van de intensiteit doorlaten, waarbij het le onafthankelijk van de polarisatie is, het 2e en 3e lineaire
polarisatoren met transmissieassen horizontaal en onder 4+-45°, terwijl het 4e een circulaire polarisator is die
ondoorzichtig is voor L-toestanden. Dan geldt S, = 217, So = 215 — 211, S3 = 213 — 211 en Sy = 21, — 21;.

De toestand van een gepolariseerde lichtstraal is ook aan te geven met de Jones vector:

_, EOmewm

b= ( Eoye'# )
Voor de horizontale P-toestand geldt: £ = (1,0), voor de verticale P-toestand E = (0,1), de R-toestand is
gegeven door E = %\/5(1, —i) en de L-toestand door E = %\/5(1, i). De verandering in de toestand van de

lichtstraal na het passeren van een optisch instrument is weer te geven als: Fy = M - E;. De Jones matrix M
is voor verschillende optische instrumenten gegeven door:

Horizontale lineaire polarisator: ( (1) 8 >
. L . 0 0
Verticale lineaire polarisator: 0 1
. . o 1 (11
Lineaire polarisator onder 445 2\ 1 1
" . o 1 1 -1
Lineaire polarisator onder —45 2\ 1 1
1 . . iwa (10
1-A plaatje, snelle as vertikaal e 0 —i
1 A . . ir/4 1 0
1-A plaatje, snelle as horizontaal e 0 i
. . . 1 1 1
Homogene circulaire polarisator rechtsom 2\

. . . . 1 —
Homogene circulaire polarisator linksom L ( .
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6.7 Prisma’s en dispersie

Een lichtstraal die door een prisma gaat wordt 2 maal gebroken en krijgt een deviatie § = 0; + 0; + « t.o.v. de
invalsrichting, waarin « de tophoek van het prisma is, 6; de hoek die de invallende lichtstraal met de normaal
op het oppervlak maakt en 6; de hoek die de uittredende lichtstraal met de normaal op het uittreeoppervlak
maakt. Wanneer men 6; laat variéren is er een hoek waarvoor § een minimum bereikt. Voor de brekingsindex
van het prisma volgt nu:

sin(%(émin + )

sin(3a)
De dispersie van een prisma is gedefinieerd door:
p- B _ddn
d\  dnd

waarin de le factor van de vorm en de 2e van het materiaal van het prisma afhangt. Er geldt:

ds 2sin($a)
dn cos(% (Omin + @)

Voor licht geldt meestal dat dn/dA\ < 0: kortgolvig licht wordt sterker gebroken dan langgolvig. Men kan n
in dit gebied meestal goed benaderen met de formule van Cauchy.

6.8 Diffractie

Fraunhofer diffractie vind plaats ver van de bron(nen). De Fraunhofer diffractie van licht dat door een tralie
valt wordt beschreven door: ) )
I(0)  (sin(u) sin(Nwv)
In  \ u sin(v)

waarin u = 7bsin(f)/\, v = wdsin(d)/A. N is het aantal spleten, b is de breedte van een spleet en d de
afstand tussen de spleten. De maxima in intensiteit voldoen aan: dsin(6) = k.

De diffractie door een cirkelvormige apertuur met straal a wordt beschreven door:

1(0)  ( Ji(kasin(9))\>
Iy _( 1kasin(@) )

Het diffractiepatroon door een rechthoekige apertuur op een afstand R met zijden a in de z-richting en b in de
y-richting wordt beschreven door:
I(xz,y)  (sin(a’) 2 sin(f’) 2
Iy - of G

met o = kax/2Ren ' = kby/2R.

Wanneer men Rontgenstralen laat verstrooien aan een kristal geldt voor de positie van de intensiteitsmaxima
de relatie van Bragg: 2d sin(f) = n) waarin d de afstand is tussen de kristalvlakken.

Dichtbij de bron is het Fraunhofermodel niet meer bruikbaar omdat het de hoekathankelijkheden van de terug-
gekaatste golven verwaarloost. Dit komt tot uitdrukking in de inclinatiefactor die de richtingsathankelijkheid
1

van de 2e orde emissies beschrijft: £(6) = 5E(1 + cos(f))) waarin 6 de hoek met de optische as is.

Diffractie geeft een uiterste grens aan het scheidend vermogen van een systeem. Dit is de minimum hoek
A0, tussen 2 invallende golven komende van verre punten waarbij hun buigingspatronen nog gescheiden
waar te nemen zijn. Voor een cirkelvormige spleet geldt: Afy,, = 1,22)\/D waarin D de diameter van de
opening is.

Voor een grating geldt: Af,,i, = 2A/(Nacos(6,,)) met a de afstand tussen de pieken, N het aantal pieken.
Voor een tralie is het minimale verschil tussen 2 golflengtes dat nog een gescheiden diffractiepatroon geeft:
AX/X =nN met N het aantal lijnen en n de orde van het diffractiepatroon.
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6.9

Bijzondere optische effecten

Dubbele breking en dichroisme. Als de polariseerbaarheid P van een materiaal niet in alle richtingen
gelijk is, is D niet meer parallel aan E. Er zijn tenminste 3 richtingen, de hoofdassen, waarin ze wel
parallel zijn. Dit geeft 3 brekingsindices n;, waarmee de ellipsoide van Fresnel te construeren is. Voor
het geval no = nz # ng, dat o.a. optreedt bij trigonale, hexagonale en tetragonale kristalstelsels is
er sprake van 1 optische as, behorend bij de richting van n;. Invallend licht is nu te splitsen in 2
componenten: de gewone golf is lineair gepolariseerd L het vlak door de voortplantingsrichting en de
optische as. De buitengewone golf is lineair gepolariseerd in het vlak door de voortplantingsrichting en
de optische as. Dichroisme wordt veroorzaakt doordat sommige materialen de gewone en buitengewone
golven zeer verschillend absorberen. Dubbele breking ontstaat als de invallende lichtstraal een hoek
maakt met de optische as: de buitengewone golf zal breken, de gewone niet.

Retarders: golfplaten en compensatoren. Als men een 1-assig kristal slijpt z.d.d. de optische as || staat
aan het voor- en achtervlak zal opvallend licht een faseverandering ondergaan van Ay = 27d(|ng —
ne|)/Ao met Ay de golflengte in vacuiim en ng en n, de brekingsindices voor de gewone en de buiten-
gewone golf. Voor een i—)\ plaat geldt: Ap = 7/2.

Het Kerr-effect: Een isotrope transparante stof kan dubbelbrekend worden als ze geplaatst wordt in
een elektrisch veld. De optische as is in dat geval || aan die van E. Het verschil in brekingsindex in
de 2 richtingen is gegeven door: An = \gKE? met K de Kerr constante van het materiaal. Als ¢ de
effectieve lengte van de elektroden is, die op een onderlinge afstand d staan onder een spanning V' volgt:
Ap =27 KLV?/d?.

Het Pockels of lineair elektro-optische effect kan in de 20 (van de in totaal 32) kristal-symmetriegroepen,
nl. degene zonder symmetriecentrum, voorkomen. Deze kristallen zijn tevens piezo-elektrisch: een
aangebrachte druk verandert de polarisatie, een elektrische spanning verandert de elastische spanning:
P= dpée, + eoxE De retardatie in een Pockels cel is Ap = 27m0r63V/ Ao waarin g3 het 6-3 element
van de elektro-optische tensor is.

Het Faraday effect: de polarisatierichting van lineair gepolariseerd licht dat op een materiaal valt met
lengte d waarop een B veld staat in de voortplantingsrichting draait met een hoek 8 = VBd waarin V
de constante van Verdet is.

Cerenkov straling ontstaat wanneer een geladen deeltje met v, > v binnenkomt. De straling wordt
uitgezonden in een kegel met tophoek «, en sin(a) = ¢/Cmedium = ¢/nv,.

6.10 De Fabry-Perot interferometer

Voor een Fabry-Perot interferometer geldt
in het algemeen: 7'+ R+ A = 1 met T'
de transmissiefactor, R de reflectiefactor
en A de absorptiefactor. Als F' gegeven
is door ' = 4R/(1 — R)? geldt voor de
intensiteitsverdeling:

—
|

I { LA r’ 1

I, 1—R| 1+ Fsin®(f)
Hierin is de term [1 4+ F'sin®()]~" := Bron Lens d Scherm
A(0) de Airy functie. Focusserende lens

De breedte van de pieken op halve hoogte wordt gegeven door v = 4/ V'F. De finesse F is gedefinieerd als
F = %W\/F . De minimaal oplosbare bandbreedte is A finin = ¢/2ndF.
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Statistische fysica

7.1 Vrijheidsgraden

Het aantal vrijheidsgraden s van een molecuul van n atomen is s = 3n. Het aantal vrijheidsgraden van
beweging is 3, het aantal vrijheidsgraden van vibratie is voor een lijnvormig molecuul s = 3n — 5, voor een
niet-lijnvormig molecuul geldt: s = 3n — 6. Het aantal rotatievrijheidsgraden voor een lijnvormig molecuul is
2, voor een niet-lijnvormig molecuul 3.

Omdat vrijheidsgraden voor vibratie dubbel tellen vanwege het feit dat deze zowel potenti€le als kineti-
sche energie vertegenwoordigen, geldt in totaal voor lijnvormige moleculen: s = 6n — 5 en voor niet-
lijnvormige moleculen: s = 6n — 6. De gemiddelde totale energie van een molecuul in thermisch evenwicht
is (Fiot) = %skT. Elke vrijheidsgraad van het molecuul heeft in principe evenveel energie. Dit heet het
equipartitiebeginsel.

De rotationele en vibrationele energie van een molecuul zijn:

h2

Wrot = E

I(1+1)=BI(l+1), Wb = (v+ 3)hwo
De vibratieniveaus zijn slechts aangeslagen als k7" ~ hw, de rotatieniveaus van een hetronucleair molecuul

zijn slechts aangeslagen als k7" ~ 2B. Voor homonucleaire moleculen gelden extra selectieregels waardoor
de rotatieniveaus pas goed gekoppeld raken aan de translatieenergie als k7' ~ 6.

7.2 De energieverdelingsfunctie

De algemene vorm van de evenwichtssnelheidsverdelingsfunctie is
P(vg, vy, v,)dvgdvydv, = P(vg)dvy - P(vy)dvy - P(v;)dv, met

P(v;)d ! LAY
V;)av; = ex - V;
a/T P\ 7a2
met « = /2kT /m de meest waarschijnlijke snelheid van een deeltje. De gemiddelde snelheid wordt gegeven

door {(v) = 2a/+/7, en <v2> = %ozz. Als er alleen naar de absolute waarde van de snelheid gekeken wordt
geldt in evenwicht de verdelingsfunctie:

dN 4N mv?
dv a3y VO T

De algemene vorm van de energieverdelingsfuncie in evenwicht wordt nu:

e = (£) (<L) ar

¢(s) is een normeringsconstante waarvoor geldt:

1

1. Even s: s = 2l: ¢(s) = 1

2l

2. Onevens: s =214+ 1: ¢(s) = ————
Jr(2l— 1)
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7.3 Druk op een wand

Het aantal moleculen dat binnen een tijd 7 botst met een wand met oppervlakte A is gegeven door:

co m 2T

// BN = 0/ 0/ 0/ nAvr cos(8) P(v, 0, o) dvdfdy

Dit geeft voor de deeltjesflux op de wand: & = in (v). Voor de druk op de wand geldt dan:

f 2 0)d*N 2
d3p = % , dit geeft p = 3" (E)

7.4 De toestandsvergelijking

Voor gassen geldt in goede benadering als de intermoleculaire krachten en het eigen volume van de moleculen
verwaarloosd kunnen worden: vit p = 2n (E) en (E) = 3kT volgt:

1
pV =nRT = gNm <v2>
Hierin is ns het aantal molen deeltjes en N het totaal aantal deeltjes in volume V. Als het eigen volume en de
intermoleculaire krachten niet verwaarloosd worden is de Van der Waals vergelijking af te leiden:
2

an
(p—l— V2S> (V —bng) =nsRT

Er is een isotherm met een horizontaal buigpunt. Deze geeft in de Van der Waals vergelijking juist de kritieke
temperatuur, druk en volume weer van het gas. Dit is de bovengrens van het coéxistentiegebied tussen vloeistof
en damp. Hiervoor vindt men uit dp/dV = 0 en d*p/dV? = 0:

8a

Tkr = 27bR Vkr = Sbns

_a
» Pl = ome
Voor het kritieke punt geldt: pi, Vi, xr/ R = %, verschillend van de algemene gaswet die 1 voorspelt.

Geschaald op de kritische grootheden, met p* := p/py, T* = T /Ty en V), = Vi / Vi s met V, := V/nyg
geldt:

* 3 * *
<P +(V*)2) (Vi —3) =57

Gassen hebben bij dezelfde waarde van de gereduceerde grootheden hetzelfde gedrag. Dit noemt men de
wet van de overeenstemmende toestanden. Voor nauwkeuriger beschouwingen wordt een viriaalontwikkeling
gebruikt:

(T, Vi) = RT (Vlm + B‘g) C‘g) 4. )

De Boyletemperatuur Ty is de temperatuur waarvoor de 2e viriaalcoéfficiént 0 is. Dit is in het geval van een
Van der Waals gas bij Tg = a/Rb. De inversietemperatuur T, = 2Tp.

De toestandsvergelijking voor vaste stoffen en vloeistoffen wordt gegeven door:

V 1 /0V 1 /0V
— =1 AT —kpAp=1+—| — ) AT+ — [ — A
v LAl arar +V<<’9T)p +V<8p>T P
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7.5 Botsingen tussen moleculen

Indien een deeltje zich in een gas verplaatst over een afstand dzx, is de kans dat het zal botsen gelijk aan nodz,

waarin o de werkzame doorsnede is. De gemiddelde vrije weglengte is ¢ = et u = v} + v3 de
nuo
1
relatieve snelheid tussen de deeltjes. Als m; < mo geldt: X 1+ @, dus / = —. Als m; = mpo
U1 mao no

1
ncr\/i

een harde bollen model voor moleculen aanneemt geeft dit voor de werkzame doorsnede: o = %W(D% + D3).

geldt: ¢ =

1
Dit betekent dat voor de gemiddelde tijd tussen 2 botsingen geldt: 7 = ——. Als men
nov

De gemiddelde afstand tussen de moleculen is 0, 551 ~'/2. Botsingen tussen moleculen en kleine deeltjes in
oplossing geven aanleiding tot de Brown beweging. Voor de gemiddelde verplaatsing van een deeltje met straal

R vindt men: (27) = & (r?) = kTt/3mnR.

Men spreekt van een Knudsen gas als { > de afmetingen van de ruimte, een situatie die bij lage drukken
gemakkelijk kan optreden. Voor een vat met een gat met oppervlakte A erin geldt als evenwichtsvoorwaarde,

als £ > \/A/7: n1/T1 = na/T. Met de algemene gaswet volgt hieruit: p; //T1 = pa/v/Ts.

In een situatie waarin men 2 platen met onderlinge afstand d over elkaar laat bewegen met snelheid w, wordt

A x . .
de viscositeit n bepaald door: F, = nTw. Het snelheidsprofiel tussen de platen is dan w(z) = zw, /d. Men
kan afleiden dat 1) = £ of (v) met v de thermische snelheid.
d T — T}
De warmtegeleiding in een stilstaand gas wordt beschreven door: d—? =rA (22 7 !

hetgeen resulteert in een temperatuursverloop T'(z) = Ty + z(T» — T1)/d. Men kan afleiden dat k =
%C’mvnﬂ (v) /Na. Tevens geldt: k = Cy 7). Een betere uitdrukking voor « krijgt men met de Eucken correctie:
k= (1+9R/4cyy)Cy - n met een fout <5%.

7.6 Wisselwerking tussen moleculen

Voor dipoolwisselwerking tussen moleculen is af te leiden dat U ~ —1/75. Wanneer de afstand tussen 2
moleculen nadert tot de molecuuldiameter D gaat de afstotende kracht tussen de 2 elektronenwolken een rol
spelen. Deze is te schrijven als: Uyep ~ exp(—7r) of Viep = +C/r® met 12 < s < 20. Dit geeft dan voor
de intermoleculaire krachten de Lennard-Jones potentiaal:

wa=u(2)"-(2)

met een minimum ¢ ter plaatse r = rp,. Er geldt: D ~ 0, 89r,,. Voor de Van der Waals coéfficiénten a en b en
de kritische grootheden geldt: a = 5, 275N§D36, b=1,3NsD3 kTix = 1,2€en Vinr = 3, 9N, D3.

Een eenvoudiger model voor de intermoleculaire wisselwerkingen gaat uit van een potentiaal: U(r) = co voor
r < D,U(r) =Upy voor D <r <3DenU(r) =0 voorr > 3D. Hieruit volgt voor de potentiéle energie

3D
voor 1 molecuul: Epq = / U(r)F(r)dr.
D

met F'(r) de ruimtelijke verdelingsfunctie in bolcodrdinaten, die voor een homogene verdeling gegeven wordt
door: F(r)dr = 4nmr?dr.

Tenslotte nog enkele nuttige wiskundige relaties:

0 0o f 00
. .2 2n ! T .2
e *dx =n! , z2"e ™ dy = L , 22" le™ dp = 1p)
nlo2n+1 2
0 0 0
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Thermodynamica

8.1 Mathematische inleiding

Als er tussen 3 variabelen een betrekking f(z,y, z) = 0 bestaat kan men schrijven: z = z(y, 2), y = y(z, 2)
en z = z(x,y). De totale differentiaal dz van z is dan:

0z 0z
dz = (ax)yd:v—i— (ay)mdy

Door dit ook voor dz en dy op te schrijven kan men afleiden dat

(&) (). (3)

Omdat dz een totale differentiaal is geldt § dz = 0.

=1

Y

Een homogene functie van graad m voldoet aan: e™F(z,y,z) = F(ex,ey,ez). Hiervoor geldt de stelling
van Euler:

mF(x z)—xa—F—i— a—F—l—za—F
YA = T y@y 0z

8.2 Definities

* De isochore drukcoéfficiént: By = 1 @
p \9oT ),

1 oV
* De isotherme compressibiliteit: kp = —— | —
V\op/

1 /oV
* De isob 1 éfficiént: =— (=
e isobare volumecoéfficiént: v, v (8T>p
1
* De adiabatische compressibiliteit: kg = —— a—v
VA\op /g

Voor een ideaal gas geldt: v, = 1/T, kr = 1/pen By = —1/V.
8.3 Soortelijke warmte

oS
* De soortelijke warmte bij constante X is: Cx =T | —
oT ) «

H
* De soortelijke warmte bij constante druk: C,, = (ZT)
P

ou
* De soortelijke warmte bij constant volume: Cy = (8T>
v
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Voor een ideaal gas geldt: C,, — Cy,y = R. Verder geldt, als de temperatuur voldoende hoog is om alle
inwendige vibratie- en rotatieniveaus aan te slaan: Cy = %sR. Hieruit volgt Cp, = %(5 + 2)R. Voor de
verhouding volgt nu: v = (24 s)/s. Voor lagere T' dient men alleen die vrijheidsgraden te beschouwen die in
thermisch evenwicht zijn. Voor een Van der Waals gas geldt: C,,y = %sR + ap/RT>.

In het algemeen geldt:

ap v v \? [ op
o-ov-r(3), () (3 (),
P or), \or), or ) ,\ov )
Omdat (Op/OV ) altijd < 0 is, geldt altijd C, > Cy. Als de uitzettingscoéfficiént 0 is, geldt C, = Cy,
evenals bij 7' = 0K.

8.4 De 3 hoofdwetten

De Oe hoofdwet is dat warmte stroomt van hogere naar lagere temperatuur. De le hoofdwet is de wet van
behoud van energie. Voor een gesloten systeem geldt: Q = AU + W, waarin @ de netto toegevoerde warmte
is, W de verrichte uitwendige arbeid en AU de verandering van inwendige energie. In differenti€le vorm is
dit: dQQ = dU + dW, waarin d betekent dat het geen differentiaal van een toestandsgrootheid is. Voor een
quasi-statisch proces geldt: @W = pdV. Voor een reversibel proces geldt dus: @Q) = dU + pdV.

Voor een open (stromend) systeem luidt de le hoofdwet: @Q = AH + W; + AFEyn, + AE,o. Men kan
een indicateurarbeid W, aan het systeem onttrekken of een technische arbeid W, = —W, aan het systeem
toevoegen.

De 2e hoofdwet luidt: voor een gesloten systeem bestaat er een additieve toestandsgrootheid .S, de entropie,
waarvan de differentiaal voldoet aan: 70

> %
dS*T

Als er slechts reversibele processen plaatsvinden geldt: dS = @Q,v/T. Het entropieverschil na een reversibel

proces is dus:
2

dQrev
52—51:/ QT

1
dQrev

Voor een reversibel kringproces is dus j{ =0.

d irr
voor een irriversibel kringproces geldt: ?{ QT < 0.

De 3e hoofdwet van de thermodynamica luidt (Nernst):

. oS
Ay ((9X>T =0

Hieruit volgt o.a. dat de soortelijke warmte — 0 als T" — 0, zodat het absolute nulpunt 7' = 0 K niet te halen
is door afkoeling in een eindig aantal stappen.

8.5 Toestandsfuncties en Maxwellrelaties

De verschillende toestandsfuncties en hun differentialen zijn:

Inwendige energie: U dU =TdS — pdV
Enthalpie: H=U+pV dH =TdS + Vdp
Vrije energie: F=U-TS dF = —=5dT — pdV
Vrije enthalpie: G=H-TS dG=-SdT+ Vdp
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Uit het voorgaande kan men de Maxwellrelaties afleiden:

@)= ), @)= (), @), =), (), =~ (&),

Uit de totale differentiaal en de definities van Cy, en C),, kan men afleiden dat:

Op 19)%
TdS = T+T | —= V TdS = T—-T | —
dS = CydT + (8T) y dV en TdS = Cy,d (8 >p dp

Voor een ideaal gas geldt tevens:

T Vv T P
Sy =CyIn| — Rln | — S Spm=C,In|{ — ) —Rln (| — s’
v H(TO) + n<VO) + Smo €n D D(T()) n(po) + S0

De vergelijkingen van Helmholtz luiden:

ou\ [ 9p oH\ . . (9V
@), =1 (), (&), =7 (o),

Bij het vergroten van een oppervlak geldt: W, = —ydA, met -y de oppervlaktespanning. Hieruit volgt:
_ (U _(or
7=\oa), " \o4),

verrichte arbeid

8.6 Processen

Het rendement 1) van een proces is gegeven door: n =

toegevoerde warmte

geleverde koude

De koudefactor & van een koelproces is gegeven door: £ = toegevoerde arbeid

Reversibele adiabatische processen

Voor adiabatische processen geldt dat W = U; —U,. Voor reversibele adiabatische processen geldt de vergelij-
king van Poisson: mety = C,/Cy is pV? =constant. Tevens geldt: 7V7~! =constanten 7"7p' =7 =constant.
Adiabaten lopen steiler in een p-V diagram dan isothermen omdat v > 1.

Isobare processen
Hier geldt: H, — H, = ff CpdT'. Voor een reversibel isobaar proces geldt: Hy — Hy = Qrev.
Het smoorproces

Dit heet ook wel het Joule-Kelvin effect, en is een adiabatische expansie van een gas door een poreuze prop
of een nauwe opening. Hierbij geldt dat H een behouden grootheid is, en dat dS' > 0. Hierbij treedt over het
algemeen een temperatuursverandering op. Hierbij is van belang de smoorcoéfficiént:

oT 1 ov
op)y Cp orj,
De inversietemperatuur is de temperatuur waarbij een gas bij adiabatische expansie niet van 7' verandert. Als

T > T; wordt het gas warmer, als 7' < 7; dan wordt het gas kouder. T} = 27y, waarbij voor T geldt:
[0(pV')/Op]T = 0. Het smoorproces wordt o0.a. toegepast in koelkasten.

Het Carnotproces

Hier doorloopt het systeem een reversibele kringloop van 2 isothermen en 2 adiabaten:

1. Isotherme expansie bij 77. Het systeem neemt uit het reservoir ()1 op.




36 Fysisch Formularium door ir. J.C.A. Wevers

2. Adiabatische expansie waarbij de temperatuur zakt tot 75.
3. Isotherme compressie bij 75, hierbij wordt () afgevoerd.
4. Adiabatische compressie tot 7.

Voor het Carnotproces geldt:

T
77:1_|Q2|:1_72::77C

|Q1] T

Het Carnotrendement nc is het maximaal haalbare bij een warmtemachine. Indien het proces in omgekeerde
richting doorlopen wordt, en het systeem een arbeid —W verricht, is de koudefactor gegeven door:

_ Qe @] T
w Q1| —1Q2]  Th —T>

§

Het Stirlingproces

De kringloop van Stirling bestaat uit 2 isothermen en 2 isochoren. Het rendement is in het ideale geval gelijk
aan het Carnotrendement.

8.7 Maximale arbeid

Wanneer een systeem van toestand 1 overgaat naar toestand 2 bij een omgevingsdruk py en omgevingstempe-
ratuur 7§ is de maximale arbeid die te winnen is uit die overgang gegeven door (alle processen reversibel):

1. Gesloten systeem: Wyyax = (U — Uz) — To(S1 — S2) + po(Vi — Va).
2. Open systeem: Winax = (H1 — Ha) — Tp(S1 — S2) — AEwin — AEot.

De minimale arbeid die nodig is om een bepaalde toestand te bereiken is: Winin = —Wipax-

8.8 Fase-overgangen

Fase-overgangen zijn isotherm én isobaar, en dus is dG = 0. Geeft men de verschillende fasen aan met «,
en v, dan geldt: G2, = G%, en

_ga _gB _ "Ba
A = S5 = Sp = 7

waarin 7g,, de overgangswarmte is van fase 3 naar fase o en Tp de overgangstemperatuur. Er geldt: 73, = 703

enTgy = T'yq — I'yg. Verder is
0Gm,
Sm = | —
" ( aT )p

zodat GG een knik vertoont in het overgangspunt. In een 2-fasensysteem geldt de vergelijking van Clapeyron:

dp 82 -85 rpa
Tl Ve -Vy (Ve -Vi)T

Voor een ideaal gas kan men dan voor de damplijn op enige afstand van het kritieke punt vinden:
p =poe "P/RT

Er zijn ook fase-overgangen waarvoor rg, = 0. Nu zal er pas een discontinuiteit optreden in de 2e afgeleiden
van GG,,,. Deze overgangen van de 2e orde treden op bij ordeningsverschijnselen.

Een fase-overgang van de 3e orde, dus met o.a. [03G,,,/0T?], discontinu treedt b.v. op bij de overgang van de
ferromagnetische toestand naar de paramagnetische toestand van ijzer.
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8.9 Thermodynamische potentiaal

Als het aantal deeltjes van een systeem verandert wordt het aantal deeltjes een derde toestandsgrootheid. Om-
dat toevoeging van materie meestal bij constante p en 7" plaatsvindt wordt G beschouwd. Als het systeem uit
meer componenten bestaat wordt dit:

dG = —SdT + Vdp+ Y _ pidn;

oG
waarbij pu = < 3 ) de thermodynamische potentiaal is. Dit is een parti¢le grootheid. Voor V geldt:
1 p,T,YLj

i=1

c aV c
V=),
T05Ps i=1
met V; het parti€éle volume van component ¢. Er geldt:

Ve = > a4V
0 = indm

waarin x; = n,;/n de molaire fractie is van component i. Het molaire volume van een mengsel van 2 stoffen
kan in een V-z5 diagram bv. een holle lijn zijn: er treedt contractie op bij het mengen.

De thermodynamische potentialen zijn in een meer-componentensysteem niet onafhankelijk. Men kan afleiden
dat > n;du; = —SdT + Vdp, hetgeen bij constante p en T  overgaat in: »_ x;du; = 0 (Gibbs-Duhmen).

Als er meer fasen zijn heeft elke component heeft zoveel wu’s als er fasen zijn. Het aantal vrij te kiezen
parameters in een systeem met ¢ componenten en p verschillende fasenis f = ¢+ 2 — p.

8.10 Ideale mengsels
Als men n stoffen mengt geldt (de index © duidt de zuivere component aan):

2 0 E 0 E 0
Umcngscl = an1 ) Hmcngscl = nzHl ) Smcngscl =n 1'251 + ASmcng

waarin voor ideale gassen geldt dat AS) ey = —nR > x; In(x;).

Voor de thermodynamische potentialen geldt: p; = pd + RT In(z;) < . Een mengsel van 2 vloeistoffen is
zelden ideaal: dit geldt slechts voor chemisch zeer nauw verwante vloeistoffen (of isotopen). Toch geldt voor
veel binaire mengsels de wet van Raoult voor de dampdrukken: p; = z;p? = y;p. Hierin is z; de fractie van
de te component in de vloeistoffase en y; de fractie van de 7e component in de gasfase.

Een oplossing van een stof in een andere geeft aanleiding tot een kookpuntsverhoging AT} en een vriespunts-
daling (stolpuntsdaling) AT;. Voor o < 1 vindt men:

RT? RT?
ATk = k T , ATS = — = To
TBa Ty

met g, de verdampingswarmte en 7,z < 0 de smeltwarmte. Voor de osmotische druk II van een oplossing
geldt: ITV,) | = o RT.

8.11 Voorwaarden voor evenwicht

Op weg naar een evenwicht zijn alleen veranderingen mogelijk waarbij (dS)y,v > 0 of (dU)s,v < 0 of

(dH)s,p < 0 of (dF)7,y < 0 of (dG)7, < 0. In evenwicht geldt voor elke component: u$ = pu = .
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8.12 Statistische basis voor de thermodynamica

Het aantal mogelijkheden P om NN deeltjes te verdelen over n mogelijke energietoestanden die elk g voudig
ontaard zijn heet de thermodynamische waarschijnlijkheid en is gegeven door:

P:N!H%

De meest waarschijnlijke verdeling, die met de maximale waarde voor P, is de evenwichtstoestand. Uitgaande
van de formule van Stirling, In(n!) &~ nln(n) — n geeft dit de verdelingswet van Maxwell-Boltzmann voor
een discreet systeem. De bezettingsgetallen bij evenwicht volgen uit:

n = N (Wi
i = Zgz p kT

De roestandssom Z is een normeringsconstante: ze is gelijk aan Z = 3 g; exp(—W,/kT'). Voor een ideaal
i

gas geldt:
V (2rmkT)>/?

Z = %

Men kan nu de entropie definiéren als: | S = k In(P) |. Voor een systeem in thermisch evenwicht wordt dit:

U Z U zZN

V(2rmkT)3/?
Voor een ideaal gas, met U = 3kT is dan: S = 2kN + kN In ((ﬂm))

Nh3

8.13 Toepassingen op andere systemen

Men kan de thermodynamica ook op andere systemen dan gassen en vloeistoffen toepassen. Daartoe dient men

dW = pdV te vervangen door de overeenkomstige arbeidsterm, zoals d Wy, = — F'dl voor het uitrekken van
eeen draad, dW.., = —~dA voor het uitrekken van een zeepvlies of W, = —BdM voor een magnetisch
systeem.

De temperatuur van een roterend, niet geladen zwart gat is gegeven door T' = hc/8mwkm. De entropie ervan is
S = Akc3 /4hk waarin A de oppervlakte van de waarnemingshorizon is. Bij een Schwarzschild zwart gat is
deze gegeven door A = 16mm?. Hawkings oppervlakte theorema stelt dat dA/dt > 0.

Hieruit volgt dat de levensduur van een zwart gat ~ m3.
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Transportfysica

9.1 Mathematische inleiding

Een belangrijke eigenschap in de stromingsleer is: zij X een eigenschap van een volume element dat in d¢ van
positie 7 naar 7 + di gaat. Dan is de totale differentiaal d X gegeven door:

ox  ax . ax . ox X 90X  0xX X  0x
X=2der Cay+ La- 1+ & =+ il
dX = grdet G dy+ godzt rdt = = G e T 5,0t v T g

X _ox
dt

ot
. d Y ; o
Hieruit volgt dat tevens geldt: s Xd’V = oy Xd&V+ () X(v-1n)d*A

waarbij het volume V' omsloten wordt door oppervlak A. Enkele eigenschappen van de V operator zijn:

Dit geeft in het algemeen: + (7 V)X |

div(¢t) = ¢divi + grade - ¥ rot(¢7) = ¢rotv + (gradep) x 7 rot gradg = 0
div(@ x ¥') =T - (rot@) — @ - (rot?’)  rot rotv’ = grad dive' — V27 div rotv =0
div grad¢ = V2¢ V20 = (V201, V20,, V203)

Hierin is ¢ een willekeurig vectorveld en ¢ een willekeurig scalarveld. Enkele belangrijke integraalstellingen
zijn:

Gauss: #(U il)d*A = ///(divz')’)d3V

Stokes voor een scalarveld: 7{(¢ - €y )ds = //(fi x gradg)d? A

Stokes voor een vectorveld: ?{(17 éy)ds = //(rot17~ ii)d*A

dit geeft: #(rotﬁ- i)d*A =

Ostrogradsky: # (i x 7)d*A // / (rotv)d> A
# pi)d*A /// grade)d*V

Hierin wordt het oriénteerbare oppervlak [ [ d? A begrensd door de Jordankromme § ds.

9.2 De behoudswetten

Op een volume werken 2 soorten krachten:
1. De kracht ﬁ; op ieder volume-element. Voor de zwaartekracht geldt: ﬁ) = 0g.

2. Oppervlaktekrachten # die alleen op de rand werken. Hiervoor geldt: ¢ = 7 T, waarin T de span-
ningstensor is.
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T is te splitsen in een deel pl dat de normaalspanningen vertegenwoordigd en een deel T’ dat de schuifspannin-
gen vertegenwoordigd: T = T’ + pl, waarin | de eenheidstensor is. Wanneer viskeuze aspecten te verwaarlozen
zijn geldt: divT= —gradp.

Wanneer de stroomsnelheid ¥/ is op plaats 7" beschouwen geldt op plaats 7+ d7™:
9(dr) = o(F) + dr - (grad?)
—~— —_————
translatie = rotatie, deformatie, dilatatie

De grootheid L:=gradv kan men splitsen in een symmetrisch deel D en een antisymmetrisch deel W. L = D+W

met 1/0 0 1/0 0
V; U, V; (o
Di‘iif ¢ J Wi'Z:* LA J
J 2 <8xj + 81‘,) ’ J 2 (8xj 8@)

Wanneer de rotatie of vorticiteit b = rot¥ ingevoerd wordt, geldt: W;; = %eijkwk. W geeft de lokale

draaisnelheid weer: dr - W = 1w x dr.

Voor een Newtonse vioeistof geldt: T' = 2nD. Hierin is 17 de dynamische viscositeit. Deze hangt samen met
de schuifspanning 7 volgens

61)1-
Tii —
J nafﬂj
Voor compressibele media kan men stellen: T’ = (/dive))l + 2nD. Door gelijkstellen van de thermo-
dynamische en de mechanische druk volgt dan: 37’ + 2n = 0. Indien de viscositeit constant is geldt:

div(2D) = V27 + grad div{.

De behoudswetten voor massa, impuls en energie voor continue media kan men zowel in integraal- als in
differentiaalvorm schrijven. Ze luiden:

Integraalvorm:

1. Massabehoud: — /// od®V + ﬁ (0-7)d*A=0
2. Impulsbehoud: / / / ovd3V + ﬁ ot(¥ -1 )d*A / / fod®V + ﬁ i-Td*A

3. Energiebehoud: — /// Lv? 4 e)od®V + #(%vz +e)o(v-7)d*A =

-fa-eas [[[e feve o anea

Differentiaalvorm:
do | .. .
1. Massabehoud: N +div-(p7) =0
817 R - g . g . !
2. Impulsbehoud: 0% + (00 - V)0 = fo+divT = fy — gradp + divT
ds d d
3. Energiebehoud: ,QT— Q—e _bpae —divg+ T :D

at ~ Cdt  odt

Hierin is e de inwendige energie per massaeenheid F/m en s de entropie per massaeenheid S/m. § = —kVT
is de warmtestroom. Verder geldt:

OF de _OE e

P=v = atje 0 LT 95 as

Oe oh
Cy = <8T>V en C, = <8T>p

Hiermee wordt
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met h = H/m de enthalpie per massaeenheid.

Hieruit volgen voor een onsamendrukbaar, visceus en warmtegeleidend medium de Navier-Stokes vergelijkin-
gen:

divi = 0
ov . . o 2
05 +0(0-V)T = of —gradp+ V70
ar ) ,
,QCE-FQC(’U-V)T = kV°T+27D:D

waarin C' de warmtecapaciteit is. De kracht F op een lichaam in een stroming, wanneer visceuze effecten
beperkt zijn tot de grenslaag is te berekenen met de impulswet. Wanneer het lichaam omsloten wordt door een
oppervlak A op een afstand buiten de grenslaag geldt:

Fe— %ff[pm o0(7 - 1 Y]d2 A

9.3 De vergelijkingen van Bernoulli

Voor een niet-visceus medium vindt men, uitgaande van de impulsvergelijking voor een stationaire stroming,
de stelling
(- grad)v = 1grad(v?) + (rot¥) x ¥

en de potentiaalvergelijking § = —grad(gh) dat:

d,
%v2 + gh + / P _ constant langs een stroomlijn
o

Als de stroming incompressibel is geldt: %1)2 + gh + p/p =constant langs een stroomlijn. Als de stro-

ming tevens rotatievrij is (rott' = 0) en de entropie is op alle stroomlijnen gelijk is, geldt dat %UQ + gh +
J dp/o =constant in het hele veld. Voor incompressibele stromingen wordt dit: %’U2 + gh + p/ o =constant in
het hele veld. Voor ideale gassen met constante C), en Cy geldt met v = C,/Cy:

2
1,2 Y P _ 12 c
P+ —— =124
> y=1le 0 y-

Uitgaande van de snelheidspotentiaal ¥ = grad¢ geldt voor instationaire stromingen:

) d
aif + %UQ + gh+ / ?p = constant in het hele veld

1 = constant

9.4 Karakterisering van stromingen door dimensieloze
getallen
Het voordeel van dimensieloze getallen is dat het modelproeven mogelijk maakt: men dient te zorgen dat de

betrokken dimensieloze getallen voor model en experiment gelijk zijn. Tevens kan men functionele gelijkheden
afleiden zonder de DV’s op te lossen. Enkele dimensieloze getallen worden gegeven door:

L 2
Strouhal: Sr = vk Froude: Fr= — Mach: Ma = v

v gL c

L L

Fourier: Fo = 4 Péclet: Pe = e Reynolds: Re = o

wl? a v

v La 02
Prandtl: Pr=— Nusselt: Nu= —  Eckert: Ec =

a K cAT

Hierin is v = n/p de kinematische viscositeit, ¢ de geluidssnelheid en L een karakteristieke lengte van het
systeem. o volgt uit de warmtetransportvergelijking k0,7 = AT en a = k/pc is de temperatuursvereffe-
ningscoéfficiént.

Men kan deze getallen interpreteren als:
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* Re: (stationaire traagheidskrachten)/(visceuze krachten)

 Sr: (instationaire traagheidskrachten)/(stationaire traagheidskrachten)
* Fr: (stationaire traagheidskrachten)/(zwaartekracht)

» Fo: (warmtegeleiding)/(instationaire enthalpieverandering)

* Pe: (convectief warmtetransport)/(warmtegeleiding)

* Ec: (visceuze dissipatie)/(convectief warmtetransport)

* Ma: (snelheid)/(geluidssnelheid): objecten die zich sneller dan ongeveer Ma = 0,8 bewegen produceren
schokgolven voort die zich onder een hoek 6 met de voortplantingssnelheid propageren. Hiervoor geldt:
Ma= 1/ arctan(6).

* Pr en Nu zijn stof-kengetallen.

De dimensieloze Navier-Stokes vergelijking wordt nu, met 2’ = x/L, 7’ = ¥/V, grad’ = Lgrad, V'? = L?V?
ent’ = tw:

o’
r

ot

—/ N =/ ! g’ v/217/
v — _orad S
+ (¢ )T grad'p + B + o

S

9.5 Buisstromingen

Voor buisstromingen geldt: als Re< 2300 met als lengtemaat de diameter is de stroming laminair, daarboven
turbulent. Voor een incompressibele laminaire stroming door een rechte, cirkelvormige buis geldt voor het

snelheidsprofiel
1 dp

_ - R2 2
o) =~ e (R =)
R
T dp 4
Voor de volumestroom geldt: &y = [ v(r)2rrdr = —— —R
8n dx
0

De inlooplengte L. is gegeven door:
1. 500 < Rep < 2300: L./2R = 0,056Rep

2. Re > 2300: L./2R =~ 50

ARan/m dp
3 dx

Voor stromingen bij kleine Re geldt: Vp = V2% en divii = 0. Voor de totale kracht op een bol met straal
R in een stroming geldt dan: F' = 6wnRv. Voor grote Re geldt voor de weerstand op een oppervlak A:

F= %CwAQ’UQ.

Voor gastransport onder lage druk (Knudsen-gas) geldt: ®y =

9.6 Potentiaaltheorie

De circulatie T is gedefinieerd als: T’ = j{(" €y )ds = //(rotﬁ') SAd*A = //(" i)d*A

Voor niet-visceuze media, als p = p(p) en er alleen conservatieve krachten werken, vindt men de stelling van

Kelvin:
dar B

dt
Voor rotatievrije stromingen kan men een snelheidspotentiaal invoeren door ¥ = grade¢. In het incompres-
sibele geval volgt dan uit massabehoud V2¢ = 0. Voor een 2-dimensionale stroming kan men tevens een

0
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stroomfunctie ¢ (x, y) definiéren: met ® 45 de hoeveelheid vloeistof die door een kromme s tussen de punten

A en B stroomt:
B
<I>AB—/17 7i)d /Ua:dy vydx)
A

en de definities v, = 0 /0y, vy, = —0v/0x geldt: ® 45 = Y (B) — ¥(A). In het algemeen geldt:

v Py
oz | Oy? i
In poolcodrdinaten geldt:
10y @ 0y 109
Tree “ar 0 T Tar T oo

Voor bronstromingen met sterkte @ in (z,y) = (0,0) geldt: ¢ = 2Q In(r) zodat v, = Q/27r, vg = 0.
s

Voor een dipool van sterkte @ in z = a en sterkte —Q in z = —a volgt door superpositie: ¢ = —Qazx /277>
waarin Qa de dipoolsterkte is. Voor een wervel geldt: ¢ = I'0/27.

Voor een lichaam dat wordt aangestroomd door een uniforme hoofdstroming met ¥ = vé,, en Re zo groot is
dat visceuze effecten tot de grenslaag beperkt blijven geldt: F, = 0 en F}, = —pl'v. Dat F,, = 0 noemt
men de paradox van d’Alembert en komt door de verwaarlozing van 7. De liftkracht I}, wordt wel door de
viscositeit veroorzaakt omdat die zorgt dat I" # 0. Ook roterende lichamen wekken daardoor een dwarskracht
op: het Magnuseffect.

9.7 Grenslagen

9.7.1 Stromingsgrenslagen

Wanneer de voor dikte § van de grenslaag geldt: 6 <« L is 6 ~ L/v/Re. Met vy de snelheid van de
hoofdstroming geldt voor de snelheid v, L het oppervlak: v, L = dv. De vergelijking van Blasius voor de
grenslaag luidt, met v, /voe = f(y/d): 2f" + ff” = 0 met RVW f(0) = f'(0) = 0, f'(o0) = 1. Dit geeft:
Cyw = 0,664 Re /2.

d
De impulsstelling van Von Karman voor de grenslaag luidt: d—(ﬁ?ﬂ) po =00
x 0

dx

waarin de verplaatsingsdikte §*v en de impulsverliesdikte ©v? gegeven zijn door:

o0 oo a ;
I? = /(’U — g )Updy , 0Tv = /(v —v;)dy en 79 = —n K
Y {,—o
0 0
0 d 12
De grenslaag laat los als Uz — 0. Dit komt overeen met & = ——1/%
y dx 02

9.7.2 Temperatuur grenslagen

Indien de dikte van de temperatuurgrenslaag ér < L geldt: 1. Als Pr < 1: §/dp =~ v/Pr.
2. Als Pr > 1: §/6p ~ V/Pr.

9.8 Warmtegeleiding

Voor instationaire warmtegeleiding in 1 dimensie zonder stroming geldt:

oar  k 0*T
ot oc 0x?
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met ¢ een bronterm. Als & = 0 heeft dit als oplossing voor harmonische oscillaties bij x = 0:

T-Tw _ . (_E) cos (wt_ ﬁ)
Tome — T P\™D D

met D = /2k/woc. Bij & = 7D is de temperatuurvariatie in tegenfase met het oppervlak. De 1-dimensionale
oplossing bij ® = 0 is

1 x?
T(x,t) = T exp ~ 12l

Dit is wiskundig equivalent aan het diffusieprobleem:

on
— =DV’n+P—-A
o Vn +

waarin P de productie van en A de afvoer van deeltjes is. De stroomdichtheid J = —DVn.

9.9 Turbulentie

De tijdschaal van turbulente snelheidsvariaties 7¢ ligt in de orde van: 7, = 7v/Re/Ma? met 7 de moleculaire
tijdschaal. Voor de snelheid van de deeltjes geldt: v(t) = (v) + v'(¢) met (v/(t)) = 0. De Navier-Stokes
vergelijking gaat nu over in

o (¥ v divS
§;>+(<ﬁ>-V)<a>:—ép>+uv2<ﬁ>+WQR
hierin is Sg;; = —o (vyv;) de turbulente spanningstensor. Aanname van Boussinesq: 7;; = —0 <v;v;> Men

stelt nu, analoog aan Newtonse media: S = 20v; (D). Vlak bij een wand geldt: v, = 0, ver van de wand
geldt: v, = vRe.

9.10 Zelforganisatie

d 0
Voor een (semi) 2-dimensionale stroming geldt: d—L: = 8—? + J(w, ) = vV3w

Met J(w, ) de Jacobiaan. Als v = 0 is w dus behouden. Verder is de kinetische energie/mA en de enstrofie
V behouden: met 7 =V x (ki)

E ~ (VY)* ~ /S(k,t)dk = constant , V ~ (VZ¢)% ~ /k25(k,t)dk = constant
0 0

Hieruit volgt dat in een 2-dimensionale stroming de energieflux de neiging heeft om naar grote k£ waarden te
gaan: grotere structuren groeien aan ten koste van kleinere, i.t.t. de situatie bij 3-dimensionale stromingen.
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Quantummechanica

10.1 Inleiding tot de quantummechanica

10.1.1 Zwarte straling

De wet van Planck voor de energieverdeling van de straling van een zwart lichaam luidt:

Sthf3 1 _ 8mhe 1
s a1 0 YN = 5 g

w(f) =

Hieruit volgt voor de totale stralingsvermogensdichtheid de wet van Stefan-Boltzmann: P = AcT*. Voor het
maximum volgt hieruit de wet van Wien: T A ax = kw.

10.1.2 Comptoneffect

Wanneer men licht als bestaande uit deeltjes beschouwt volgt voor de golflengte van verstrooid licht aan
deeltjes:

N =X+ i(1—0050) = A+ Ac(1 — cos)
me

10.1.3 Elektronen diffractie

Diffractie van elektronen aan een kristal is te verklaren door aan te nemen dat deeltjes een golfkarakter hebben
met golflengte A = h/p. Deze golflengte noemt men de Broglie golflengte.

10.2 Golffuncties

Het golfkarakter van deeltjes wordt beschreven met de golffunctie ¢). Men kan deze golffuncie zowel in de
plaats- als in de impulsruimte definiéren. Deze definities zijn elkaars Fourier getransformeerde:

D(k,t) = %/\P(gy’t)e*ikmdx en U(x, t)= %/‘I’(k,t)e“"zdk

Deze golven definiéren een deeltje met groepssnelheid v, = p/m en energie E = Juw.

Men kan de golffunctie interpreteren als een maat voor de waarschijnlijkheid P om een deeltje ergens aan te
treffen (Born): dP = |1|?d?V . De verwachtingswaarde (f) van een eigenschap f van een systeem is:

0= [[[vrvev . o) = [[] e ey,

Men noteert dit ook wel als (f(t)) = (®|f|®). Hieruit volgt de normeringsconditie voor de golffuncties:
(0]0) = (V]0) = 1.
10.3 Operatoren in de quantummechanica

Klassieke grootheden worden in de quantummechanica vertaald in operatoren. Deze zijn hermitisch omdat ze
re€le eigenwaarden moeten hebben:

/ 0 APV — / (A PV
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Wanneer u,, de eigenfunctie is van de eigenwaardevergelijking AV = aWV bij eigenwaarde a,, kan men ¥

ontwikkelen naar een basis van eigenfuncties: ¥ = > ¢, u,,. Kiest men deze basis orthonormaal, dan volgt:
n
voor de coéfficiénten: ¢, = (u,|¥). Nu geldt: als het systeem zich in toestand ¥ bevindt, is de kans om

bij een meting van A de eigenwaarde a,, te vinden gelijk aan |c,,|? in het discrete deel van het spectrum en
|cn|?da in het continue deel in a,a + da. Het matrixelement A;; is gegeven door: A;; = (u;|Alu;). Omdat
(AB)ij = (uil ABluj) = (uil A |un) (un|Bluj) geldt: 3 [un) (un| = 1.

De tijdsathankelijkheid van een operator is gegeven door (Heisenberg):
dA  0A [A, H]
dt ot ih
met [A, B] = AB — BA de commutator van A en B. Voor hermitische operatoren is de commutator altijd

zuiver complex. Als [A, B] = 0 hebben de operatoren A en B een gemeenschappelijke set eigenfuncties. Door
dit toe te passen op p,, en = vindt men (Ehrenfest): md? (z), /dt* = — (dU (z)/dx).

De le orde benadering (F'(z)), =~ F((z)), met F' = —dU/dx geeft de klassieke vergelijking weer.

Bij het optellen van quantummechanische operatoren die een product van andere operatoren zijn moeten deze
eerst symmetrisch gemaakt worden: klassiek AB wordt nu 1 (AB + BA).

10.4 Het onzekerheidsprincipe

Wanneer de onzekerheid AA in A wordt gedefinieerd als: (AA)? = (¢]Aop, — (A) *¢) = (A?) — <A>2
volgt:
AA-AB > 3| (¥|[A, Bl|Y) |

Hieruit volgt: AE - At > %h, en omdat [x, p,| = ih geldt: Ap, - Az > %h, en ALy - AL, > %hLZ.

10.5 De Schrodingervergelijking

De impulsoperator is gegeven door: po, = —ihV. De plaatsoperator is: z,, = iAV,,. De energieoperator is:
E,, = ih0/0t. De Hamiltoniaan van een deeltje met massa m, potentiéle energie U en totale energie F, is
gegeven door: H = p?/2m + U. Uit Hy = E1 volgt dan de Schrodingervergelijking:

%
ot

De lineaire combinatie van de oplossingen hiervan geven de algemene oplossing. In 1 dimensie:

V(@,t) = <Z+/dE> c(E)up(x)exp (tht>

h
De stroomdichtheid J is gegeven door: J = 2,—(¢*vw —YpVy*)
im

OP(x,t)
t

2
Uy = By =ik
2m

Er geldt een behoudswet: =-VJ(z,t)

10.6 Pariteit

De pariteitsoperator is in 1 dimensie gegeven door: P (z) = ¢(—x). Wanneer de golffunctie gesplitst wordt
in een som van even en oneven functies, wordt 1) ontwikkeld naar eigenfuncties van P:

Y(2) = 3(0(@) +9(-2)) + 3 (Y(@) — P(-2))
even: ¢+ oneven: P~

[P, H] = 0. De functies ™ = 1(1+ P)¢(z,t) en v~ = (1 — P)e(x,t) voldoen elk aan de
Schrodingervergelijking. Hierdoor is de pariteit een behouden grootheid.
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10.7 Het tunneleffect

De golffunctie van een deeltje in een oo hoge potentiaalput van 0 tot a is gegeven door ¢(z) = a~/? sin(kx).
De energieniveaus volgen uit F,, = n2h?/8a’m.

Wanneer de golffunctie met energie W een potentiaalberg van Wy > W ontmoet zal deze, i.t.t. het klassieke
geval, niet O zijn binnen en na de potentiaalberg. Als 1, 2 en 3 de gebieden voor, binnen en na de potentiaalberg
zijn, geldt:

wl — Aeikw + Befikz , w2 _ Ceik/a: + Defik':r , ,1/13 _ A/eik:w
met k2 = 2m(W — Wy)/h? en k? = 2mW. Toepassen van de continuiteitsvoorwaarden: ) =continu en

OY/dx =continu bij x = 0 en & = a geeft B, C en D en A’ in A. De doorlaatbaarheid T van de berg is
gedefinieerd door T = |A’|?/|A]2. Als W > Wy én 2a = n)\ = 27an/k’ geldt: T = 1.

10.8 De harmonische oscillator

Voor de harmonische oscillator geldt: U = %baz2 en wy = b/m. De Hamiltoniaan H is dan gegeven door:

2
H= s + Ymw?2? = Lhw +wAtA

om 2 -2
met . ‘
p p
A= /imwz + en A" =/ Lmwz —
2 V2mw 2 2mw

A # AT is niet hermitisch. [A, AT] = hen [A,H] = hwA. A is een absorptie ladderoperator, AT een
creatieladderoperator. HAup = (E — hw)Aug. Er is een eigenfunctie uy waarvoor geldt: Aug = 0. De

energie in deze grondtoestand is %hw: de nulpuntsenergie. Voor de genormeerde eigenfuncties volgt:

_ L (AT L et g = o™ e (M
= m\va/) o=\ T P 2

met E, = (5 +n)hw.

10.9 Impulsmoment

Voor de impulsmomentoperatoren L geldt: [L,,L?| = [L,,H] = [L? H] = 0. Echter, er geldt cyclisch:
[Ly, Ly] = ihL,. Niet alle componenten van L kunnen dus tegelijkertijd oneindig nauwkeurig bekend zijn.

Voor L, geldt:
0 0 0
L = —th— = —1¢ _— = Y—
? Zh&p ih (m Jy y8x>

De ladderoperatoren Ly worden gegeven door: Ly = L, +iL,. Nugeldt: L? = Ly L_ + L? — hL,. Verder
is

00
Uit [Ly, L,] = —hLy volgt: L,(LyYy,) = (m+ D)A(LyYm).

Ly = het® (:ﬂ:a +icot(9)§p>

Uit [L_, L.] = KL_ volgt: L(L_Yim) = (m — 1)A(L_Yin).
Uit [L?, L+] = 0 volgt: L*(L+Y}) = I(1 + 1)h*(L+ Y.

Uit de hermiticiteit van L, en L, (impliceert L} = Lz) en |L+Yi,,|2 > 0 volgt: I(I +1) — m2 —m >
0 = —! < m < [. Verder vindt men dat [ heeltallig of halftallig moet zijn. Halftallige waarden geven geen
eenduidige oplossing v en zijn dus niet toegestaan.




48 Fysisch Formularium door ir. J.C.A. Wevers

10.10 Spin

De spinoperatoren voldoen cyclisch aan: [S,, Sy] = ihS.. Omdat de spinoperatoren niet in de fysische ruimte
(x,y,z) werken is de eenduidigheid van de golffunctie hier niet van belang: ook halftallige waarden zijn
toegelaten. [L, S] = 0: spin en impulsmoment hebben dus een gemeenschappelijke set van eigenfuncties. De
spinoperatoren worden gegeven door S = %hé met

- (01 (0 —i (1 0
@=\10) % i o) %% o -1

De eigentoestanden van S, zijn zgn. spinoren: x = a4 x+ + a_X—, waarin x4+ = (1,0) de toestand met spin
up (S, = 1h) weergeeft en x_ = (0,1) de toestand met spin down (S, = —17) weergeeft. Dan is o |* de
kans om bij een meting spin up en |« |? de kans om spin down te vinden. Uiteraard geldt |y |2 + || = 1.

Qut
Qul

Met de spin van een elektron is een intrinsiek magnetisch moment M geassocieerd volgens M = —egs§ /2m
met gs = 2(1 + «/27 + --+) de gyromagnetische ratio. In een uitwendig magneetveld hoort hierbij een
potentiéle energie U = —M - B. De Schrodingervergelijking is dan (Ox/0z; = 0):

ox(t) egsh_ =

=g = 4 7 PX)

metd = (5:1, éy, 32). Voor constante B = BEé, heeft dit probleem 2 eigenwaarden: y 1 bij E = +egshB/4m =
+hw. Dit geeft als algemene oplossing x = (ae™™*, be’"). Hieruit volgt: (S,) = Shcos(2wt) en (S,) =
%h sin(2wt). De interpretatie is dat de spin om de z-as precedeert met hoekfrequentie 2w. Bij atomen geeft dit
aanleiding tot de normale Zeemansplitsing van spectraallijnen.

ee . . . 1 .
De potentiéle energieoperator voor 2 deeltjes met spin £55 is:

V(r) = Vilr) + 25 (51 SVa(r) = Vilr) + 3Va(IS(S +1) — 3]

Er zijn nu 2 toestanden mogelijk: S = 1 (triplet) of S = 0 (Singlet).

10.11 Het Dirac formalisme

Wanneer de p en F operatoren toegepast worden op het relativistische £E? = m2c* + p?c? volgt de Klein-

Gordon vergelijking:
1 92 2.2
(v~ 25 - ") w@n =0

De operator [J — m3c?/h? kan men nu in 2 delen splitsen:
102 mic? 0 moc 0 moc
2_ - Y % _ A g _Z 4 e
v c? ot? h? {%‘ O0x h } {,Y” Oz, * h }

waarin voor de Dirac matrices y geldt: {vx,v,} = Vv + 772 = 205, (In de ART wordt dit 2g,,). Hieruit
is af te leiden dat de « hermitische 4 x 4 matrices zijn die gegeven worden door:

(0 —ioy (T 0
=\ ioy 0 A N .

0 moc oo
(’YAax/\ + h) Y(@,t) =0

waarin ¢ (x) = (¢¥1(z),v¥2(x), ¥s(x), 4(x)) een spinor is.

De Dirac vergelijking is nu:
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10.12 Atoomfysica

10.12.1 Oplossingen

Als de potenti€éle energie alleen van 7 afhangt kunnen de oplossingen van de Schrédingervergelijking in
bolcodrdinaten geschreven worden als: (7, 0, ¢) = Ry (1)Y),m, (8, ) Xm, , met

Olm
Vo

Voor een atoom of ion met één elektron geldt: Ry, (p) = Chpe /2 plLilflll (p)

Yim = P/™(cos 0)e"™¢

met p = 2rZ/nag met ag = eoh?/mmee®. Hierin zijn Lg de geassocieerde Laguere functies en zijn P;™ de
geassocieerde Legendre polynomen:

m| B B (_1)mn! . qn—m ( . n)

(n —m)! dxn—m v

R = (2

n—1
De pariteit van deze oplossingen is (—1)!. De ontaardingsgraad is gegeven door 2 5~ (21 + 1) = 2n2.
1=0

10.12.2 Eigenwaardevergelijkingen

De verschillende eigenwaardevergelijkingen voor een atoom of ion met één elektron zijn:

| Vergelijking | Eigenwaarde | Range |
H,,3) = Ev E, = pet*Zz?/8¢¢h’n? | n > 1
Lzopyim =L.Yim | L. =mih 1 <m <1
L2 Vi = L?Yi, | L2 = 1(1+ 1)R2 0<l<n
SzopX = 52X S, =msh ms = i%
1
Seox = S%x S? = s(s+ 1)h? s=35

10.12.3 Spin-baan wisselwerking

Het totale impulsmoment is gegeven door J :_»Ij + M. Het totale magnetische dipoolmoment van een elektron
isdan M = My + Mg = —(e/2m.)(L+ gsS ) waarin gs = 2,0023 de gyromagnetische verhouding van het
elektron is. Verder geldt: J2 = L24+52+42L-S = L24+52+42L.S.+L,S_+L_S,. J heeft quantumgetallen
j met als mogelijke waarden j = [ & 1, met 2j + 1 mogelijke z componenten (m; € {7, ..,0,..,7}). Als de
wisselwerkingsenergie tussen S en L klein is, kan men stellen: £ = E,, + Eg;, = E,, + aS - L. Er volgt:

" |En|Z2a?
R2nl(l+ 1)1+ 3)

Wanneer tevens rekening gehouden wordt met de relativistische correctie wordt dit:

E,|Z%a? 1
E:En+|n|04(3_' 1)
n 4n j+s

Dit geeft aanleiding tot de fijnstructuur in atomaire spectra. Voor het gemiddelde magnetisch moment geldt,
met gs = 2: Mger, = —(e/2me)ghJ, waarin g de Landé-factor is:

S.J JG+1) +s(s+1)—1(1+1)
9=1%"7 * 2j(j +1)

Voor atomen met meer dan 1 elektron zijn er twee limietgevallen:
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1. L — S koppeling: bij kleine atomen is de elektrostatische wisselwerking dominant en kan de toestand
gekarakteriseerd worden door L, S, J,my. J € {|L—S|,...,L+S—1,L+ S}tenmy € {-J,...,J —
1,J}. De spectroscopische notatie bij deze interactie is: 25T1L;. 25 + 1 is de multipliciteit van een
multiplet.

2. j — j koppeling: bij grotere atomen is de elektrostatische wiselwerking zwakker dan de L; - s; wissel-
werking van een elektron. De toestand wordt gekarakteriseerd door j;...j,, J, m s waarbij alleen de j;
van de niet gevulde subschillen meedoen.

Voor grotere atomen geldt voor het energieverschil in een magneetveld: AE = gugm B met g de Landé
factor. Voor een overgang tussen 2 singlet toestanden splitst de spectraallijn in 3 delen, voor Am; = —1,0+1.
Dit geeft aanleiding tot het normale Zeemaneffect. Voor hogere S splitst de lijn in meer delen: het anomale
Zeeman effect.

Wisselwerking met de kernspin geeft aanleiding tot de hyperfijnstructuur.

10.12.4 Selectieregels

Voor de dipoolovergangsmatrixelementen geldt: po ~ |(lams|E - 7|lym4)|. Uit behoud van impulsmoment
volgt dat voor een dipoolovergang geldt dat voor het elektron dat springt Al = +1.

Voor een atoom waar L — S koppeling dominant is geldt verder: AS = 0 (niet strikt), AL = 0,+1, AJ =
0, +1 maar geen J = 0 — J = 0 overgangen, Am; = 0, +1, maar Am = 0 is verboden als AJ = 0.

Voor een atoom waar j — j koppeling dominant is geldt verder: voor het elektron dat springt geldt, behalve
Al = £1 ook: Aj = 0, £1, en voor alle andere elektronen: Aj = 0. Voor het atoom als geheel geldt verder:
AJ = 0,+1 maar geen J = 0 — J = 0 overgang en Am; = 0, +1, maar Am ; = 0is verboden als AJ = 0.

10.13 Wisselwerking met het elektromagnetische veld

De Hamiltoniaan van een elektron in het elektromagnetisch veld is:

Lgredy—eve gy SRS a ey

= —_— e — e = —— —_— . — — e

20 b 2u 21 2u

met n de gereduceerde massa van het systeem. De term ~ A? is meestal te verwaarlozen, behalve bij zeer
sterke velden of macroscopische bewegingen, ze is bij B = Bé, gegeven door €2 B2 (x? + y?) /8.

Wanneer een ijktransformatie op de elektromagnetische potentialen wordt uitgevoerd: A =A-vV LV =
V + 0f/0t, zal de golffunctie meetransformeren volgens 1)/ = we’def /" met ge de lading van het deeltje.
Omdat f = f(x,t) is dit een lokale ijktransformatie i.t.t. een globale ijktransformatie ¢’ = 1e'¥, die men
altijd mag toepassen.

10.14 Storingsrekening

10.14.1 Tijdonafhankelijke storingsrekening

Om de vergelijking (Hy + AH1 )1, = Ent), op te lossen moet men de eigenfuncties van H = Hy + AH;
te vinden. Stel dat ¢,, een complete set eigenfuncties is van ongestoorde Hamiltoniaan Hy: Hod,, = EO¢,,.
Omdat ¢,, een volledig stelsel is geldt dan:

k#n

Wanneer ¢, en E,, worden ontwikkeld naar \: ¢, = )\cgk) + A2 cgk) + .-
E,=EY + \E) + XEY + -
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en dit invullen in de Schrodingervergelijking, is het resultaat: £, W = = (¢n|H1|drn) en

(1) <¢m|H1|¢n>

Coimn, = W als m # n. De 2e orde correctie op de energie is dan gegeven door:
Hil¢n) |2 (Or[AH1|¢n)
ED =3 “‘5’“'1" . In le orde geldt dus: ¥, = ¢, + LI,
2 n le orde geldt dus: ¢, = ¢ +k¢ E0 — Ok

Als er ontaarding is geldt bovenstaande niet. Er wordt dan bij elk niveau n een orthonormale set eigenfuncties
¢ni gekozen, zo dat (Gpmi|dnj) = Omndij. Nu wordt ¢ ontwikkeld als

Z a2¢nz + A Z Cgllk) Z 61(725161 +

k#n 7

E.=E% + /\Eflli) wordt benaderd door EO, := E?. Substitutie in de Schrodingervergelijking en inproduct
nemen met ¢n,; geeft: > o (¢n;|Hi|pni) = ET(Ll)ozj. Normering vereist dat Y |a; |2 = 1.

3

10.14.2 Tijdafhankelijke storingsrekening
(1)
ot

Uitgaande van de Schrédingervergelijking i/ = (Ho + AV (¢))9(t)

ot
en de ontwikkeling ) (¢) ch ) exp ( hn ) b met cn(t) = Gy + )\c(l)( t)+---
A f EO EON¢
' - t
volge () = 2 [ (6ulV ()6 exp (LRI
~ ik h
0

10.15 Meer deeltjes systemen
10.15.1 Algemeen

Identieke deeltjes zijn ononderscheidbaar. Voor de totale golffunctie van een systeem van identieke ononder-
scheidbare deeltjes geldt:

1. Deeltjes met een halftallige spin (Fermionen): ;01,1 moet antisymmetrisch zijn t.o.v. verwisseling van
de coordinaten (ruimtelijk en spin) van elk paar deeltjes. Dit geeft aanleiding tot het Pauliprincipe: 2
fermionen kunnen niet in een identieke toestand verkeren omdat dan 1yotaa1 = O.

2. Deeltjes met een heeltallige spin (Bosonen): t;otaa1 moet symmetrisch zijn t.0.v. verwisseling van de
coordinaten (ruimtelijk en spin) van elk paar deeltjes.

Voor een systeem van 2 elektronen zijn er 2 mogelijkheden voor de ruimtelijke golffunctie. Wanneer a en b de
quantumgetallen van de elektronen 1 en 2 voorstellen, geldt:

¥s(1,2) = Ya(1)n(2) + 1a(2)ths(1) , Pa(1,2) = Ya(1)¥s(2) — 1a(2)1hs(1)

Omdat de deeltjes bij 15 elkaar nooit dicht naderen is de afstotingsenergie hiervan kleiner. Voor de spingolf-
functies zijn er de volgende mogelijkheden:

xa = 3vV20 (D)x-(2) = x+(2)x-(1)] ms =0

X+(1)x+(2) ms = +1
Xs =14 V20 (1)x=(2) + x+(2)x-(1)] ms=0
x-(1)x-(2) ms = —1

Omdat de totale golffunctie antisymmetrisch moet zijn, geldt dus: Yiotaal = WsXA Of Yiotaal = YAXS-
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Voor N deeltjes is de symmetrische baangolffunctie gegeven door:

Ys(l,...,N) = Zq/}(alle permutaties van 1..N)

@l

De antisymmetrische golffunctie is gegeven door de determinant i (1, ..., N)

1
= W |UE7:
10.15.2 Moleculen

De golffuncties van de atomen a en b zijn ¢, en ¢,. Wanneer de 2 atomen elkaar naderen zijn er twee
mogelijkheden: de totale golffunctie neigt naar de bonding functie met lagere totale energie g = %\/ﬁ (dq +
¢p) of naar de anti-bonding functie met hogere energie ¥ap = %ﬁ (¢q — ¢ ). Wanneer een moleculair-orbital
symmetrisch is om de verbindingsas, zoals een combinatie van 2 s-orbitals heet het een o-orbital, anders een
m-orbital, zoals de combinatie van 2 p-niveaus langs 2 assen.

(V[ H[p)

De energie van een systeem is gegeven door £ = ————

(W)

Als v slechts een benadering is van de oplossing van Hy = FE1), zal de zo berekende energie steeds hoger
zijn dan de werkelijke energie. Bovendien is, in het geval er meerdere functies zijn, de functie met de laagste
E de beste benadering. Dit toepassende op de functie ¢ = Y ¢;¢; vindt men: (Hij — ESij)e; = 0. Deze
vergelijking heeft slechts oplossingen als de seculiere determinant |H;; — ES;;| = 0. Hierin is H;; =
(¢:|H|p;) en Si; = (¢ilp;). o; := Hy; is de Coulomb integraal en 5;; := H,; de exchange integraal. S;; =1
en S;; is de overlap integraal.

In de moleculair-orbitaal theorie plaatst men in le benadering beide elektronen van een binding in de bonding

orbitaal: ¢(1,2) = ¢¥p(1)Yp(2). Dit geeft een grote elektronendichtheid tussen de kernen en daardoor een
afstoting. Een betere benadering is: ¢(1,2) = C1¢p(1)9p(2) +Cothap(1)an(2), met C; = 1en Co =~ 0, 6.

In sommige atomen, zoals C, is het energetisch gunstiger om orbitalen te vormen die een combinatie zijn van
de s, p en d niveaus. In C zijn er drie vormen van hybridisatie:

1. SP-hybridisatie: ¢, = %\/ﬁ(zpzs + top,_). Er zijn nu 2 hybride orbitalen, die op 1 lijn onder 180° van
elkaar liggen. Verder zijn er nog de 2p,, en 2p,, orbitalen.

2. SP? hybridisatie: ¢sp> = thas/V/3 + c1tap_ + Cathap, , waarin (c1, c2) € {(1/2/3,0), (=1/v6,1/v2),
(—1/4/6,—1/+/2)}. De 3 SP? orbitalen liggen in één vlak, hun symmetrie assen maken een hoek van
120°.

3. Sp3 hybridisatie: sps = %(wgs t 1o, + wgpy + wgpm). De 4 SP? orbitalen vormen een tetraecder met
hun symmetrieassen onder een hoek van 109°28'.

10.16 Quantumstatistiek

Als een systeem in een toestand verkeert waarin men geen maximale informatie over dat systeem heeft is het
te beschrijven met de dichtheidsmatrix p. Als het systeem met kans r; in een toestand met golffunctie 1);
verkeert, is de verwachtingswaarde a van A: (a) = > 7; (| Al);).

i

Als men ¢ ontwikkelt naar de orthonormale basis {¢y,} volgens: () =3 Cg)d)k, dan geldt
i

(4) = 5" (Ap) = Tr(Ap)

k

met pjr = cjc;. p is hermitisch, met Tr(p) = 1. Verderis p = ) r;|¢;)(¢;]. De kans om bij een meting van
A eigenwaarde a,, te vinden is p,, als voor {¢;} een basis van eigenvectoren van A gebruikt wordt. Voor de
tijdsafhankelijkheid geldt (in het Schrodingerbeeld zijn de operatoren niet expliciet tijdsathankelijk):

dp

ZFLE = [H, p]
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Voor een macroscopisch systeem in evenwicht geldt [H, p] = 0. Als alle quantumtoestanden bij dezelfde
energie even waarschijnlijk zijn: P; = P(F;), leidt dit tot de verdeling:

o~ En/kT

Po(E) = ppn = — met de toestandssom Z = Ze*E"/kT

n

De thermodynamische grootheden hangen als volgt samen met deze definities: F' = —kT'In(Z), U = (H) =
Z onEn = =~ 5T In(Z), S = —kZP In(P,). Voor een gemengde toestand van M orthonormale quan-
tumtoestanden met kans 1/M volgt dan S = kln(M).

In thermisch evenwicht zijn de verdelingsfuncties voor de interne toestanden van een systeem gegeven door de
meest waarschijnlijke verdeling. Deze is te vinden door de functie die het totaal aantal mogelijke verdelingen

geeft te maximaliseren m.b.v. de formule van Stirling: In(n!) &~ nln(n) — n, en de voorwaarden > nj = N
k
en Y niWy = W. Voor identicke, ononderscheidbare deeltjes die voldoen aan het uitsluitingsprincipe is het

k
totaal aantal mogelijke verdelingen gegeven door:

P= an

Dit geeft de Fermi-Dirac statistiek. Voor ononderscheidbare deeltjes die niet voldoen aan het uitsluitingsprin-
cipe is het aantal mogelijke verdelingen gegeven door

9"
Pp=nNIT[Z
H n!

k

Dit geeft de Bose-Einstein statistiek. De verdelingsfuncties die aangeven hoe de deeltjes verdeeld zijn over de
diverse 1-deeltjestoestanden k die elk gi-voudig ontaard zijn, hangen dus af van de spin van de deeltjes. Ze
zijn gegeven door:

k—nk)

N
1. Fermi-Dirac statistiek: heeltallige spin. ny, € {0,1}, nj, = — Ik

Zy exp((Ey, — p)/KT) +1
met In(Zy) = > g In[1 + exp((E; — p)/kT)].

N 9k
Z

2. Bose-Einstein statistiek: halftallige spin. ny € IN, ny =
BE°P exp((Ey, — u)/kT) — 1

metIn(Z,) = — Y gi In[l — exp((E; — p)/kT)].

Hierin is Z; de groot-canonieke toestandssom en p de chemische potentiaal. Deze wordt bepaald uit de eis
> ny = N. Hiervoor geldt: %im0 1 = Ep, de Fermi-energie. N is het totaal aantal deeltjes. De verdelingswet
—

van Maxwell-Boltzmann volgt hieruit in de limiet dat By — p > kT

N Ep Ey
ng = iexp (_kT) met Z = ng eXp( kT)

Met de Fermi-energie zijn de Fermi-Dirac en Bose-Einstein statistieken te schrijven als:

Ik
exp((Ex — Ew)/kT) + 1

9k
exp((Ex — Ep)/kT) — 1

1. Fermi-Dirac statistiek: nj =

2. Bose-Einstein statistiek: ny =
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Plasmafysica

11.1 Basisbegrippen

Te
Te + Mo
met n, de elektronendichtheid en ny de neutralendichtheid. Voor een plasma dat ook negatieve ionen en
moleculen bevat is « niet goed gedefinieerd.

De ionisatiegraad o van een plasma is gedefinieerd door: o =

De kans dat een testdeeltje botst met een ander is dP = nodx waarin ¢ de werkzame doorsnede is. De
botsingsfrequentie v. = 1/7. = nov. De gemiddelde vrije weglengte is gegeven door A\, = 1/no. Men
definieert de ratecoéfficiént K als K = (ov). Het aantal botsingen per volume en tijdseenheid tussen deeltjes
van soort 1 en 2 is gegeven door ning (ov) = Knina.

Omdat er in een plasma afscherming van lading plaatsvindt wordt de potentiaal van een elektron gegeven door

V(r)= € o ~ ") met Ap = eokT.T; ~ g/EOkTe
T dweor *P AD b= e2(neT; + niTy) TV nee?

Hierin is Ap de Debye lengte. Voor afstanden < Ap mag men het plasma niet meer als quasi-neutraal beschou-
wen. De afwijkingen van ladingsneutraliteit door thermische beweging wordt teniet gedaan door oscillaties
met frequentie

Nee?

Wpe —
P Me€o

De afstand van dichtste nadering bij een botsing voor 2 gelijksoortige ladingsdragers bij 7/2 afbuiging is
20y = €2/ (47750%771112). Een “net” plasma wordt gedefinieerd als een plasma waarvoor geldt: by < ne 13 «

Ap < L. Hierin is Ly, := |n./Vn.| de gradiéntlengte van het plasma.

11.2 Transport
Relaxatietijden worden gedefinieerd als 7 = 1/v.. Uitgaande van o,, = 47b3 In(A¢) vindt men met 2muv? =

KT
dmedm?v®  8v2med/m(kT)3/?
Tm = =

net In(Ac) net In(Ac)
Voor impulsoverdracht tussen elektronen en ionen geldt bij een Maxwellse snelheidsverdeling:

B 677\/353,/me(kTe)3/2 B 67r\/§€(2),/mi(kﬂ)3/2

neet In(Ag) niet In(Ac)

~ . ..
Tee ~ Tei » Tii

De energierelaxatietijden voor gelijke deeltjes zijn gelijk aan de impulsrelaxatietijden. Omdat voor e-i bot-
singen de energieoverdracht slechts ~ 2m,/m; gaat dit echter langzaam. Globaal geldt de verhouding

Tee : Tei : Tie : T2 = 1111 y/mi/me : mi/me.

De relaxatie voor e-o interactie is veel gecompliceerder. Voor T > 10 eV geldt globaal: oo, = 10~
voor lage energieén kan dit tot een factor 10 lager zijn.

17 —2/5
7Ue /7

De soortelijke weerstand 7 = E/J van een plasma is gegeven door:

Nee? B e?/meIn(Ac)
Melei N 67T\/§€%(k’Te)3/2

’)7:
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De diffusiecoéfficiént D is gedefinieerd via de flux I' volgens I = ntgig = —DVn. De continuiteitsver-
gelijking luidt 9;n + V(nvgig) = 0 = dyn = DV?n. Men vindt D = %)\vv. Een ruwe afschatting geeft
™= L,/D = le)TC /A2. Voor gemagnetiseerde plasma’s dient men )\, te vervangen door de cyclotronstraal.
In elektrische velden vindt men ook J = neuE = e(Nefte + niui)E met p = e/muv, de beweeglijkheid van
de deeltjes. De Einstein relatie is:

D kT

" e
Omdat elektronen en ionen door de ladingsneutraliteit sterk gekoppeld zijn diffunderen ze niet onafhankelijk.
De ambipolaire diffusiecoéfficiént D}, is gedefinieerd volgens I' = I'y = I'c = — D, Vne ;. Hieruit volgt
dat

D _ kTe/e—kTi/e kT
T e — U e

In aanwezigheid van een uitwendig magneetveld By zullen deeltjes gaan bewegen in een spiraalbaan met
cyclotronstraal p = muv/eBy en met de cyclotronfrequentie 2 = Bye/m. De gespiraliseerde baan wordt
onderbroken door botsingen. Men noemt het plasma gemagnetiseerd als A, > pe ;. De elektronen zijn dus
gemagnetiseerd als

pe VMee3ne In(Ag)
Aee  6mV3e3(kT,)3/2 By

Vanwege de vereiste ladingsneutraliteit zorgt magnetisatie van alleen de elektronen al voor een redelijke op-
sluiting van het plasma. Bij magnetische opsluiting geldt: Vp = J x B. Samen met de 2 stationaire Maxwell-
vergelijkingen voor het B-veld zijn dit de ideale magneto-hydrodynamische vergelijkingen. Voor een uniform
B-veld geldt: p = nkT = B?/2uo.

Als er zowel een elektrisch als een magnetlsch veld aanwezig is, zullen elektronen en ionen beide dezelfde
kant op bewegen. Als men stelt dat E = E,& + E.é¢.en B = B.é. geeft de E x B drift een snelheid
it = (E x B)/B? en de snelheid in het , ¢ vlak 7(r, ¢, t) = @ + p(t).

11.3 Elastische botsingen

11.3.1 Algemeen

De strooihoek van een deeltje in wisselwerking met een an-
der deeltje, zoals gegeven in het figuur hiernaast, is:

o

X=m— Zb/ dr
b2 W(r)

Deeltjes met een botsingsparameter tussen b en b + db, die
door een ring gaan met do = 2wbdb verlaten het strooigebied
onder een ruimtehoek df) = 27 sin(x)dy. De differentiéle
werkzame doorsnede is dan gedefinieerd als:

do

b 0b

sin(x) 9x

Voor een potentiéle energie W (r) = kr—" volgt: 1(Q,v) ~ v=4/",

Voor lage energieén, O(1 eV) bevat o een Ramsauer minimum. Dit komt vanwege interferentie van de mate-
riegolven achter het object. I(£2) voor hoeken 0 < x < A/4 is groter dan de klassieke waarde.
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11.3.2 De Coulomb interactie
Voor de Coulomb interactie geldt: 2by = q1q2/2megmud, dus W (r) = 2by /1. Dit geeft b = by cot(5x) en

b b b2

Q= _ 0
( sin(x) Ox 4Sin2(%X)

Omdat de maximale invloedssfeer van een deeltje gaat tot 1 = Ap geldt: 0 = (A — b3). Omdat geldt
dp = d(mwv) = muvp(1 — cos x) vindt men voor de werkzame doorsnede gerelateerd aan impulsuitwisseling
Om:

1 In(v*
Om = /(1 —cos x)1(Q)dQ = 47bZ In (1> = 473 In (/\D) = 47b3 In(Ag) ~ n(z )
Sin(5 Xmin) bo v

met In(A¢) de Coulomb-logaritme. Hiervoor geldt: Ac = Ap /by = In(Ap).

11.3.3 De geinduceerde dipool interactie

De geinduceerde dipool wisselwerking, met p' = oF, geeft voor de potentiaal V' en de energie W in een

dipoolveld:
2

7 e (r) = lelp ae
8meor? 2(4meg)?rt

Vir) = dmegr?

22 r
met b, = { ca 2g.geldt:)(:7r—2b/
Yo

dmeg)2im
(4me0)?5 Do i b
2

Als b > b, zou de lading op het atoom vallen. Dit gebeurt niet door de afstotende kernkrachten. Als de
strooihoek enkele malen 27 is spreekt men van invangst. De werkzame doorsnede voor invangst oo, = 7b2
noemt men de Langevin limiet, en is een ondergrens voor de totale o.

11.3.4 Het massamiddelpuntssysteem

Wanneer een verstrooiing in het massamiddelpuntssysteem onder een hoek y van twee deeltjes met massa’s
my en mo vergeleken wordt met de verstrooiing onder hoek 6 in het laboratoriumsysteem is het verband:

mao sin(x)

tan(f) = ————=——
an(9) my + ma cos(x)

Het energieverlies A F van het inkomende deeltje is gegeven door:

AE %mﬂ)g 2mime
— = = 1 —cos
E %mlv% (m1 + m2)2 ( <X))

11.3.5 Verstrooiing van licht

Verstrooiing van licht aan vrije elektronen noemt men Thomson verstrooiing. De verstrooiing is vrij van
collectieve effecten als kAp < 1. De werkzame doorsnede o = 6,65 - 1072°m? en

A 2
L

Dit geeft een verstrooide energie Eyer ~ nA3/(A2 — A2)? met n de dichtheid. Als A > ), spreekt men van
Rayleigh verstrooiing. Thomson verstrooiing is een limietgeval van de Compton verstrooiing, die gegeven is
door N — A = A¢(1 — cos x) met A\¢ = h/me, en is niet meer bruikbaar wanneer relativistische effecten
belangrijk worden.
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11.4 Thermodynamisch evenwicht en reversibiliteit

Voor een plasma in evenwicht gelden de stralingswet van Planck en de Maxwellse snelheidsverdeling

8mhv? 1 2mn E
T = N(E,T)dE = ——=5VE —— | dE
plv, T)dv 3 exp(hv/kT) — ldy , N(B,T)d (mkT)3/2 P ( kT> d

“Detailed balancing” houdt in dat in evenwicht het aantal heengaande reacties gelijk is aan het aantal terug-
gaande reacties omdat beide processen dezelfde waarschijnlijkheid hebben als er gecorrigeerd wordt voor de
gebruikte faseruimte. Voor de reactie

§ Xheen ﬁ E Xterug
heen terug
geldt in een plasma in evenwicht microscopische reversibiliteit:
H ﬁheen = H ﬁterug
heen terug

Als de snelheidsverdeling Maxwells is, geldt voor de elementaire bezetting:

My = ne R e~ Pran/kT
9 (2mm kT)3/2

met g het statistisch gewicht van de toestand en n/g := 7. Voor elektronen geldt g = 2, voor aangeslagen
toestanden kan men meestal stellen g = 25 + 1 = 2n2.

Hiermee vindt men voor de Boltzmann balans, X, + e~ 72 X; + e~ + (E1p):

En voor de Saha balans, X, + e~ + (E,;) 2 X{ + 2e~:

S + 3
Ty _Mne N (Ew‘>
e

9 g7 g QrmkTo)32 P T,

Omdat links en rechts niet evenveel deeltjes staan blijft er een factor g/V, staan die de Saha-sprong veroor-
zaakt.

Uit microscopische reversibiliteit kan men afleiden dat voor de ratecoéfficiénten K (p, ¢, T') := (ov),,, geldt:

dp Aqu
K T) = 22K(p,q, T '
(¢,p,T) e (p.q, )eXp( kT)

11.5 Inelastische botsingen

11.5.1 Typen botsingen

De kinetische energie kan gesplitst worden in een deel van en in het massamidelpunt. De energie in het
massamiddelpunt is beschikbaar voor reacties. Deze energie is

F= myma(vy — U2)2
2(m1 + mz)

Er zijn verschillende typen inelastische botsingen van belang in de plasmafysica:
1. Aanslag: A, +e~ Z A, +e”

2. Verval: A, 2 A, + hf
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3. Ionisatie en 3-deeltjes recombinatie: A, + e~ 2 A1 + 2e
4. Stralingsrecombinatie: AT +e~ 2 A, + hf
5. Gestimuleerde emissie: A, + hf — A, 4 2hf

Associatieve ionisatie: A** + B & ABtT + e~

S

Penning ionisatie: b.v. Ne* + Ar &2 Ar"™ + Ne + e~

*®

Ladingsoverdracht: A* + B A + BT

9. Resonante ladingsoverdracht: AT + A Z2 A + A+

11.5.2 Werkzame doorsneden

Botsingen tussen een elektron en een atoom kan men benaderen door een botsing tussen een elektron en één
van de elektronen van dat atoom. Dit geeft

do wZ2et

d(AE) ~ (4mz0)2E(AE)?

7TZ2 64AE +1
Voor de overgang p — ¢ volgt dan: 0,,,(E) = (47r50)2E(Aq£q?)gq
1 1 1,256FE
Voor ionisatie vanuit toestand p geldt in goede benadering: o, = 4raiRy | — — = | In i
E, FE E,
A[l — BIn(E))?
Voor resonante ladingsoverdracht geldt: oo = ﬁ

11.6 Straling

In evenwicht geldt voor stralingspocessen:

NpApq+ NpBpep(v,T) = ngBgpp(v,T)
——
emissie gestimuleerde emissie absorptie

Hierin is Ay, het matrixelement van de overgang p — ¢, en is gegeven door:

B 8772621/3|qu|2

Apg = 3o’ met 7, = (Yp |7 |1g)

Voor waterstofachtige atomen geldt: A, = 1,58-108Z%p=%5 met A, = 1/7, = > Ap,. De intensiteit I van
q
een lijn is gegeven door I, = hv Ay, /47. De Einsteincoéfficiénten B zijn gegeven door:

_ CBqu Bpg 94
pq = g en —— = —
8mhy By 9

Een spectraallijn wordt door verschillende oorzaken verbreed:

1. Vanwege de eindige levensduur van een niveau. De natuurlijke levensduur van een niveau p is gegeven
door 7, = 1/ 3" Ap,. Uit de onzekerheidsrelatie volgt dan: A(hv) - 7, = 1A, dit geeft
q

ZAPQ
_ 4

Ay —
v 4mTy, 47

De natuurlijke lijnbreedte is meestal < dan de volgende twee verbredingen:
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2. De Doppler verbreding wordt veroorzaakt door de warmtebeweging van de deeltjes:
AN 2 [2In(2)KT
A c mi

Deze verbreding geeft aanleiding tot een Gaussisch lijnprofiel:
k, = koexp(—[2VIn2(v — vg)/Avp]?), met k de absorptie- of emissiecoéfficient.

3. De Stark verbreding wordt veroorzaakt door de elektrische velden van de elektronen:

" 2/3
Bz = {Cme,n)]

met voor de H-4 lijn: C(ne, T,) ~ 3 - 10'*A=3/2cm =3

De natuurlijke verbreding en de Starkverbreding geven aanleiding tot een Lorentz profiel van een spectraallijn:
ky, = SkoAvy/[(3AvL)? + (v — 19)?]. De totale lijnvorm is een convolutie van het Gauss- en Lorentz profiel
en heet een Voigtprofiel.

Het aantal overgangen p — ¢ wordt gegeven door n,Bpqp én door npnp, (ac) = ny,(pdv/hv)o,c met dv de
bandbreedte van de lijn. Dan volgt voor de werkzame doorsnede van absorptieprocessen: ¢, = Bpghv/cdv.

De in het plasma optredende achtergrondstraling is afkomstig van twee processen:

1. Free-Bound straling, afkomstig van stralingsrecombinatie. De emissie is gegeven door:

01 ZiNiNe he
o= St |1 o (i) en

met C; = 1,63 -10~* Wm*K'/2sr—! en & de Biberman factor.

2. Free-free straling, afkomstig van de versnelling van deeltjes in het EM-veld van andere deeltjes:

Cy zinine

Eff:/\z\/mexp< AkT)gff()\T)

11.7 De Boltzmann transport vergelijking

Aangenomen wordt dat er voor een plasma een verdelingsfunctie F' bestaat zodat
F(7,0,t) = Fp.(7,t) - F,(U,t) = Fi(x,t)Fa(y, t)F3(2,t) Fs(vg, t) F5(vy, t) F(vs, )

dF  OF oF
D ldtde BTV: — = — + V.- (FU)+ V, - (Fa) = | —
an e ¢ dt ot - ( v) - ( a) ( ot )bots stral
Er van uit gaande dat v niet van r afhangt en a; niet van v;, geldt V,.- (F0) = 9-VFenV, - (Fd) =ad-V,F.
Dit geldt ook voor magneetvelden omdat Ja;/0x; = 0. De snelheid is gesplitst in een thermische snelheid
en een driftsnelheid «. De totale dichtheid is gegeven door n = [ Fdv'en [ 0Fdv = ni.

De balansvergelijkingen kunnen nu worden afgeleid met de momentenmethode:

L On L [On
1. Massabalans: /(BTV)dv = o +V.(nd) = <8t>

dw -
2. Impulsbalans: /(BTV)mTJ’dU = mnd—if +VT +Vp=mn{@)+R

3dp
3. Energiebalans: /(BTV)vadv = >a + pV - 0w +V-7=Q
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Hierin is (@) = e/m(E + @ x B) de gemiddelde versnelling, ¢ = 1nm (727,) de warmtestroom, Q =

Z2 (OF 5
/ o <5’t> dv de bronterm voor energieproductie, R een wrijvingsterm en p = nk7" de druk.
r bs

e?(ne + zn;)

Een thermodynamische afleiding geeft voor de totale druk: p = nkT = Z Pi— o, 3
TEQAD

i

Voor de stroomgeleiding in een plasma volgt uit de impulsbalans, als we > w;:

. IxB+vn
7]J:E_u

ene

Als in een plasma alleen elastische e-a botsingen van belang zijn is de evenwichtsenergieverdeling de Druy-

vesteyn verdeling:
EN*? 3me (B’
N(E)dE = Cne | — — —
(E) Cn (E()) exp o (Eo)

met By = eE\, = eFE/no.

dE

11.8 Botsings-stralings modellen

Deze modellen zijn 1e-moment vergelijkingen voor aangeslagen toestanden. Men gaat uit van de Quasi-steady-
state solution waarbij Vp~1[(0n,/0t = 0) A (V - (np,) = 0)]. Dit geeft de vergelijkingen

Onp1)  _o  9m )= (9 on; )= (2
( o )bs‘o’ o TV (”1w1)‘<at>bs Ca TV (”‘“")‘<at>bs

met als oplossingen n, = rgng + rzl,nzl? = bpnﬁ. Verder geldt voor niveaus die botsingsgedomineerd zijn
dat 6b, := b, — 1 = bopf met peg = \/Ry/Ep en 5 < 2 < 6. Voor systemen in ESP, waar alleen
botsings(de)excitatie tussen niveaus p en p = 1 meegenomen wordt, geldt x = 6. Ook in plasma’s ver van
evenwicht zullen de aangeslagen toestanden uiteindelijk in de ESP toestand komen, zodat men vanaf een zeker
niveau de toestandsdichtheden kan uitrekenen.

Om de toestandsdichtheden van de lagere niveaus in de stationaire toestand te berekenen dient men uit te gaan
van een macroscopisch evenwicht:

Aantal bevolkende processen van niveau p = Aantal ontvolkende processen van niveau p ,

Uitgeschreven geeft dit:

2
neanqu—Fneanqu—F anqu + neniKyp + NeniQrag =

a<p a>p a>p bots. recomb.  stral. recomb
bots. excit. bots. deexcit. stral. deex. naar
NeTlp E Kpg +neny E Kpg + 1y E Apg +nenpKpy
——
< > <
a=p a-p a=p bots. ion.
bots. deexcit. bots. excit. stral. deex. van

11.9 Golven in plasma’s

Interactie van EM-golven met een plasma resulteert in verstrooiing en absorptie van energie. Voor elektromag-
netische golven met complex golfgetal k = w(n+ik)/c vindt men in één dimensie: E, = Ege™ "/ cos|w(t—
nx/c)]. De brekingsindex n is gegeven door:

E ¢ w2
n=«¢— =— = — 72
w U w
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Voor verstoringen in de z-richting in een koud, homogeen, gemagnetiseerd plasma: B = Byé, + Beilkz—wt)
enn = ng + ne’F2=<! (externe F velden zijn afgeschermd) volgt, met de definities o = wp/wen f=N/w
enwy = wl + wl.:

1 7iﬂs 0
L. . 1-p; 1-82
J =GE ,met E:isngai i85 1 0
s 1-p7 1-p2
0 0 1

waarin gesommeerd wordt over deeltjessoort s. De di€lektrische tensor £, waarvoor geldt:
k-(E-E)=0

wordt gegeven door & = [ — g /iggw.
2

Met de definities S = 1 — Z % D= Z QEBS P=1- Zai

T 1B g
volgt:
- S —iD 0
E=| D S 0
0 0 P

De eigenwaarden van deze hermitische matrix zijn R = S+ D, L = S — D, A3 = P, bij eigenvectoren
€ = %\/i(l,i,O), € = %ﬂ(l,—i,O) en ¢ = (0,0,1). €& heeft te maken met een rechtsdraaiend veld
waarvoor i £, /E, = 1 en € met een linksdraaiend veld waarvoor (E, /E,, = —1. Wanneer 6 de hoek is die k
maakt met B vindt men:

P(n? — R)(n? — L)
S(n? — RL/S)(n? — P)

met n de brekingsindex. Hieruit volgen de oplossingen:

tan?(0) =

A. 6 = 0: voortplanting in de z-richting.
1. P=0: B, = E, = 0. Dit beschrijft een longitudinale lineair gepolariseerde golf.
2. n? = L: een linksdraaiende, circulair gepolariseerde golf.
3. n? = R: een rechtsdraaiende, circulair gepolariseerde golf.
B. 8 = 7 /2: voortplanting _L het B-veld.
1. n? = P: de gewone mode: F, = E, = 0. Dit is een transversale lineair gepolariseerde golf.
2. n? = RL/S: de buitengewone mode: iF,/E, = —D/S, een elliptisch gepolariseerde golf.

Resonantiefrequenties zijn frequenties waarbij n? — oo, dus v¢ = 0. Hiervoor geldt: tan(§) = —P/S. Voor
R — oo geeft dit de elektronencyclotronresonantiefrequentie w = 2, voor L — oo de ionencyclotronreso-
nantiefrequentie w = €; en voor S = 0 geldt voor de buitengewone mode:

oy mi 2 m? 0 02
)T e

Afsnijfrequenties zijn frequenties waarbij n? = 0, dus vy — co. Hiervoor geldt: P = 0 6f R = 0 6f L = 0.

Voor het geval 32 > 1 vindt men Alfvén golven die zich || aan de veldlijnen voortplanten. Met de Alfvén

snelheid
Qe Qi 2
VA =

2 2
Whe + Whi

volgt: n = /1 + ¢/va, en voor vp < ¢ w = kva.
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Vaste stoffysica

12.1 Kiristalstructuur

Een rooster is gedefinieerd door de 3 translatievectoren @;, zo dat de atomaire samenstelling er in elke richting
hetzelfde uitziet vanuit elk punt 7 en 7 = 7+ T, waarbij T een translatievector is die gegeven wordt door:
T = u1d1 + usds + uzas met u; € IN. Een rooster kan helemaal opgebouwd worden uit primitieve cellen.
Men kan als primitieve cel een parallellepipedum vormen, met volume

Veel = |1 - (A2 x d3)|

Omdat een rooster een periodieke structuur heeft, hebben de fysische eigenschappen die met dat rooster sa-
menhangen deze periodiciteit ook. (Randeffecten worden verwaarloosd):

ne(P+T) = ne(7)

Deze periodiciteit leent zich voor Fourieranalyse: n(7) wordt ontwikkeld als:

n(7) = Zn(; exp(iG - 7)
G

ng = ! ///n(?) exp(—iG - 7)dV
V:zel
cel

G is de reciproke roostervector. Wanneer G geschreven wordt als: G= vll;l + ’0252 —|—v353 met v; € IN, volgt
voor de vectoren b;, cyclisch:

met

= a; 1><(3:' 2
biZQﬂ' s Las

—

a; - (Git1 X it2)
De set van G-vectoren bepaalt de Rontgendiffracties: een maximum in de terugekaatste straling treedt op als:

Ak = G met Ak = k — K. Dus: 2k - G = G2. Hieruit volgt voor parallelle roostervlakken (Bragg reflectie)
dat voor de maxima geldt: 2d sin(0) = nA.

De Brillouin zone is gedefinieerd als een Wigner-Seitz cel in het reciproke rooster.

12.2 Bindingen

Er worden 4 soorten bindingen onderscheiden:
1. Van der Waals bindingen
2. Tonbindingen
3. Covalente of homopolaire bindingen
4. Metaalbindingen.

Bij de ionbinding van NaCl berekent men de energie per molecuuleenheid via:

E = cohesieenergie(NaCl) — ionisatieenergie(Na) + elektronenaffiniteit(CI)
Bij de covalente binding is de wisselwerking afhankelijk van de relatieve spinorientaties van de bindings-
elektronen: De potentiéle energie voor 2 gelijkgerichte spins is hoger dan de potenti€le energie voor 2 niet
gelijkgerichte spins. Verder vertoont de potenti€le energie bij 2 gelijkgerichte spins soms geen minimum.
Binding is dan dus niet mogelijk.
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12.3 Roostertrillingen

12.3.1 Rooster met één soort atomen

Bij deze beschouwing van roostertrillingen wordt uitgegaan van de benadering dat een atoom alleen met zijn
naaste buren wisselwerking heeft. De kracht op atoom s met massa M is dan te schrijven als:

dPuy

Fo=M—2*
dt?

= Clusy1 — us) + Clus—1 — ug)
Uitgaande van oplossingen met alle dezelfde tijdafhankelijkheid exp(—iwt) geeft dit:
—Mw*ug = Clugyr + g1 — 2ug)

Vervolgens wordt gepostuleerd: us11 = uwexp(isKa)exp(+iKa).

Dit geeft: us = exp(iK sa). Invullen van de laatste twee relaties in de eerste levert een lineair stelsel vergelij-
kingen op, waarvan de determinant 0 gesteld wordt. Dit resulteert in:

4C
w? = i sin?(1 Ka)

Alleen roostertrillingen met een golflengte die in de eerste Brillouin Zone past hebben een fysische betekenis.
Dit betekent dat —m < Ka < 7.

De groepssnelheid van deze roostertrillingen wordt gegeven door:

dw Ca? L
Vg = e = ﬁcos(EKa) .

en is dus O op de rand van een Brillouin Zone. De golf is hier staand.

12.3.2 Rooster met twee soorten atomen

Nu zijn de oplossingen: f"’

11 1 1\ 4sin®(K B
=0 = +——]+C 4 _ M \\; 2C

My M, My M, M M, M,
Bij elke waarde van K horen nu twee w-waarden, zoals te zien P %
is in de grafiek. De bovenste tak heet de optische, de onderste ///
de akoustische. Bij de optische mode trillen beide soorten ionen
in tegenfase, bij de akoustische in fase. Hierdoor hebben de op- O / - K
T/a

tische trillingen een veel groter geinduceerd dipoolmoment, en
dus ook een sterkere emissie en absorptie van straling. Boven-
dien heeft elke mode nog 3 polarisatierichtingen, een longitudi-
nale en twee transversale.

12.3.3 Fononen

De quantummechanische aanslag van een roostertrilling met een energie fw heet een fonon. Fononen kan
men als quasiedeeltjes beschouwen: ze gedragen zich bij botsingen als deeltjes met impuls 7K. Men kan ze
een impuls toekennen, maar hun totale impuls blijkt O te zijn. Hun impuls hoeft bij onderlinge botsingen niet
behouden te zijn: Normaal proces: K7 + Ko = K3, Umklapp proces: K7 + Ko = K3 + G. Omdat fononen
geen spin hebben gedragen ze zich als bosonen.
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12.3.4 Soortelijke warmte

De totale energie van de roostertrillingen kan men berekenen door elke mode met de bijbehorende energie te
vermenigvuldigen en te sommeren over alle modes K en polarisaties P:

hw
U= hw ( —d
ZZ (k) Z/ exp (hw/kT) — 1
bij een gegeven polarisatie A. De soortelijke warmte is dan:

. B ﬁw/kT) exp(hw/kT)
Crooster - am kZ/ exp hUJ/kT) — 1) dw

In 1 dimensie wordt de dispersierelatie gegeven door:
LdK ,  Ldw

D(w)d ——dw
(w)dw = Tdw T g

In drie dimensies worden de periodieke randvoorwaarden toegepast op een kubus met N2 primitieve cellen en
volume L3: exp(i(K,x + Kyy + K,2)) = exp(i(K,(z + L) + K, (y + L) + K.(z + L))).
Omdat exp(27i) = 1 kan dit alleen als:
2r 4w 6w 2NT
K, K, K,=0;, £+—; +—; +—; ... £ —
xy Dy, Lz Oa L ) L ) L ’ L

Er is dus één toegestane waarde van K per volume (27/L)? in de K-ruimte, ofwel:

AN
o2 " 873

toegestane K -waarden per eenheidsvolume in de K -ruimte, voor elke polarisatie en elke tak. Het totale aantal
toestanden met een golfvector < K is:
3 3
L AT K
N=|—
2 3

voor elke polarisatierichting. De toestandsdichtheid voor elke polarisatierichting is volgens Einstein:

D(w) = % = (ZWK22> do ~ 873 //

Het Debye model voor de soortelijke warmte is een lage-temperatuur benadering die tot ~ 50K goed opgaat.
Men beschouwt hier alleen de akoustische fononen (3 polarisatierichtingen), en neemt aan dat v = wkK,
onafhankelijk van de polarisatierichting. Hieruit volgt: D(w) = Vw? /27203, waarin v de geluidssnelheid is.
Dit geeft:

v o SVETY [ add
w x3dx
U=3 [ Dw)(n) hwdw = dw = .
/ Y= / 27203 exp(hw/kT) — 1 D RN / e? — 1
0

Hierin is xp = hwp /kT = 0p/T. Op is de Debye temperatuur en wordt gegeven door:

P _@ 672N /3
b= v

waarin N het aantal primitieve cellen is. Hieruit volgt, omdat xp — oo voor 7' — 0:

T\® T 23dx  3n*NkT4 1274 NET3
U =9NET [ — - ~T4 en Oy =L P 3
(9D> / er —1 50 o v 503

In het Einstein model van de soortelijke warmte kijkt men juist naar fononen bij één frequentie, een benadering
voor de optische fononen.
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12.4 Magnetisch veld in een vaste stof

De volgende grafiek geeft de magnetisatie versus veldsterkte voor verschillende typen magnetisme:

M A
Mverz

ferro

oM

X =
" OH paramagnetisme

diamagnetisme

12.4.1 Diamagnetisme

Quantummechanisch gezien wordt diamagnetisme veroorzaakt door de Larmorprecessie van de elektronspin.
Uitgaande van een cirkelvormige elektronenbaan om een atoom met twee elektronen, werkt er een Coulomb-
kracht F,. en een magnetische kracht op ieder elektron. Als het magnetisch deel van de kracht niet sterk genoeg
is om de baan significant te vervormen geldt:

F, B B B\? B
wQZﬂie—w:wgie—(wo—&—J)éw: wO:I:e— +~--%w0:|:e—:w0:|:wL
mr m m 2m 2m

Hierin is wy, de Larmorfrequentie. Eén elektron wordt versneld, het andere vertraagd. Er gaat een netto
kringstroom lopen, die het atoom een magnetisch moment i geeft. Deze kringstroom wordt gegeven door:
I =—Zewy/2m, en (p) = IA = It (p*) = 2Ix (r?). Als N het aantal atomen is dat in het kristal voorkomt

volgt voor de susceptibiliteit, met M = N

oM poN Ze?
- 0B - O6m <r>

12.4.2 Paramagnetisme

Uitgaande van de opsplitsing van energieniveaus onder een zwak veld: AU, — i - B =my gupB, en van
een verdelingsfunctie f,, ~ exp(—AU,,/kT), vindt men voor het gemiddelde magnetische moment () =
> fumtt/ Y fm. Na linearisatie, en omdat Y- my = 0, J = 2J + Len Y m% = 2J(J +1)(J + 3) kan
men schrijven:
_ oM poN (u)  poJ(J +1)g*ug N
*»="p T B ~ 3T
Hiermee is de wet van Curie, x, ~ 1 /T afgeleid.

12.4.3 Ferromagnetisme

Een ferromagneet vertoont boven de kritische temperatuur 7 paramagnetisch gedrag. Om het ferromagne-
tisme te beschrijven wordt een veld By evenredig aan M gepostuleerd: Bg = )\qu De behandeling is nu
verder analoog aan het paramagnetisme:

C
toM = xp(Ba + Br) = xp(Ba + Ao M) = po (1 - /\T) M

poM

B, T-T.
Wanneer Bg, op deze manier wordt geschat, geeft dit waarden rond de 1000 T. Dit is een onrealistische waarde,
en suggereert dat er iets anders aan de hand is. Een quantummechanische behandeling (Heisenberg) postuleert
een wisselwerking tussen 2 naburige atomen: U = —2J S; S =—[- Bp. J is hier een overlappingsintegraal
die gegeven wordt door: J = 3kT,./22S5(S+1), met z het aantal buren. Er zijn nu 2 gevallen te onderscheiden:

Hieruit volgt voor een ferromagneet: x p = de wet van Weiss-Curie.
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1. J > 0: S; en S; gaan parallel staan: de stof is een ferromagneet.
2. J < 0: S; en S; gaan antiparallel staan: de stof is een antiferromagneet.

De theorie van Heisenberg voorspelt het bestaan van spingolven: magnonen. Uitgaande van een model waarin
alleen de naaste buren wisselwerking met elkaar vertonen kan men schrijven:
o - L= L 2] -
U= -2J5p(Sp-1 + Spt1) & fip - B, met By =——(S,_1+ Spt1)

o o .

s
Nu is de bewegingsvergelijking voor de magnonen: — Sp X (Sp=1 + Sp+1)

it~ h
De oplossing gaat nu analoog aan de behandeling van fononen: postuleer lopende golven van het type §p =
@ exp(i(pka — wt)). Dit geeft een lineair stelsel vergelijkingen met oplossing:

fw = 4JS(1 — cos(ka))

12.5 Het vrije-elektronen Fermi gas

12.5.1 Soortelijke warmte

De periodieke oplossing met periode L van de Schrédingervergelijking in 1 dimensie is: ¢, () = Asin(27rx/An)
met n\,, = 2L. Hieruit volgt
o G
2m \ L

In een lineair rooster zijn alleen de quantumgetallen n en mg van belang. Het Fermi niveau is het bovenste
gevulde niveau in de grondtoestand, met als energie de Fermi-energie Fr. Als ny het quantumgetal van het
Fermi niveau is, kan men hiervoor schrijven: 2ng = N dus Er = h272N?/8mL. In drie dimensies geldt:

2N 1/3 ﬁ2 2N 2/3
kF:<37T > enEF:<37T >

v

- , vV (2mE\?
Hieruit volgt voor het aantal toestanden met energie < E: N = 32 | 72 .
s

AN V. (2m\*? 3N

de toestandsdichtheid: D(E) = — = — | —- E=—.

en voor de toestandsdichthei (E) 1E — 9.2 <h2) VE 5%
De warmtecapaciteit van het elektronengas is ongeveer 0,01 maal de klassiek verwachte waarde van %N k. Dit
komt door het Pauli principe en de Fermi-Dirac verdeling: alleen de elektronen in een afstand rond k7" van het
Fermi niveau zijn thermisch geexciteerd. Er is dan een fractie ~ T'/TF thermisch aangeslagen. Dit geeft voor

de inwendige energie:
T oUu T
U=~ NET — C=—~Nk—
e T ar Tr
Een nauwkeuriger analyse geeft: Celektronen = %TFQN KT /Tr ~ T. Samen met de T afhankelijkheid van de
soortelijke warmte van de fononen is de totale soortelijke warmte van metalen: C = T + ATS3.

12.5.2 Elektrische geleiding

De bewegingsvergelijking van de ladingsdragers is: F = mdv /dt = hdk /dt. De variatie van k wordt gegeven
door 0k = k(t) — k(0) = —eF't/h. Als de karakteristieke tijd dat de elektronen botsen gelijk is aan 7 blijft %
stabiel als ¢ = 7. Dan geldt: (¢') = pF, met u = eT/m de beweeglijkheid van de elektronen.

De stroom in een geleider wordt gegeven door: J= nqu = cE=E /p= neuﬁ. Omdat voor de botsingstijd
geldt: 1/7 = 1/7 + 1/7;, waarin 77, de botsingstijd aan het zuivere rooster is en 7; de botsingstijd aan de
onzuiverheden, geldt voor de soortelijke weerstand p = pr, + p;, met %imo pr = 0.

—
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12.5.3 Het Hall-effect

Als er een magnetisch veld aangelegd wordt L op de stroomrichting zullen de ladingsdragers opzij geduwd
worden door de Lorentzkracht. Dit geeft een elektrisch veld L de stroomrichting. Als J=1J €, en B = Be,
dan is E,/FE, = pB. De Hallconstante wordt gedefinieérd als: Ry = E,/J;B, Ry = —1/ne als J, =
nepF,,. De Hallspanning wordt gegeven door: Vi = Bvb = I B/neh waarin b de breedte van het materiaal
is en h de hoogte.

12.5.4 Thermische geleiding

Uit k = 3C (v) £, met { = vpT de vrije weglengte van de elektronen, volgt: Kelektronen = T2nk*T'T/3m.
Hieruit volgt de Wiedemann-Franz verhouding: x/o = % (wk/e)T.

12.6 Energiebanden

In de tight-binding benadering Stelt men 1) = e*"*¢(x — na). Hieruit volgt voor de energie: (E) =
(W|H Y)Y = Ea — a — 2B cos(ka). Dit geeft dus een cosinus gesuperponeerd op de atomaire energie, die
vaak te benaderen is met een harmonische oscillator. Als men aanneemt dat het elektron bijna vrij is kan men
stellen: ¢ = exp(iE - 7). Dit is een lopende golf. Deze is te ontbinden in twee staande golven:

=
Ny
|

exp(inz/a) + exp(—inx/a) = 2 cos(mx/a)
P(—) = explitz/a) — exp(—irz/a) = 2isin(mwx/a)
De waarschijnlijkheidsdichtheid |1)(+)|? is hoog bij de atomen van het rooster en laag daar tussenin. De

waarschijnlijkheidsdichtheid [/(—)|? is juist laag op de atomen en hoog daar tussenin. De energie van 1(+)
is dus ook lager dan de energie van ¢)(—). Stel U(x) = U cos(2nz/a), dan volgt voor de bandafstand:

By = [ U@ [0()P = [9(-)P] do = U
0

12.7 Halfgeleiders

De bandstructuren en overgangen hiertussen van directe en indirecte halfgeleiders zijn aangegeven in de on-
derstaande figuren. Hierbij is aangenomen dat de impuls van het invallende foton te verwaarlozen is. Bij een
indirecte halfgeleider is een overgang tussen de valentie-en geleidingsband ook al mogelijk als de energie van
het invallend foton kleiner is dan de bandafstand: er wordt dan tevens een fonon opgenomen.

\ E  /geleidings
\ /" band

Directe bandovergang Indirecte bandovergang

Dit verschil is ook te zien in de absorptiespectra:
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absorptie absorptie

| / u

/ . E : . F
Twwg E, +hQ
Directe halfgeleider Indirecte halfgeleider

Indirecte halfgeleiders, zoals Si en Ge, kunnen dus geen liCllt uitzePden, zodatﬂze ongeschikt zijn voor de
fabricage van lasers. Bij de absorptie van licht geldt: ki, = —ke, En(kn) = —Feo(ke), Uh = U en my, = —m)}
als de geleidingsband en de valentieband gelijkvormig zijn.

In plaats van de normale massa van het elektron moet men in een rooster de effectieve massa gebruiken. Deze
is gedefinieerd als:

F  dpjdt  dK AN

a  dvg/dt dvg dk?

met E = fuw en vy = dw/dk en p = hik.

Met de verdelingsfunctie f,(E) ~ exp((1x — E)/kT) voor de elektronen en fi,(E) = 1 — f.(F) voor de gaten
wordt de toestandsdichtheid gegeven door:

1 [2m*\*/?
D(E):W(h?> VE-E

met E, de energie aan de rand van de geleidingsband. Hieruit volgt voor de concentraties gaten p en elektronen

n:
7 m*kT\ %> u—E.
n = /De(E)fe(E)dE =2 (W) exp ( 5T )
E.

c

KT \* E,
Voor het product np volgt nu: np = 4 (W> Mexp (_kT)

In een intrinsieke (niet verontreinigde) halfgeleider geldt: n; = p;, in een n — type geldt: n > p en in een
p — type geldt: n < p.

Een exciton is een gebonden elektron-gat paar, die om elkaar draaien als in positronium. Omdat de energie van
een exciton lager is dan die van een vrij elektron en een vrij gat, is de aanslagenergie van een elektron uit de
valentieband tot een exciton kleiner dan de bandafstand. Dit veroorzaakt een piek in de absorptiekarakteristiek
net voor .

12.8 Supergeleiders
12.8.1 Beschrijving

Een supergeleider wordt gekenmerkt door het O worden van de elektrische weerstand als bepaalde grootheden
kleiner zijn dan een zekere kritische waarde: T' < T, I < I. en H < H.. Door het BCS-model wordt voor de
sprongtemperatuur 7, voorspeld:

-1
Tc = 1, 14@[) exp <W)

Terwijl men uit experimenten voor H, bij benadering vindt:
T2
H.(T)~ H.(T.) (1 — T2> .

C
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Binnen een supergeleider is het magnetisch veld 0: het Meissner effect.

Er zijn type I en type II supergeleiders. Omdat het Meissner effect impliceert dat een supergeleider een perfecte
diamagneet is moet in de supergeleidende toestand gelden: H= ,uo]\_j . Bij een type I supergeleider geldt dit
inderdaad, bij een type II supergeleider geldt dit slechts tot een waarde H,;, daarna bevindt de supergeleider
zich in een vortex toestand tot een waarde H o, die wel 100 maal zo groot kan zijn als H;. Als het magnetisch
veld nog groter wordt dan H.o gedraagt de supergeleider zich als een normale geleider: zie de onderstaande
figuren.

,U'OM ,U,()M
A A

- H : H
HC Hcl HC2

Type I Type 11

De overgang naar een supergeleidende toestand is thermodynamisch een fase-overgang van de tweede orde.
Dit betekend dat er in het 7" — S diagram een knik zit en in het Cx — T diagram een sprong.

12.8.2 Het Josephson effect

Bij het Josephson effect beschouwt men twee supergeleiders, gescheiden door een isolator. In de ene superge-
leider is de elektronengolffunctie /1, in de andere 2. De Schrodingervergelijkingen in beide supergeleiders
wordt identiek gesteld:

Oy Oy

h—— =hT h—— =hT

? ot 1/}2 y 1 ot ’(/}1
RT is het effect van de koppeling van de elektronen, of de transferwisselwerking door de isolator. De elektro-
nengolffuncties worden geschreven als ; = /ny exp(if1) en 1o = /nz exp(if2). Omdat een Cooperpaar
uit twee elektronen bestaat, geldt ¢ ~ /n. Hieruit volgt, als ny ~ na:

891 302 8n2 anl

ot ot ot ot

De stroomdichtheid door de isolator wordt nu gegeven door J = Jy sin(f2 — 61) = Jo sin(d), waarin Jo ~ T'.
Het Josephsoneffect geeft dus een stroomdichtheid die van het faseverschil athankelijk is. Wanneer men een
AC-spanning over de junctie zet worden de Schrodingervergelijkingen:

81/)1 81/}2

ih— = = Wt — eVipy en ih—= = BTn + Vb

2eVi
Dit geeft: J = Jj sin (92 -0, — eh )

Er is nu dus een oscillatie met w = 2eV/fi.

12.8.3 Fluxquantisatie in een supergeleidende ring

Voor de stroomdichtheid geldt in het algemeen: J = q* o = nq [hﬁ@ —qA ]
m

Uit het Meissnereffect: B = 0en J = 0 volgt: Vo = q/f = f Vodl = 0y — 01 = 2ws met s € IN. Omdat:

¢ Adl = [[(rotA,7t)do = [[(B,ii)do = ¥ volgt: ¥ = 27hs/q. De grootte van een fluxquantum volgt
door s = 1 te stellen: ¥ = 27h/e = 2,0678 - 10~1° Tm?.
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12.8.4 Macroscopische quantuminterferentie

2eU
Uit 0 — 6, = 2eW /1 volgt voor twee parallelle juncties: 0, — 0, = %, dus

J=Ja+ Jp, =2Jysin <50 cos (f)) Dit geeft maxima als eV /h = sm.

12.8.5 De London vergelijking

Men postuleert dat de stroomsterkte in een supergeleider evenredig is met de vectorpotentiaal A:

— —

= — of rotJ = ——
Ty [10A7,

waarin A, = \/gomc2/ng?. Hieruit volgt: V2B = B/\2.

Het Meissner effect volgt uit de oplossing van deze vergelijking: B(z) = Bgexp(—a/AL). Magnetische
velden in een supergeleider vallen exponentieel af.

12.8.6 Het BCS-model

Het BCS-model slaagt erin om supergeleiding bij metalen te verklaren. (Een verklaring voor hoge-T; super-
geleiders bestaat nog niet).

Men gaat uit van een nieuwe grondtoestand, waarin de elektronen zich als onathankelijke fermionen gedra-
gen. Vanwege de wisselwerking met het kristalrooster hebben deze pseudo-deeltjes een kleine onderlinge
aantrekking. Dit leidt tot een grondtoestand waarin elektronen met een tegengestelde spin combineren tot een
Cooper-paar. Van deze grondtoestand is aan te tonen dat ze perfect diamagnetisch is.

Het oneindige geleidingsvermogen is wat moeilijker te verklaren, omdat een ring met een persisterende stroom
geen echte evenwichtstoestand is: een toestand met stroom O heeft een lagere energie. De reden waarom er
geen overgangen zijn naar deze toestand is de fluxquantisatie. Het bestaan van dit fluxquantum houdt verband
met het bestaan van een macroscopisch coherente veel-deeltjes golffunctie. Een fluxquantum komt overeen met
ongeveer 10* elektronen. Als de flux met één fluxquantum wil veranderen, dan moet er dus 6f een gelijktijdige
overgang van vele elektronen plaatshebben, wat zeer onwaarschijnlijk is, 6f door tussentoestanden heengaan,
waarin de flux niet gequantiseerd is, en die dus een hogere energie hebben, ook dit is onwaarschijnlijk.

Tenslotte nog enkele nuttige wiskundige relaties:

/ xdr 2 / 22dx B 2 / x3dx B w
e +1  12a2 ’ (e+1)2 3 7 Jer+1 15
0 —00 0

00 o0 o0 1
En, onder de aanname dat Z(—l)” = 3 volgt: /sin(px)dx = /cos(pa:)dx =-.
p

0 0

n=0
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Groepentheorie

13.1 Het begrip groep

13.1.1 Definitie van een groep

G is een groep voor de operatie e als:
1. V4 peg = A e B € G: G is gesloten.
2. VaBceg = (AeB)e(C = Ae(Be(): G is associatief.
3. dgeg z.dd. VacgA @ E = F e A = A: G bevat een eenheidselement.
4. VacgIa-1cg z.d.d. Ae A=l = E: Elk element uit G heeft een inverse.

Als er tevens geldt:
5.Va,Beg = A e B = Be Aisde groep Abels of commutatief.

13.1.2 Het herordeningstheorema

In een vermenigvuldigingstabel komt elk element maar één maal voor in elke rij en kolom. Want FA; =
A;l (ArA;) = A, dus elke A; komt voor. Omdat er bij h groepselementen maar h plaatsen zijn in elke rij en
kolom, komt elk element maar één maal voor.

13.1.3 Geconjugeerde elementen, subgroepen en klassen

B is geconjugeerd aan A als xcg z.dd. B = XAX~!. Dan is A ook geconjugeerd aan B: B =
(X~HAX-H~L

Als B en C' geconjugeerd zijn aan A is B ook geconjugeerd aan C'.

Een subgroep is een deelverzameling van G die, bij dezelfde operatie, ook een groep is.

Een verzameling van zoveel mogelijk geconjugeerde elementen is een klasse. De gehele groep is op te delen
in klassen. Enkele stellingen:

* De doorsnede van twee klassen is leeg.

» F is een klasse op zichelf: voor elk ander element in deze klasse zou gelden:
A=XEX'=E.

» F is de enige klasse die ook een subgroep is, want alle andere klassen hebben geen eenheidselement.
* In een Abelse groep is elk element een klasse op zichzelf.
De fysische interpretatie van klassen: groepselementen zijn meestal symmetrieoperaties die een symmetrisch

object met zichzelf in dekking brengen. Elementen uit een klasse zijn dan hetzelfde soort operaties. Omge-
keerd geldt dit niet.
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13.1.4 Isomorfie en homomorfie; representaties

Twee groepen zijn isomorf als ze dezelfde vermenigvuldigingstabel hebben. De afbeelding van de groep G;
op Go, z.d.d. de vermenigvuldigingstabellen gehandhaafd blijven, is een homomorfe afbeelding. Deze is niet
noodzakelijk isomorf.

Een representatie is een homomorfe afbeelding van een groep op een groep van vierkante matrices, met de
gewone matrixvermenigvuldiging als combinerende operatie. Het symbool hiervoor is I'. Er geldt:

D(E)=1 , T(AB)=T(A)(B) , I(A™") =[I(4)]~
In principe zijn er bij elke groep drie mogelijkheden voor een representatie:
1. Een getrouwe representatie: alle matrices zijn verschillend.
2. De representatie A — det(I'(A)).
3. De identieke representatie: A — 1.
Een equivalente representatie wordt verkregen door een unitaire basistransformatie (gelijkvormigheidstrans-

formatie): IV(A) = S™IT'(A)S.

13.1.5 Reducibele en irreducibele representaties

Als men via dezelfde basistransformatie alle matrices van een representatie I' in dezelfde blokvorm kan bren-
gen, is de representatie reducibel:

[ TW(A) 0
r= (70 ey )

Dit wordt geschreven als: I' = ') @ T'(?), Als dit niet kan heet de representatie irreducibel.

Het aantal irreducibele representaties is gelijk aan het aantal klassen.

13.2 Het orthogonaliteitstheorema

13.2.1 Het lemma van Schur

Lemma Elke matrix die commuteert met alle matrices van een irreducibele representatie is een constante x I,
waarin I de eenheidsmatrix is. Omgekeerd geldt dit (uiteraard) ook.

Lemma Indien er een matrix M bestaat, z.d.d. voor twee irreducibele representaties van groep G, 7(1) (A;) en
Y2 (4;), geldt: M~yW (A;) =~ (A;)M, zijn de representaties equivalent, of M = 0.
13.2.2 Het orthogonaliteitstheorema

Voor een verzameling van inequivalente, irreducibele, unitaire representaties geldt, als h het aantal elementen
in de groep is, en /; de dimensie van de i€ representatie:

_n

7 0j0uadup

S @ RIrY(R)
Reg

13.2.3 Karakter

Het karakter van een representatie wordt gegeven door het spoor van de matrix, en is dus invariant onder
basistransformaties: | x/)(R) = Tr(T') (R))
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Tevens geldt, met N}, het aantal elementen in een klasse: Z X(i)*(Ck)X(j)(Ck)Nk = hd;j
k

Stelling: Z Z=h

i=1

13.3 De relatie met de quantummechanica

13.3.1 Representaties, energieniveaus en ontaarding

Beschouw een verzameling symmetrietransformaties ¥’ = RZ, die de Hamiltoniaan # invariant laten. Deze
transformaties vormen een groep. Een isomorfe operatie op de golffunctie wordt gegeven door: Pry)(Z) =
Y(R™1Z). Dit wordt beschouwd als een actieve draaiing. Deze operatoren commuteren met H: PrH =
H Pg, en laten het volume element ongewijzigd: d(RZ ) = dZ.

Pr is de symmetriegroep van het fysische systeem. Deze veroorzaakt ontaarding: als v,, een oplossing is van
Hp,, = Eptby, geldt ook: H(Pry,) = E,(Prty). Een eventuele ontaarding die niet op symmetrie terug te
voeren is heet toevallige ontaarding.

Stel dat er sprake is van een ¢,,-voudige ontaarding bij F,,: kies dan een orthonormale set 1/),(,”) ,v=12...,40,.

L,
De functie Pril” ligt in dezelfde deelruimte: Pryy{™ = > (T (R)

k=1

waarin I'(") een irreducibele, unitaire representatie is van de symmetriegroep G van het systeem. Elke n komt
overeen met een ander energieniveau. In de praktijk kan men van de symmetriegroep van een systeem in
abstracto irreducibele representaties afleiden, en kan men de energieniveaus zo een quantumgetal toekennen.
Door een vaste keuze voor '™ (R) liggen de basisfuncties 1/1,(,")
toekennen aan een afzonderlijke basisfunctie.

vast. Zo kan men ook een quantumgetal

Deeltje in een periodieke potentiaal: De symmetrie operatie is een cyclische groep: noem de operator die de
translatie over één eenheid beschrijft A. Dan: G = {4, A%, A% ... A" = E}.
De groep is Abels, dus alle irreducibele representaties zijn 1-dimensionaal. Voor 0 < p < h — 1 volgt:

F(p) (An) _ e27ripn/h

2 2 :
Wanneer men definieert: k = —% (mod;) , zodat: Py, (z) = 1, (z — a) = 2™ /M (), geeft dit het

theorema van Bloch: 1y,(z) = uy(z)e™*®

,met ug(z + a) = up(x).

13.3.2 Opheffing van ontaarding door storing

Stel: het ongestoorde systeem heeft Hamiltoniaan H, en symmetriegroep Gy. Het gestoorde systeem heeft
H = Ho + V, en symmetriegroep G C Go. Als T (R) een irreducibele representatie is van Gy, is het ook
een representatie van G, maar niet alle elementen van ') die in Go zaten zitten in G. De representatie is dan
in het algemeen reducibel: T(") = T'("1) @ T("2) @ ... De ontaarding wordt nu (evt. gedeeltelijk) opgeheven:
zie de onderstaande figuur.

ln, = dim(T(™))
Ly énQ = dlm(F("Z))

ly, = dim(T'("3))
Spectrum H, Spectrum H

Stelling: De verzameling van /,, ontaarde eigenfuncties 1/}5") met energie F,, vormt een basis voor een /-
dimensionale irreducibele representatie I'("™) van de symmetriegroep.




74 Fysisch Formularium door ir. J.C.A. Wevers

13.3.3 Het construeren van een basisfunctie
n 4
Elke functie F' in de toestandsruimte is te ontbinden in symmetrietypes: F' = Z Z f,gj)
j=1k=1

De volgende operator extraheert de verschillende symmetrietypes:

( ZF(J)* )F Fu)

Reg

Men zegt dat f ) het deel van F is dat volgens de € rij van ') transformeert.

F is ook uit te drukken in basisfuncties p: F' = > camcp,(i 7). De functies fx ) worden in het algemeen niet

ajk
door de groepselementen in elkaar omgezet. Dit is wel het geval als cjq = Cjq.

Stelling: Twee golffuncties die transformeren volgens niet-equivalente unitaire representaties of volgens ver-
schillende rijen van een unitaire irreducibele representatie zijn orthogonaal:

(gp,(f) |w§\j)> ~ §;j0ux, €N <<p,(.f) |¢,Ef)> is onafhankelijk van .

13.3.4 Het direct product van representaties

Beschouw een fysisch systeem dat uit twee deelsystemen bestaat. De deelruimte D(*) van systeem 4 transfor-

meert volgens I'(¥). Basisfuncties @,({)(xl) 1 < k < ¥;. Vorm nu alle ¢; x 5 producten <p,(1 )( 1)p (2)( 2).

Deze spannen samen de ruimte D) ® D) op.

Deze productfuncties transformeren als volgt:

Pr(eM(@)¢P (T2)) = (Pre® (#1))(Pre (72))

De ruimte D) ® D(® zal in het algemeen uiteen vallen in een aantal invariante deelruimten:

rer® anU

Een nuttig hulpmiddel bij dit reduceren is dat voor de karakters geldt:

YR (R me

13.3.5 Clebsch-Gordan coéfficiénten
Bij de reductie van de direct-product matrix t.o.v. de basis cp,(.;) @) gaat men over naar een nieuwe basis <pr "),

Deze basisfuncties liggen in deelruimten D(“*). De unitaire ba51stransformat1e wordt gegeven door:

@ffk) = ngﬂ (J) (ikjA|akp)

en de inverse transformatie door: ¢*) gp(J ) = Z go(‘m) (akplirgN)
akp

( ()

ak
<Pk 90,\ |<P( )>

De Clebsch-Gordan coéfficiénten zijn in essentie inproducten: (ixjA|aku) =

13.3.6 Symmetrische transformaties van operatoren, irreducibele tensoroperatoren

Observabelen (operatoren) transformeren als volgt onder symmetrietransformaties: A’ = Pr AP, 1. Als een
stel operatoren A,(.f ) met 0 < K < {; onder elkaar transformeren bij de transformaties van G geldt:

PRAP PR =% APTH)(R)

v
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Als T'U) irreducibel is spreekt men van irreducibele tensoroperatoren AY) met componenten A,(ij ),

Ook een operator is te ontbinden in symmetrietypes: A = > ag ), met:
ik

) 0. N B
a¥) = (;f > T (R)) (PRAPZY)

RegG

Stelling: Matrixelementen H;; van operator H die invariant is onder V 4¢g, zijn 0 tussen toestanden die trans-
formeren volgens niet-equivalente irreducibele unitaire representaties of volgens verschillende rijen van zo’n

representatie. Verder is <<pg’) |H|¢,(f)> onafhankelijk van x. Voor H = 1 is dit weer de vorige stelling.

Dit vindt in de quantummechanica toepassing bij de storingsrekening en variatierekening. Hierbij probeert
men H te diagonaliseren. Oplossingen kan men zoeken binnen elke categorie functies @,({Z) met gemeenschap-
pelijke ¢ en x: H is al diagonaal in categorieén als geheel.

Storingsrekening kan men uitvoeren binnen elke categorie afzonderlijk. Bij variatierekening kan men de pro-
beergolffunctie kiezen binnen een afzonderlijke categorie, omdat de exacte eigenfuncties transformeren vol-
gens een rij van een irreducibele representatie.

13.3.7 Het Wigner-Eckart theorema

Stelling: Het matrixelement (0" |AY [15{)) kan slechts # 0 zijn als T0) @ T®) = . @ T® @ .. .. Als dit
zo is, geldt (als ' glechts één maal voorkomt, anders sommeren over a):

(AP = (i]jwkp) (0 AD |94

Dit theorema kan men toepassen om selectieregels vast te stellen: de kans op een dipoolovergang wordt gege-
ven door (€'is de polarisatierichting van de straling):

8m2e? f3|r1o|? o =
Pp = W met 712 = (lama|€- 7[lymy)

Verder kan men dit gebruiken om intensiteitsverhoudingen te bepalen: als er slechts één waarde van a is,
verhouden de matrixelementen zich als de Clebsch-Gordan coéfficiénten. Voor meerdere a-waarden kunnen
de relaties tussen de intensiteitsverhoudingen vastgesteld worden. Men moet bij dit alles echter wel bedenken
dat de absolute lijnintensiteiten ook van de bezettingsgraad van de desbetreffende niveaus athangen.

13.4 Continue groepen

Continue groepen zijn groepen met h = oo. Echter niet alle groepen met h = oo zijn continu, de translatie-
groep voor een oco-uitgebreide periodieke potentiaal is bv. niet continu, maar heeft wel h = co.

13.4.1 De 3-dimensionale translatiegroep

Voor de translatie van golffuncties over een afstand a geldt: P, (z) = t(x — a). Taylorontwikkeling rondom
x geeft:

Pz —a) =1(x) —a

. . . h 0 . ..
Omdat in de quantummechanica de impulsoperator gegeven wordt door p,, = — ——, kan men dit schrijven als:

i 0x
U(z —a) = e~ P/ My ()
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13.4.2 De 3-dimensionale rotatiegroep

Deze groep heet SO(3) omdat men een getrouwe representatie kan construeren uit orthogonale 3 x 3 matrices
met determinant +1.

Bij een infinitesimale rotatie om de z-as geldt:
P(sz(l'v Y, Z) ~ 1/)(55, Y+ Z(Sama z = yégib)

0] 0

100, Ly
= (1_Z h )w(xayaz)

h 0 0
Omdat de impulsmomentoperator gegeven wordt door: L, = — (za - ya)
1 Y z

= exp(—ia(i - J)/h)
= exp(—ia(7 - )/ h)

Jz, Jy en J, heten de generatoren van de 3-dim. rotatiegroep, p., py €n p, heten de generatoren van de 3-dim.
translatiegroep.

In een willekeurige richting geldt dus: ~ Rotaties: P,
Translaties: P,

3y

De commutatieregels voor de generatoren volgen uit de vermenigvuldigingseigenschappen van de groep: trans-
laties zijn verwisselbaar <+ p;py — pyp. = 0.

Rotaties zijn i.h.a. niet verwisselbaar: beschouw een rotatie om as 77 in het z2-vlak over een hoek a:: dan geldt:
Pa,ﬁ = Pfé,yPaﬂcP&ya dus: B
o—ialii-J) /b _ (i0J,/hy—iads /ho—i0J,/h
Als a en 0 zeer Klein zijn, en ontwikkelen tm. de tweede orde, en overeenkomstige termen gelijkstellen, met

7 - J = Jycos + J, sin 6, volgt uit de af term: J,Jy, — JyJ, = ihJ.

13.4.3 Eigenschappen van continue groepen

De elementen R(p1, ..., p,) hangen continu af van parameters p, ..., p,. Voor de translatiegroep zijn dit bv.
ang, any en an,. Men eist dat de groepsvermenigvuldiging en de inverse van element I continu athangen
van de parameters van R.

Het herordeningstheorema geldt ook voor continue groepen. Het begrip klasse is op dezelfde manier gedefi-
nieerd als bij discrete groepen. Het begrip representatie wordt aangepast via de continuiteitseis: elke matrix
I'(R) hangt continu af van p;(R).

Sommatie over alle groepselementen wordt bij continue groepen vervangen door integratie. Als f(R) een op
G gedefinieerde functie is, bv 'y 5(R), geldt:

/ J(R)R = / / FRW1s o)) g (RP1s o pa) dlp -~
g P1 Pn

Hierin is g(R) de dichtheidsfunctie.

Op basis van het herordeningstheorema wordt geeist: [ f(R)dR = [ f(SR)dR. Dit legt g(R) vast op een
constante na. Definieer nieuwe variabelen p’ door: SR(p;) = R(p}). Als men schrijft dV := dp; - - - dp,,
geldt:

av

av’

9(5) = g(E)

av’ oy’

dv av Op; .
Hierin is P de Jacobiaan: = det ( P > en g(E) is constant.
J

Voor de translatiegroep geldt: ¢(@) = constant = g(0 ), omdat g(ai )da@’ = ¢(0)dd en d@’ = da.
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Op deze wijze is een orthogonaliteitstheorema af te leiden:

[T RRIR = 50,000 [ dn
g G
en voor de karakters geldt:
[ X @ man s [ ar
g g
Compacte groepen zijn groepen waar voor het groepsvolume geldt: |, G dR < o0.

13.5 De groep SO(3)

Men kan 2 parameters nemen voor de richting van de draaias, en nog één voor de draaihoek . De parameter-
ruimte is nu een verzameling punten 17, die in een bol liggen met straal 7w. De diametrale punten op deze bol
kan men dan identificeren omdat Rz , = Ry .

Een andere manier om parameters te definiéren is via de Eulerhoeken. Indien «, [ en v de 3 Eulerhoeken zijn,
gedefinieerd als:

1. De bolhoeken van as 3 t.0.v. zyz zijn 6, ¢ := [, a. Nu is er nog een rotatie om as 3 mogelijk:

2. De bolhoeken van de z-as t.0.v. 123 zijn 0, ¢ := B, m — 7.

Dan wordt de rotatie van een quantummechanische toestand beschreven door:
W —s el hg=iBIy/ho—inT: /Ry, Dys Pp = eI/,

Alle irreducibele representaties van SO(3) zijn te construeren d.m.v. het gedrag van de bolfuncties Y, (6, )
met —] < m < [ en bij vaste [:

PR}/lm(& 90) = Z Yim/ (9’ QO)DgL)m’ (R)

DU is een irreducibele representatie van dimensie 21 4 1. Het karakter van D) wordt gegeven door:

sin([l + %]oz)

sin(3a)

l l
X(l)(a) = Z MY =142 Zcos(ka) =
m=—1 k=0
In de gebruikte afleiding is « hierin de rotatiehoek om de z-as. Omdat de klassen van SO(3) bestaan uit rotaties
over dezelfde hoek om een willekeurige as, geldt deze uitdrukking voor alle rotaties over hoek «.

Via het orthogonaliteitstheorema voor de karakters komt men tot de volgende uitdrukking voor de dichtheids-
functie (de normering is z.d.d. g(0) = 1):

sin®(%a)

(30)?

g(a) =

Nu is ook in te zien dat de gevonden irreducibele representaties van SO(3) de enige zijn: het karakter van een
eventuele andere representatie X’ zou L de al bekende staan, dus x'(a)sin®(3a) = 0Va = y/(a) = 0Vo.
Omdat x’(0) de dimensie van de representatie is, is dit een tegenspraak.

Omdat de spin van een fermion halftallig is, spannen de toestanden v, met s = % enmg = :I:% een 2-dim.

ruimte op die invariant is onder rotaties. Een probleen ontstaat bij de rotatie om 27:
—2miS, /h _ ,—2mimg _
Vip, e Mpy,, = i, = Vim,

In SO(3) geldt echter: R.»2, = E. Hier geldt dus E — +1I. Omdat waarneembare grootheden altijd
geschreven kunnen worden als {¢|y) of ($|Alw), en dus bilineair zijn in de toestanden, veranderen deze
niet van teken als de toestanden dat wel doen. Als slechts één toestand van teken verandert, veranderen de
waarneembare grootheden wel.

Het bestaan van halftallige representaties hangt samen met de topologische eigenschappen van SO(3): deze
groep is nl. tweevoudig samenhangend door de identificatie Ry = Ro, = F.
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13.6 Toepassing in de quantummechanica

13.6.1 Vectormodel voor samenstellen van impulsmomenten

Als 2 deelsystemen impulsmomentquantumgetallen j; en jo hebben, kan het totale impulsmoment alleen de
waarden J = ji + ja2,J1 + j2 — 1, ...,]|j1 — j2| aannemen. Dit valt uit de groepentheorie af te leiden: uit

D(jl) ® D(jz) — D(j1+j2) o) D(j1+j2*1) D...0 D(|j1*j2|)
De toestanden kan men op 2 manieren met quantumgetallen karakteriseren: met j1,m1, j2, me enmet j1, ja, J, M.

De Clebsch-Gordan coéfficiénten, die voor de groep SO(3) de Wignercoéfficiénten heten, kan men reéel kiezen,
dus: Yjam = 20 Yjimagams (Jimajame|JM)

mims

Vjvmijams = 2 Yjrjaam (Jimajame|J M)
JM

13.6.2 Irreducibele tensoroperatoren, matrixelementen en selectieregels
Enkele voorbeelden van het gedrag van operatoren onder SO(3)

1. Stel j = 0: dit geeft de identieke representatie met £; = 1. Deze toestand wordt beschreven door een

scalaire operator. Omdat PRASJ) Py L= A(()O) is deze invariant, bv. de Hamiltoniaan van een vrij atoom.
Dan geldt: <J/M/|H|JM> ~ OOy,

2. Een vectoroperator: A= (Az, Ay, A.). Bij definitie transformeren de cartesische componenten van een
vectoroperator net zo als de cartesische componenten van 7. Bij een rotatie om de z-as geldt dus:

cosa —sina 0
D(R,,.)=| sina cosa 0
0 0 1

De getransformeerde operator heeft t.o.v. Pry en Pr¢ dezelfde matrixelementen:

(Pryp|PRA, PR ' |Pré) = (Y|Ay|¢). X(Ra,.) = 1+ 2cos(a): volgens de formule voor de karakters
betekent dit dat men zodanige nieuwe basisoperatoren kan kiezen dat deze transformeren als Y1, (6, ).
Dit blijken de sferische componenten te zijn:

1 1
AW = —— (4, +i4,), AV =4, A" = _—
+1 \/i( y) 0 -1 \/5

3. Een cartesische tensor van rang 2: Tj; is een grootheid die onder rotaties transformeert als U;V;, waarin

(A —iAy)

U en V vectoren zijn. Dus T;; transformeert volgens PrT;; Pgl =Y T Dy;i(R)D;;(R), dus volgens
Kl

DM eDM = DA e DM g DO, De 9 componenten zijn dus op te splitsen in 3 invariante deelruimten
met dimensie 1 (D)), 3 (DM) en 5 (D). De nieuwe basisoperatoren blijken te zijn:

L Tt(T) = Ty + Ty + T... Deze transformeert als de scalar U-V,dus volgens D).
II. De 3 antisymmetrische componenten A, = %(Tw — Tyz), etc. Deze transformeren als de vector
U x V, dus volgens D).
III. De 5 onathankelijke componenten van de spoorloze, symmetrische tensor .S:
Sij = 3(Tij + Tjs) — £8;;Tr(T). Deze transformeren volgens D®), B

Selectieregels voor dipoolovergangen

Dipooloperatoren transformeren volgens DM voor een elektrische dipoolovergang is de operator ef, voor
een magnetische e(L + 25 )/2m.

Uit het Wigner-Eckart theorema volgt: (J'M’|AL|JM) = 0tenzij D" bevatisin D@ D) = DU+D g
D) @ DU/=1D_ Dit betekent dat J' € {J 4+ 1,.J,|J — 1|}: J' = Jof J' = J £ 1, behalve J' = J = 0.
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Landé-formule voor anomale Zeemansplitsing

Volgens het model van Landé wordt de wisselwerking van het magnetisch moment met een uitwendig mag-
neetveld bepaald door de projectie van M op J, omdat L en S snel om J precederen. Dit is ook te begrijpen
uit het Wigner-Eckart theorema. Hieruit volgt dat de matrixelementen van alle vectoroperatoren een zekere
evenredigheid vertonen: voor een willekeurige operator A volgt:

(am| A - T |jm)
G+ 1n

(ajm’| Alajm) = (ajm!’| T |ajm)

13.7 Toepassing in de elementaire deeltjes fysica

De fysica van een systeem verandert i.h.a. niet als de transformatie 1)’ = %1 uitgevoerd wordt, waarin & een
constante is. Dit heet een globale ijktransformatie: de fase van de golffunctie verandert overal op dezelfde
manier.

Er bestaat enige vrijheid in de keuze van de potentialen Aen ¢ bij dezelfde Een B: ijktransformaties van de
potentialen veranderen E en B niet (Zie hoofdstuk 2 en 10). De oplossing 1’ van de
Schrodingervergelijking met de getransformeerde potentialen wordt gegeven door: ' = e~/ (")),

Dit is een locale ijktransformatie: de fase van de golffunctie verandert op elke plaats verschillend. De fy-
sica van het systeem verandert niet als A en ¢ meetransformeren. Dit wordt nu tot principe verheven: het
“bestaansrecht” van het elektromagnetische veld is het verzorgen van de locale ijkinvariantie.

De ijktransformaties van het EM-veld vormen een groep: U(1), unitaire 1 x 1-matrices. Het afsplitsen van de
lading in de exponent is essentieel: nu is één ijkveld voldoende voor alle geladen deeltjes, onathankelijk van
de lading.

Dit concept wordt nu gegeneraliseerd: aan deeltjes wordt een “speciale lading” @) toegekend. De groepsele-
menten zijn dan gegeven door P = exp(—iQO).

Andere krachtvelden dan de elektromagnetische zijn ook op deze manier te begrijpen: de zwakke wisselwer-
king met de elektromagnetische samen wordt beschreven door een ijkveld dat transformeert volgens U(1)®@SU(2),
dat bestaat uit het foton en drie intermediaire vectorbosonen, en de kleurkracht door SU(3), met een ijkveld
dat bestaat uit 8 soorten gluonen.

In het algemeen worden de groepselementen gegeven door Pr = exp(—z'f . é), met O,, re€le constanten en
T,, operatoren (generatoren), zoals (). De commutatieregels worden gegeven door [T;,T;] = ¢ ¢;;xT%. De
k

¢ijk zijn de structuurconstanten van de groep. Voor SO(3) zijn deze constanten c;;, = &€k, waarin €;;;, de
volledig antisymmetrische tensor is met 103 = +1.

Deze constanten zun af te leiden via groeps productelementen: omdat G gesloten is, geldt:

06 T¢i® Te—i6-T=i6"T _ o=i6"T Taylorontwikkeling toepassen, en O™ 0™ -termen gelijkstellen levert

de commutatieregels op.

De groep SU(2) heeft 3 vrije parameters: vanwege de unitariteit 4 re€le condities op 4 complexe parameters,
dus 4 vrije parameters, en omdat de determinant +1 moet zijn, blijven er 3 over.

Elke unitaire matrix U is te schrijven als: U = e~*# . Hierin is H een Hermitische matrix. Verder geldt altijd:
det(U) = e~"Tr(H),

Voor elke matrix van SU(2) geldt dat Tr(H)=0. Elke Hermitische, spoorloze 2 x 2 matrix is te schrijven als
een lineaire combinatie van de 3 Pauli-matrices al Daarom zijn deze matrices een keuze voor de operatoren
van SU(2). Men kan nu schrijven: SU(2)={exp( —fw G))}

In abstracto kan men een isomorfe groep beschouwen, waarin over de operatoren 7; alleen de commutatiere-
gels bekend verondersteld worden: [Ty, T5] = T3, etc.

In de elementaire deeltjesfysica zijn de T; o.a. als de isospin operatoren op te vatten. Elementaire deeltjes wor-
den verondersteld te kunnen worden ingedeeld in isospin-multipletten, dit zijn de irreducibele representaties
van SU(2). De indeling is:
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1. Het isospin-singlet = de identieke representatie: =i =1 = T, =0
2. Het isospin-doublet = de getrouwe representatie van SU(2) op 2 X 2 matrices.

De groep SU(3) heeft 8 vrije parameters. In het algemeen: de groep SU(NV) heeft N2 — 1 vrije parameters.
De Hermitische, spoorloze operatoren zijn 3 SU(2)-subgroepen in het €3¢, €1€3 en het exe3 vlak. Dit geeft
9 matrices, die echter niet alle 9 lineair onafhankelijk zijn. Door het nemen van een lineaire combinatie komt
men tot 8 lineair onafthankelijke matrices.

0
In de Lagrangedichtheid voor de kleurkracht moet men de substitutie 7 — D— Z T; Ai
x

uitvoeren. De termen van derde en vierde orde in A die dit oplevert, geven aan dat het kleurveld wisselwerkt
met zichzelf.
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Kernfysica

14.1 Kernkrachten

De massa van een atoomkern is gegeven S B e L R R
door: 8 ﬁ 1
Mkern == Zmp + Nmn - Eﬂ‘bind/C2 T T | |
E 6r] b
De bindingsenergie per nucleon is gegeven (MeV)s5 1 : b
in het figuur hiernaast. De top ligt onge- 4k .
veer bij 58Fe, de stabielste kern. Met de 3L i
constanten oL i
ai = 15,760 MeV 1F 4
a2 = 179810 MeV 0 L L L L L L L I I I I I
as = 0711 MeV 0 40 80 120 160 200 240
as = 23,702 MeV A—
as = 34,000 MeV

en A = Z + N is in het druppel of collectieve model van de kern de bindingsenergie Fy,;,q gegeven door:

2(Z-1) (N-Z
PO

E in 2
bind _ 1A — ap A2/3 — as ) + eas A7/

o2
De oorzaak van de verschillende termen is:
1. ap: Bindingsenergie van de sterke kernkracht, bij benadering ~ A.
2. ao: Oppervlaktecorrectie: de nucleonen bij het oppervlak zijn minder gebonden.
3. as: Coulombafstoting tussen de protonen.
4. a4: Asymmetrie term: een overmaat van protonen of neutronen heeft een lagere bindingsenergie.

5. as: Paringseffect: omdat protonen en neutronen in groepjes van 2 een lagere energie hebben zijn kernen
met een even aantal protonen en/of neutronen stabieler. Er geldt:

Z even, N even: ¢ = +1, Z oneven, N oneven: € = —1.
Z even, N oneven: ¢ = 0, Z oneven, N even: ¢ = 0.

Wanneer de kernkracht in 1e benadering wordt beschouwd als het uitwisselen van virtuele pionen tussen nu-
cleonen is voor de kernkracht de Yukawapotentiaal af te leiden:

Uer) =~ 2070 (—7”)

r To

Met AE - At = h, E, = moc? en rg = cAt volgt: 7o = h/myc.

In het schillenmodel van de kern gaat men er van uit dat een nucleon zich in een gemiddeld veld van de andere
nucleonen beweegt. Verder is er nog een bijdrage van de spin-baan koppeling ~ L-S: AV}, = % (20+1)7w. Elk
(n, 1) niveau wordt dus in 2 niveaus gesplitst, met j = I+ %, waarbij de toestand met j = l—&—% de laagste energie
heeft, i.t.t. de situatie bij elektronen. Dit is een indicatie dat de L — S wisselwerking niet elektromagnetisch is.
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De energie van een 3-dimensionale harmonische oscillatoris £ = (N+3)hw. N = ng+n,+n, = 2(n—1)+1
met n > 1 is het hoofdoscillatiegetal. Omdat — < m < lenmg = j:%2 h zijn er 2(21 + 1) subtoestanden, die
onafhankelijk voor protonen en neutronen bestaan. Dit geeft aanleiding tot de zogenaamde magische getallen:
kernen waarbij alle toestanden in het buitenste niveau gevuld zijn zijn bijzonder stabiel. Dit is het geval als N

of Z € {2,8,20,28, 50,82, 126}.

14.2 De vorm van de atoomkern
Een atoomkern is in le benadering bolvormig met een straal van R = RyA'/3. Hierinis Ry ~ 1,4 -10~1°

m voor alle kernen constant. Wanneer de kernstraal met ladingsverdeling gemeten wordt, vindt men Ry ~
1,2 - 107! m. De vorm van trillende kernen kan men beschrijven met bolfuncties:

R=Ry

1+ Z alelm(ev @)]

ilm

[ = 0 geeft aanleiding tot monopoolvibraties, dichtheidsvariaties, die o.a. in de theorie van neutronenster-
ren toegepast worden. [ = 1 geeft dipoolvibraties, [ = 2 quadrupool, met az o = Bcosy en as 42 =
%\/ﬁﬁ sin~y waarin 8 de deformatiefactor is en v de vormparameter. Het multipoolmoment is gegeven door
w = Zer'Y;™(0, ). De pariteit van het elektrisch moment ITz = (—1)¢, die van het magnetisch moment is
My = (=)

Het magnetisch dipoolmoment bestaat uit 2 bijdragen: My = © [enM s = gsig.
2my, 2my

waarin gg de spin-gyromagnetische verhouding is. Voor protonen geldt g = 5,5855 en voor neutronen
gs = —3,8263. De z-componenten van het magnetisch moment worden gegeven door My, . = punm; en
Ms ., = gsunmgs. Het resulterende magnetische moment hangt samen met de kernspin I volgens M =
gI(e/Qmp)f. De z-component is dan M, = ungrm;.

14.3 Radioactief verval

Het aantal kernen dat vervalt is recht evenredig met de hoeveelheid kernen: N = —AN. Daarom geldt voor het
aantal kernen N: N(t) = No exp(—At). De halveringstijd volgt uit 71 A = In(2). De gemiddelde levensduur
van een kern is 7 = 1/\. De kans dat N kernen vervallen binnen een tijdsperiode is gegeven door een Poisson
verdeling:
ANe=A

N!
Als een kern naar meerdere eindtoestanden kan vervallen geldt: A = >_ A;. De fractie die naar toestand 4
vervaltis dus \;/ > A;. Er zijn 5 soorten natuurlijk radioactief verval:

dt

P(N)dt = Ny

1. a-verval: hierbij zendt de kern een He?* kern uit. Omdat nucleonen de neiging hebben zich in groepjes
van 2p+2n te ordenen is dit te zien als het tunnelen van een He?* kern door een potentiaalbarriere. Met
de Gamow factor G wordt de tunnelkans P gegeven door:

litude inval 1
P= w = ¢ 2% waarin G = — Qm/[V(r) — Eldr
amplitude uittree h

2. (-verval. Hierbij gaat een proton in een neutron over of omgekeerd:
pt—=n’4+ W+t =n+et+v,en n°=pt+ W~ = pt+e +7..

3. Elektronvangst: hierbij vangt een proton in de kern een elektron in (meestal uit de K-schil).

4. Spontane kernsplijting: hierbij valt een kern in meerdere delen uit elkaar.
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5. ~y-verval: hierbij zendt de kern een hoogenergetisch foton uit. De vervalconstante is:

21
)\ — P(l) E"‘/ <E"YR) ~ 1074[

hw  (he)? \ he

met [ het impulsmoment quantumgetal en P het uitgestraalde vermogen. Algemeen geldt dat de verval-
constante van elektrische multipoolmomenten groter is dan die van magnetische multipoolmomenten.
De energie van het fotonis £, = E; — Ey —Tg, met Ty = Eg / 2mec? de recoil energie, die meestal ver-

waarloosd kan worden. De pariteit van de uitgezonden straling is IT' = IT* - II/. Met I het quantumgetal
van impulsmoment van de kern, L = h+/I(I + 1), geldt de selectieregel |I; — I| < Al < |I; + I§|.

14.4 Verstrooiing en kernreacties

14.4.1 Kinetisch model

Wanneer men een bundel van intensiteit  op een trefplaat laat vallen met dichtheid n en lengte = (Rutherford-
verstrooiing) zal het aantal verstrooiingen R per tijdseenheid gelijk zijn aan R = Inzo. Hieruit volgt dat de
intensiteit van de bundel afneemt met —dl = Inodx. Dit geeft I = Iye "% = Ipe H*.

do  R(0,p)
Omdat dR = R(0, ¢)d)/4m = Inxzdo volgt: — = ———=
mdat dR = R(0, ¢)dQ/4m = Inzdo volg 9= Il
. . . . . AN do
Wanneer IV deeltjes verstrooien aan een materiaal met dichtheid n geldt: ~ = nEAQAx
do o 212262 1

Voor Coulombbotsingen geldt: —

dQ|o  8meouvd sin!(16)

14.4.2 Quantummechanisch model voor n-p verstrooiing

Uitgegaan wordt van een bundel neutronen die zich langs de z-as beweegt met golffunctie v;,, = e*** en
stroomdichtheid J;,, = U|¢inv|2 = v. Op grote afstand van het verstrooiingspunt hebben de neutronen bij
benadering een bolgolffunctie 1yerser = f(0)e* /r met f(6) de verstrooiingsamplitude. De totale golffunctie
is dan

) eikr
w = ¢inv + wverstr = ezkz + f(a) r

De deeltjesflux van de verstrooide deeltjes is v|{yerstr|? = v|f(6)|2dS2. Hieruit volgt dat o(8) = | f(6)|*. De
golffunctie van de invallende deeltjes is uit te drukken in een som van impulsmoment-golffuncties:

winv = ezk:z = Z wl
l

De botsingsparameter is gerelateerd aan het impulsmoment van het invallende deeltje via L = bp = bhk, dus
bk ~ l. Voor zeer lage energie worden alleen de deeltjes met [ = 0 verstrooid, dus

sin(kr
b=+ Y en vy = S0
1>0
in(kr + 9,
Als de potentiaal bij benadering rechthoekig is geldt: ¢, = C Sm(;;i—i_o)
r
.2 2
1 4 1
De werkzame doorsnede is dan o(6) = smkg o) dus o= /a(@)dﬂ = %(0)
R2k%/2m
V 1 ieén geldt: sin®(6p) = ———
oor zeer lage energieén geldt: sin“(dy) Wo £ W

4
met W, de diepte van de potentiaalput. Voor hogere energieén geldt: o = k—g Z sin2(5l)
1
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14.4.3 Energie en impulsbehoud bij kernreacties

Wanneer een deeltje P; botst tegen deeltje P, dat in rust is t.0.v. het laboratoriumsysteem waarbij andere
deeltjes ontstaan, dus
Pi+P— Y P
k>2
is de totale energie @ die vrijkomt of nodig is Q = (my +ma — > my)c?.
k>2

De minimale kinetische energie 7" van P in het laboratoriumsysteem om de reactie te laten verlopen is

my +mo + > my
2m2

T=-Q

Als @ < 0 is er sprake van een drempelenergie.

14.5 Stralingsdosimetrie

Radiometrische grootheden bepalen de sterkte van de stralingsbron(nen). Dosimetrische grootheden heb-
ben betrekking op de energie overdracht van straling in materie. Parameters die een relatie tussen deze 2
aangeven heten interactie parameters. De intensiteit van een bundel deeltjes in materie neemt af volgens
I(s) = Iyexp(—us). Het afremproces van een zwaar deeltje wordt volgens de Bethe-Bloch formule beschre-
ven als:

dE  ¢?

ds 02
De fluentie is gegeven door ® = dN/dA. De flux is ¢ = d®/dt. De energiefluentie is gegeven door
U = dW/dA, en de energiefluxdichtheid v = dW¥/dt. De verzwakkingscoéfficiént is gegeven door u =
(dN/N)/dx. De massieke verzwakkingscoéfficiént is gegeven door 1/ o.

De exposie X is de door straling vrijgemaakte hoeveelheid lading per massaeenheid, met eenheid C/kg. Een
oude eenheid is de Rontgen: 1R6= 2,58 - 10~* C/kg. Met de energie-absorptiecoéfficiént .z volgt:

dQ  eug
X=—=—7V
dm  Wp
waarin W de energie is die nodig is om de elementaire lading vrij te maken.

De geabsorbeerde dosis D is gegeven door D = dEgeans/dm, met eenheid Gy=J/kg. Een oude eenheid is de
rad: 1 rad=0,01 Gy. Het dosistempo is gedefinieerd als D. Men kan afleiden dat

p="Ey
0

De Kerma K is de hoeveelheid kinetische energie van secundair vrijgemaakte deeltjes die wordt vrijgemaakt
per massaeenheid van het bestraalde object.

De equivalente dosis H is een gewogen gemiddelde van de geabsorbeerde dosis per stralingssoort, waarbij per
stralingssoort het effect op biologisch materiaal als weegfactor dient. Deze weegfactoren heten de kwaliteits-
factoren. De eenheid is Sv. H = QD. Als de absorptie niet gelijkmatig is moet er tevens gemiddeld worden
met weegfactoren w per orgaan: H = > wy, Hy. Voor verschillende stralingssoorten geldt:

| Stralingstype \ Q]
Rontgen, gammastraling 1
3, elektronen, mesonen 1
Thermische neutronen 345
Snelle neutronen 10420
protonen 10
@, splijtingskernen 20




Hoofdstuk 15

Quantumveldentheorie & Deeltjesfysica

15.1 Creatie en annihilatie operatoren

Een meer deeltjes toestand wordt beschreven met een verzameling bezettingsgetallen |n1nans - - -). De vacuiimtoestand
is dus gegeven door |000 - - -). Omdat de deeltjes ononderscheidbaar zijn is dit een volledige beschrijving. De
toestanden zijn orthonormaal:

oo
<n1n2n3 T |n/1n/2ng o > = H 5"1:",'5
i=1
De tijdsathankelijke toestandsvector is gegeven door

W)= 3 Cnpmy (Dlnina )

ning---

De coéfficiénten c zijn als volgt te interpreteren: |c,,,,...|? is de kans op n; deeltjes met impuls k1, no deeltjes
metimpuls ko, etc., en (U (t)|¥(¢)) = 3 |en, (t)|? = 1. De tijdsontwikkeling van de toestanden wordt gegeven
door de Schrédingervergelijking

.d
i V() = H[Y(t)

2

waarin H = Hy + Hi,. Hy is de Hamiltoniaan voor vrije deeltjes en laat |c,, (¢)|? constant, Hiy is de

interactie Hamiltoniaan en kan de ene ¢? laten aangroeien ten koste van anderen.

Alle operatoren die bezettingsgetallen kunnen veranderen kunnen worden uitgedrukt in de basisoperatoren a
en a'. ais de annihilatieoperator en o' de creatieoperator, en:

a(k)|mng - ng--) = Vi [nang - omg —1--)
aT(Ei)\n1n2-~~ni-~> = Vni+1|nng---n; +1--°)
vanwege de normering geldt a|0) = 0 en a(k;)al(k;)|n;) = ni|n;). aa® is dus een bezettingsgetaloperator.

De volgende commutatieregels zijn af te leiden:

—

la(k:), a(ky)] =0, [a(k),a’ (k)] =0, [a(k:),a’ (K;)] = 6,

Voor vrije spin-0 deeltjes geldt dus: Hy = 3" af (k;)a (ks ) hwy,

15.2 Klassieke en quantumvelden

Uitgegaan wordt van een reéel veld ®“(x) (complexe velden zijn te splitsen in een reéel en imaginair deel). De
Lagrange-dichtheid L is een functie van x = (&, ict) viade velden: £ = L(®(x), 0, P(x)). De lagrangiaan
is gegeven door L = [ L(z)d®z. Uitgaande van het variatieprincipe 61(2) = 0, is met de actie-integraal
I1(Q) = [ L(®%, 8, P)d*z de veldvergelijking af te leiden:

oL o oL

500 By 00, 0%)

Het geconjugeerde veld is, in analogie met de impuls in de klassieke mechanica, gedefinieerd als

. Y
I%(z) = 5%a
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Hiermee wordt de Hamiltondichtheid H (z) = II*®* — £(z).

Quantisatie van een klassiek veld gaat analoog aan quantisatie in de puntmassa mechanica: de veldfuncties
worden beschouwd als operatoren die voldoen aan bepaalde commutatieregels:

[@(), @7 (@")] =0 , (@), 17 =0, [0%(&),11°(F")] = idap(7 — ')

15.3 Het interactie beeld

Er zijn diverse equivalente formuleringen van de quantummechanica mogelijk:
1. Schrddinger beeld: tijdafhankelijke toestanden, tijdonafhankelijke operatoren.
2. Heisenberg beeld: tijdonafhankelijke toestanden, tijdafhankelijke operatoren.
3. Interactie beeld: tijdafhankelijke toestanden, tijdafhankelijke operatoren.

Het interactiebeeld kan uit het Schrodingerbeeld worden verkregen via een unitaire transformatie:
1B(t)) = e 5|B5 (1)) en O(t) = o OSe~iHo
De index S geeft hier het Schrodinger beeld weer. Hieruit volgt

.d d
Za@(t» = Hint(t)|®(2)) en Zao(t) = [O(t), Ho

15.4 Reéel scalair veld in het interactie beeld

Men kan eenvoudig afleiden dat geldt (met M := m3c?/h?)

%@(x) =TII(z) en %H(I) = (V2 = M?)®(z)
Hieruit volgt dat ® aan de Klein-Gordon vergelijking (0 — M?)® = 0 voldoet. Met de definitie k3 =

K2+ M? = w} en schrijfwijze k- % —ikot := ka is de algemene oplossing hiervan gegeven door:
1 1 N N i N SN
D(x) = — —_— (a k)e*® 4ol (k e‘“””) , (z) = — Lo (—a k)e*® +af(k e_““”)
= 75 2 g (o) (k) )= g5 2o b () (k)

De veldoperatoren bevatten een volume V, dat als normeringsfactor dient. Men kan meestal de limiet V' — oo
nemen.

Het geldt algemeen dat de term met e~*** het positieve frequentiedeel, het creatiedeel is, en dat het negatieve
frequentiedeel het annihilatiedeel is.

Omdat ¢ hermitisch is moeten de coéfficiénten elkaars hermitisch toegevoegde zijn. Omdat ® slechts één
component heeft is dit te interpreteren als een veld dat een deeltje met spin O beschrijft. Hieruit volgt dat de
commutatieregels voldoen aan [®(x), ®(a’)] = iA(x — 2’) met

Aly) = 1 /sin(k‘y)dSk

(271’)3 WE

A(y) is een oneven functie die invariant is onder eigenlijke Lorentztransformaties (geen spiegelingen). Dit is
consistent met het eerder gevonden resultaat [®(Z, t, ®(Z’,¢)] = 0. In het algemeen geldt dat A(y) = 0 buiten
de lichtkegel. Hieruit volgt dat aan het localiteitspostulaat voldaan is.

De Lagrangedichtheid is gegeven door £(®, 0, ®) = —1 (8,90, ® + m?®?). De energicoperator is gegeven
door:

H= /’H(:p)d?’x = " hwpal (k)a(k)
R
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15.5 Geladen spin-0 deeltjes, ladingsbehoud

De Lagrange dichtheid van geladen spin-0 deeltjes is gegeven door: £ = — (9,90, ®* + M2dd*).

Het theorema van Noether geeft een verband tussen een continue symmetrie van £ en een additieve behouds-
wet. Stel dat geldt £ ((®%)',9,(®%)") = L (D%, 0,D*) en dat er een continue transformatie bestaat tussen
®* en ' van de vorm: @' = & + ¢f*(®). Dan geldt

0 oL
=) =0
Oz, \ 0(0,P%)
Dit is een continuiteitsvergelijking = behoudswet. Wat er behouden is, hangt af van de symmetrie. De boven-
staande Lagrangedichtheid is invariant onder een faseverandering ® — ®e’’: een globale ijktransformatie. De
behouden grootheid is de stroomdichtheid J,(z) = —ie($d,®* — ©*0,P). Omdat deze grootheid 0 is voor

reéle velden is een complex veld nodig voor geladen deeltjes. Wanneer dit veld gequantiseerd wordt, worden
de veldoperatoren gegeven door

—

( (k)e z]“””erlf(l_c')e*“”) en ®f(z

—

d(x) (k)etk 4 b(l_c')e*“”)

- 7 )= 77 2 (o

De energie operator is gegeven door:

—

H= ka ( (F)a(k) +bT(/Z)b(/%'))
en de ladingsoperator volgt uit:

Q) =i [ n@ds = Q- Z( (Fya(F) — b ()b(F))

Hieruit volgt dat afa := N+(l; ) een bezettingsgetaloperator is voor deeltjes met positieve lading en b'b :=
N_(k) een bezettingsgetaloperator voor negatief geladen deeltjes.

15.6 Veldfuncties voor spin-% deeltjes

Spin wordt gedefinieerd aan de hand van het gedrag van de oplossingen ) van de Diracvergelijking. Voor
een scalair veld ® geldt, dat als het voldoet aan de Klein-Gordon vergelijking, dan ook het geroteerde veld
®(z) := ®(A~'z) voldoet. A staat voor 4-dimensionale draaiingen: de eigenlijke Lorentztransformaties. Dit
is te schrijven als:

i)(x) = @(x)e_iﬁ‘i met L, = —ih (muai - 6)

"0z,
Voor i < 3, v < 3 komt dit neer op rotaties, voor v = 4, i, #* 4 op Lorentztransformaties.
Een geroteerd veld 1) voldoet weer aan de Diracvergelijking als geldt: ¢(z) = D(A)y(A~'z). Dit geeft de
eis D=1y, D = Ay,v,. Men vindt: D = ¢S met S,,, = —i1hy,v,. Dus:
1//,(9:) _ efi(S'JrL)d}(x) _ eii‘]w(z)
De oplossingen van de Diracvergelijking zijn nu gegeven door
1/)(1‘) — ug: (ﬁ)e—i(ﬁfiEt)

Hierin is 7 een indicatie voor de richting van de spin, en & geeft het teken van de energie aan. Met de notatie
v"(p) = ul (—p) enu” (p) = ul,(p) is voor de inproducten van deze spinoren te schrijven:

o=\, E =N, T = E o=\,
u+(p)u+(p):M§rr’ ) uf(p)u—(p)zﬂérr’ ’ u+(p>u—(p):O
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Vanwege de factor /M is dit niet relativistisch invariant. Een Lorentz-invariant inproduct wordt gedefinieerd
door @b := a'~,b, waarin @ := a'+, een rijspinor is. Hieruit volgt:
u(plu” (P) = brpr 0" (D) = =0, w (P () =0
Combinaties van het type aa geven een 4 X 4 matrix:
Ty *WA;DA +M _ i — M
u” (pHu” = ——= O = —
> w (@) (p) Z Wi

r=1

De Lagrangedichtheid die de Diracvergelijking oplevert en de goede energienormering geeft is:
— 0
£(o) = =000 (0 g+ M) 01a)

en de stroomdichtheid is J,, (z) = —ieyy, .

15.7 Quantisatie van een spin-% veld

De algemene oplossing voor de veldoperatoren is nu:

=¥ 2 \FZ (P (7)o + d 5o (7)o )

fzfz 7)o <+ dy ()07 (7))

Hierin zijn ¢! en ¢ de creatie c.q. annihilatieoperatoren voor een elektron en d' en d de creatie c.q. annihilatie-
operatoren voor een positron. De energie operator is gegeven door

H= Z Ey Z L(0)er(B) — do(7)dl (7))
Om te voorkomen dat de energie van de positronen negatief is moeten voor de operatoren anticommutatieregels
gelden i.p.v. commutatieregels:
[er(P), CI/(ﬁ)]J,_ = [d-(p), di, (P)]+ = 0r0pp , alle andere anticommutatoren zijn 0.

De veldoperatoren voldoen aan

[Ya(2),dp()] =0, [¢a(2),dp@)] =0, [Ya(z),ds(@)] = —iSas(z — ')

met S(z) = (wai — M) A(x)

De anticommutatieregels leveren behalve de positief-definiete energie ook het Pauli principe en de Fermi-
Dirac statistiek: omdat cf.(p")cl(p) = —cl(7)cl(p) geldt: {cf(p)}? = 0. Het is blijkbaar onmogelijk om 2
elektronen te creéren met dezelfde impuls en spin toestand. Dit is het Pauli principe. Een andere manier om
dit te zien is het feit dat { N,F(7)}? = N,F(7): de bezettingsoperatoren hebben slechts eigenwaarden 0 of 1.

Om te voorkomen dat het vacuiim oo bijdragen levert aan de energie en de lading wordt het normaalproduct in-
gevoerd. De uitdrukking voor de stroomdichtheid wordt nu J,, = —ie N (1)7,,%). Dit product wordt verkregen
door:

* Schrijf alle velden uit in creatie en annihilatieoperatoren,

* laat alle termen staan waarin geen annihilatieoperatoren voorkomen, of waarin deze rechts van de crea-
tieoperatoren staan,

* in alle andere termen de factoren zodanig verwisselen dat de annihilatieoperatoren rechts komen te staan.
Bij verwisseling van 2 fermion operatoren — teken toevoegen, bij verwisseling van 2 bosonoperatoren
niet. Hierbij alle commutatoren O stellen.
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15.8 Quantisatie van het elektromagnetische veld
104, 94,

2 oz, Oz,

Er wordt uitgegaan van de Lagrange dichtheid £ =

Voor de veldoperatoren A(z) volgt nu:

T :L ; - a . em 7 eikm CLT . em 7 *e—ikz
A(x) W%\/mmz_l(m() (R )er™ + at () (i) e )

De operatoren voldoen aan [a,, (k ), ajn,(lz:' )] = Omm k. Alle andere commutatoren zijn 0. m geeft de

polarisatierichting van het foton aan: m = 1, 2 geeft transversaal gepolariseerde, m = 3 longitudinaal gepola-
riseerde en m = 4 tijdachtig gepolariseerde fotonen. Verder geldt dat

[A,(x), Ay (2")] =i, D(x — z') met D(y) = A(Y)|m=o

Ondanks het feit dat A4 = ¢V klassiek imaginair is wordt A4 toch als als een hermitische operator gedefinieerd
omdat het teken van de energie anders foutief wordt. Door een gewijzigde definitie van het inproduct in de
toestandsruimte worden de verwachtingswaarden voor A; 2 3(x) € IR en voor A4(z) imaginair.

Wanneer de Lorentz ijkconditie 0,A4,, = 0 op te leggen is aan deze potentialen zullen de hieruit afgeleide F
en B operatoren aan de Maxwellvergelijkingen voldoen. Dit geeft echter problemen met de commutatieregels.
Er wordt nu geeist dat slechts die toestanden toegestaan zijn waarvoor geldt dat

0AT
Elo) =0
Oz,

0A
Dit heeft tot gevolg dat: < £ > =0.
Ox,,

Hieruit volgt (as(k ) —as(k))|®) = 0. Via een lokale ijktransformatie krijgt men dan N3(k ) = 0 en Ny(k ) =
0. Dit geldt echter alleen voor vrije EM-velden: in tussentoestanden bij interacties kunnen er wel longitudinale
en tijdachtige fotonen ontstaan. Deze fotonen zijn ook verantwoordelijk voor de statische Coulombpotentiaal.

15.9 Wisselwerkende velden, S-matrix

De S(scattering)-matrix geeft een verband tussen begin en eindtoestand bij een reactie: |®(oc)) = S|P (—00)).
Wanneer de Schrodingervergelijking wordt geintegreerd:

t

B(1)) = |®(—o0)) — i / Hine (1) (11t

en storingsrekening toegepast wordt, vindt men:
S = 2) ( n!) /---/T{Hint(x1) o Hine () Y diy - dray, = 2}5(71)

Hierin staat de T-operator voor het tijdgeordend product: de factoren moeten hierin geordend worden in
toenemende tijdvolgorde van rechts naar links zodat de vroegste termen het eerst voorkomen. De S-matrix is
nu gegeven door: S;; = (D;]5|®;) = (D;|P(c0)).

De interactiehamiltondichtheid voor de wisselwerking tussen het elektromagnetische en het elektron-positron
veld is: Hing(z) = —Ju(x)Au(z) = ieN(Yy,0A,)

Wanneer dit wordt uitgeschreven als: H;ip,, = ie N ((1/)7“‘ + U )T YT (AL + A;))
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ontstaan er acht termen. Elke term correspondeert met een mogelijk proces. De term iewifyqurA; werkend

op |®) leidt tot overgangen waarin A, een foton creéert, YT een elektron annihileert en ¢ een positron
annihileert. Alleen die termen met het juiste aantal deeltjes in begin- en eindtoestand dragen bij aan een
matrixelement (®;|.S|® ;). Verder kunnen de factoren in #;y, deeltjes creéren en weer annihileren: de virtuele
deeltjes.

De uitdrukkingen voor S() bevatten nu tijdgeordende producten van normaalproducten. Dit is te schrijven als
een som van normaalproducten. De hierin nog voorkomende operatoren bevatten juist de minimale verande-
ringen die nodig zijn om van begin- naar eindtoestand te komen. De effecten van de virtuele deeltjes zitten nu
in de (anti)commutatorfuncties. Enkele tijdgeordende producten zijn:

T{0(x)®(y)}
T {¢a(@)bs() |
T {Au(2) Ay ()}

Hierin is S¥ (z) = (v,0,, — M)AF (2), D¥ (2) = A¥(z)|;m—0 en

1 ikx
/e A3k alsxzg >0

N{®(2)2(y)} + 3A%(z —y)
N {¢a(@)b() } - 185z — 1)
N {Au(@) Ay ()} + 38, Dk, (@ — 1)

@2m)3 ) wg
AF(z) =
1 efika: 3
1
(27T)3/ o d’k alsxy <0

De term 1 AF (2 — y) noemt men ook wel de contractie van () en ®(y), en is de verwachtingswaarde van het
tijdgeordend product in de vacuiimtoestand. Het theorema van Wick geeft een uitdrukking voor het tijdgeor-
dend product van een willekeurig aantal veldoperatoren. De grafische voorstelling van deze processen noemt
men Feynmandiagrammen. In de x-representatie bevat elk diagram een aantal processen. De contractiefuncties
kan men ook schrijven als

—2i etk —2i o VP — M
F T 4 F 1 1pT 1292 4
A" (z) = llH(l) @t / s ied kE en S%(x)= llH(l) —(2 i /e s ied p

In de uitdrukkingen voor S(?) leidt dit tot termen §(p + k — p’ — k’). Dit betekent dat er aan energie en im-
pulsbehoud voldaan is. Virtuele deeltjes hoeven echter niet aan de relatie tussen energie en impuls te voldoen.

15.10 Divergenties en renormalisatie

Hogere orde bijdragen blijken oo bijdragen op te leveren omdat van virtuele deeltjes alleen de som p+ k van de
4-impulsen vastligt. Er resteert dan een integratie over een van beide die oo is. In de z-representatie kan men
dit zien doordat het product van 2 functies die §-achtige singulariteiten bevatten niet goed gedefinieerd is. Men
lost dit op door alle divergente diagrammen te verdisconteren in een renormalisatie van e en /. Men neemt
aan dat het elektron, als er geen elektromagnetisch veld zou bestaan, een massa M en lading ey zou hebben,
# waargenomen massa M en lading e. In de Hamilton- en Lagrangedichtheid van het vrije elektron-positron
veld komt dan M voor. Dit geeft dus, met M = My + AM:

Lo—p(x) = =(2) (1,0 + Mo)¥(2) = —0(2) (7,0 + M)(z) + AMY(2)(x)
en Hiyy = ieN(E’Y,ud}AM) - Z.ASN(J’YH#)AM)'

15.11 Classificatie van elementaire deeltjes

Elementaire deeltjes zijn onder te verdelen in:

1. Hadronen: deze bestaan uit quarks, en zijn onder te verdelen in:
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1. Baryonen: deze bestaan uit 3 quarks 6f uit 3 antiquarks.
II. Mesonen: deze bestaan uit een quark én een antiquark.

2. Leptonen: e*, u*, 7%, v, v, vy, o, Uy, Uy

3. Veldquanta: ~, w*, 70, gluonen, gravitonen (?).
4. Higgs deeltje: ¢.

Een overzicht van deeltjes en de bijbehorende antideeltjes is gegeven in de volgende tabel:

| Deeltje [ spin())B L T T S C B* lading(e) mo (MeV) | antideeltje ||
u 172 13 0 12 112 0 0 0 +2/3 5 a
d 12 13 0 12 -1/2 0 0 0 -1/3 9 d
S 12 113 0 0 0 -1 0 O -1/3 175 §
c 12 1/3 0 0 0 0 1 0 +2/3 1350 4
b 12 113 0 0 0 0 0 -1 -1/3 4500 b
t 172 1/73 0 O 0 0O 0 O +2/3 173000 t
e 72 0 1 0 0 0 0 O -1 0,511 et
wo 12 0 1 0 0 0 0 O -1 105,658 ut
T 172 0 1 0 0 0O 0 O -1 1777,1 T+
Ve 12 0 1 0 0 0O 0 O 0 o Ve
vy 172 0 1 0 0 0o 0 O 0 o Uy
vy 72 0 1 0 0 0 0 O 0 0?7 U,
~y 1 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0%
gluon 1 0 0 O 0 0o o0 o 0 0 gluon
W+ 1 0O 0 O 0 0O 0 O +1 80220 W-—
Z 1 0O 0 O 0 0O 0 O 0 91187 Z
graviton 2 0 0 o0 0 0O 0 O 0 0 | graviton
Higgs 0 0 0 0 0 0 0 0 0 125350 | Higgs

Waarin B het baryongetal is en L het leptongetal. Er blijken 3 afzonderlijke leptongetallen te bestaan voor e,
w en 7, die elk behouden zijn. T is de isospin, T3 de projectie van de isospin op de 3e as, C de charmness, S
de strangeness en B* de bottomness. De antideeltjes hebben quantumgetallen met tegengesteld teken, behalve
voor de totale isospin T. De volgende tabel geeft de quarksamenstelling van verschillende hadronen en de
massa van de niet-aangeslagen toestanden in MeV:

7 | 3V2(uu+dd) 1349764 || I/ | cc 30968 >+ | dds  1197.436
at ud 139,56995 || T bb  9460,37 = uss 13149
T du 139,56995 || pt | uud 93827231 || £ iss 13149
K sd 497,672 p~ | mud 93827231 || == | dss 132132
K ds 497,672 n® | udd 93956563 || =t | dss 1321,32
Kt us 493,677 a° |add 939,56563 || @~ | sss  1672,45
K- ST 493,677 A | uds 1115684 Qt | 555 167245
Dt cd 1869,4 A | uds 1115,684 AF | udc 22851
D~ de 1869,4 ¥t | uus 1189,37 A%~ | @ua 12320
DY cu 1864,6 >- | wus 118937 At | wuu 12320
DY uc 1864,6 Y0 | uds 1192,55 At | uud 12320
F+ cs 1969,0 ¥ | wds 119255 A% | udd 12320
F~ sC 1969,0 Y~ | dds 1197,436 A~ | ddd 12320

Verder kan elke quark nog in 2 spintoestanden voorkomen. Mesonen zijn dus bosonen met spin O of 1 in
de grondtoestand. Baryonen zijn fermionen met spin % of % in de grondtoestand. Sommige aangeslagen
toestanden hebben een hogere interne L. Neutrino’s hebben altijd een heliciteit van —% terwijl de heliciteit

van antineutrino’s altijd +% is.

De quantumgetallen zijn aan behoudswetten onderhevig. Deze zijn met het theorema van Noether af te leiden
uit symmetrieén in de Lagrangedichtheid: continue symmetrieén leiden tot additieve behoudswetten, discrete
symmetrieén tot multiplicatieve behoudswetten.
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De geometrische behoudswetten zijn invariant onder Lorentztransformaties én de CPT-operatie:

1. Massa/energie, vanwege de invariantie van natuurwetten onder translatie in de tijd.
2. Impuls, vanwege de invariantie van natuurwetten onder translatie.

3. Impulsmoment, vanwege de invariantie van natuurwetten onder rotatie.
De dynamische behoudswetten zijn invariant onder de CPT-operatie:

1. Elektrische lading, vanwege de invariantie van de Maxwellvergelijkingen onder ijktransformaties.
2. Kleurlading is behouden.

3. Isospin, vanwege de invariantie van de QCD bij rotaties in de T-ruimte.

4

. Baryongetal en leptongetal zijn behouden, maar niet onder een eventuele SU(5) symmetrie van natuur-
wetten.

5. Quarksmaak is alleen onder de interacties van de QCD behouden.

6. Pariteit, maar de pariteit is niet behouden onder de interacties van de zwakke wisselwerking.

De elementaire deeltjes zijn in 3 generaties onder te verdelen:

leptonen | quarks | antileptonen | antiquarks
le generatie e~ d et d
Ve u Ve u
2e generatie wo s ut B
Vy c vy, 9
3e generatie T~ b Tt b
v, t v, t

De quarks komen weer voor in elk 3 kleuren, maar vanwege confinement zijn die niet los waar te nemen. De
kleurkracht neemt niet af met de afstand. Wanneer men een (anti)quark los probeert te maken uit een hadron
zal op een gegeven moment de potentiéle energie hoog genoeg zijn om een quark-antiquark paar te cregeren.
Het resultaat zijn 2 hadronen i.p.v. een hadron en een los (anti)quark.

15.12 P en CP-schending

Het blijkt dat onder de zwakke wisselwerking de P-symmetrie, en zelfs de CP-symmetrie niet behouden is.
Enkele processen waarbij de P symmetrie niet behouden is, maar de combinatie CP wél, zijn:

1. p-verval: p~ — e~ + v, + V. Linkshandige elektronen komen meer dan 1000x zo vaak voor als
rechtshandige.

2. j-verval van spingepolariseerd °°Co: 5°Co —%° Ni+ e~ + 7. Er ontstaan meer elektronen met de spin
parallel aan het Co dan antiparallel: (parallel—antiparallel)/(totaal)=20%.

3. Eris geen verband met het neutrino: het verval van het A deeltje via: A — p* +7~en A — n® + 7°
vertoont dit effect ook.

De CP-symmetrie blijkt niet behouden bij het verval van neutrale Kaonen. Dit zijn de laagst mogelijke toe-
standen die een s-quark bevatten en kunnen dus alleen zwak vervallen. Er geldt: C|K®) = 7|K%) met 7 een
fasefactor. Verder is P|K®) = —|K°) omdat K° en KO intrinsieke pariteit —1 hebben. Hieruit volgt dat K° en
KO géén eigentoestanden van CP zijn: CP|K®) = |K?). De lineaire combinaties

IKD) == 5V2(K) +[K9)) en [K3) := 3V2(K°) — [K))

zijn wel eigentoestanden van CP: CP|K?) = +|K?) en CP[K9) = —|K3). Bij het beschrijven van zwakke
processen is een basis van K{ en K handig. Voor kleurinteracties is een basis van K® en K handig omdat
dan aantal u—aantal T constant is. Bij zwak verval dient men het expansiepostulaat toe te passen:

K?) = 5((KY[K") + (K3|K?))
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De kans op een eindtoestand met CP= —1 is | (K3|K°) |2, de kans op CP=+1 verval is 3| (K9|K?) |2,

De relatie tussen de massa eigenwaarden van de quarks (ongeaccentueerd) en de velden die in de zwakke
stromen voorkomen (geaccentueerd) is (u’, ¢, t') = (u, ¢, t), en:

d 0 0 0 0 cosf; sinf; O
s’ = cosfly  sinfs 1 0 —sinf; cosf; O
v —sinfy  cosfy 0 ¢ 0 0 1

0 0
cosfl3  sinfs
—sinf3 cosf;

Tt mw Q O O~

1
0
0
1
0
0

Hierin is 6 = 0¢ de Cabibbo hoek: sin(0¢) =~ 0,23 + 0, 01.

15.13 Het standaardmodel

Wanneer men de Lagrangedichtheid die een veld beschrijft invariant wil maken voor lokale ijktransformaties
uit een bepaalde groep dient men hierin de transformatie
0 D 0 g

oz, ' Dz, 0z, 'h

Li AL

uit te voeren. Hierin zijn L; de generatoren van de ijkgroep (de “ladingen”) en Aﬁ de ijkvelden. g is de
betreffende koppelingsconstante. De Lagrangedichtheid voor een scalair veld is dan gegeven door
F& FHv

L=—-3(D,®* D" + M*®*®) — 1 F}i, F}

waarin de veldtensoren gegeven zijn door: F%, = 0, A% — 8, A% + gcft AL AT

15.13.1 De elektrozwakke theorie

De elektrozwakke interactie wordt veroorzaakt door de noodzaak de Lagrangedichtheid invariant te maken
onder lokale ijktransformaties van de groep SU(2)®@U(1). Omdat de zwakke wisselwerking de pariteit niet be-
houdt worden linkshandige en rechtshandige spintoestanden van de leptonen verschillend behandeld. Wanneer
een vijfde Dirac matrix gedefinieerd is door:

00 1 0
0 0 0 1
V5 = V1727374 = — 100 0
01 0 O

zijn de links- en rechtshandige oplossingen van de Diracvergelijking voor neutrino’s gegeven door:

Y, =2(147)¢ en Yr =1(1—5)0

Het blijkt dat neutrino’s altijd linkshandig zijn en antineutrino’s altijd rechtshandig. De hyperlading Y, voor
quarks gegeven door Y = B+ S + C + B* + T, is gedefinieerd door:

Q:%Y-i-Tg

dan geldt [Y, Ty| = 0. Als symmetriegroep neemt men nu de groep U(1)y ®SU(2)r, waarvan de generatoren
commuteren. De multipletten van deze groep worden ingedeeld als volgt:

eg | Yer € | ur di, |ur | dr
T|o| 1 L lolo
Tl o |y -1[1 1|00
vl-e| o |3 4]
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Men koppelt nu 1 veld B,,(x) aan ijkgroep U(1) en 3 ijkvelden /Yu(sc) aan ijkgroep SU(2). De totale Lagran-
gedichtheid (minus de veldtermen) voor het elektron-fermionveld wordt nu:

_ Py 9r 1 1.9 Yre,L
Lorz = —(Yver,Yer)y" (6# - zﬁA# (50) — §ZEB;L : (—1)> < Yer, ) -
— 5 1 g
weR'Y (au - Z(Q)B;L> YeR
Hierin zijn %c? de generatoren van de isospin 7" en —1 en —2 zijn de generatoren van Y.

15.13.2 Spontane symmetriebreking: het Higgs mechanisme

In het bovenstaande zijn de leptonen en veldquanta alle massaloos. Zij krijgen hun massa (waarschijnlijk)
via het mechanisme van spontane symmetriebreking. Dit houdt in dat de dynamische vergelijkingen van een
systeem een symmetrie bezitten die de grondtoestand van dat systeem niet vertoont. Men veronderstelt dat
er een isospin-doublet van scalaire velden ® bestaat met elektrische ladingen +1 en 0 en potentiaal V (®) =
—p2®*® + \(®*®)2. Hun antideeltjes hebben ladingen —1 en 0. Verder zijn de extra termen in £ die hiermee
corresponderen, Ly = (D, ®)*(Df®) — V(®), globaal U(1)®SU(2) symmetrisch. De toestand met de
laagste energie correspondeert dus met de toestand dat ®*(2)®(x) = v = p?/2\ =constant. Het veld kan
dan worden geschreven (w™ en z zijn weg te transformeren Nambu-Goldstone bosonen en My = 1V/2) als:

®= ( ZZ ) = ( (v+¢if:z)/\@ ) en {0]2[0) = ( v/Oﬂ )

Door deze verwachtingswaarde # 0 wordt wel de SU(2) symmetrie maar niet de U(1) symmetrie gebroken.
Wanneer de ijkvelden in de nu ontstane Lagrangedichtheid worden ontkoppeld volgt:

W, = IV2(AL+iA2) , W = LV2(AL —iA?)
gA3 —g'B .

Z, = ﬁzAiCOS(GW)*BHSIH(QW)
/A3_|_ B

A, = 92T 9k = A} sin(fw) + By, cos(Ow)

waarin Oy de Weinberg hoek heet, waarvoor geldt sin? (fw) = 0,255 £ 0,010. Uit de overblijvende termen
volgt voor de massa’s van de veldquanta: My, = %vg en Mz = %v\/ g% + g2, terwijl voor de elementaire

/
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——— = ¢’ cos(bw) = gsin(Ow)

/92 + 9/2
Experimenteel vindt men dat My, = 80,22 + 0,26 GeV/c? en Mz = 91,187 £ 0,007 GeV/c?. Volgens de
elektrozwakke theorie zou dit moeten zijn My, = 83,0 £ 0,24 GeV/c? en My = 93,8 + 2,0 GeV/c?.

lading geldt: e =

15.13.3 De quantumchromodynamica

De wisselwerking tussen gekleurde deeltjes wordt veroorzaakt doordat de Lagrangedichtheid invariant is onder
de SU(3) transformaties van de kleurwisselwerking. Men kan nu twee soorten deeltjes onderscheiden:

1. “Witte” deeltjes: deze hebben geen kleurlading, de generator T =0.
2. “Gekleurde” deeltjes: de generatoren T zijn 8 3 x 3 matrices. Er zijn 3 kleuren en 3 antikleuren.
De Lagrangedichtheid voor gekleurde deeltjes is gegeven door
Lacp =iY Uy D, Wy + > UpMy ¥, — 1Fe, F
k k.l

Omdat deze Lagrangedichtheid geen spinloze deeltjes bevat blijven de gluonen massaloos. Omdat de links- en
rechtshandige quarks nu tot hetzelfde multiplet behoren kan men een massaterm invoeren. Deze is in de vorm
My, = mydy, te brengen.
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15.14 Padintegralen

De tijdontwikkeling van een quantummechanisch systeem is, behalve met de Schrodingervergelijking, ook te
beschrijven met een padintegraal (Feynman):

vlal ) = [ Pt e s
waarin de F'(z', ', x, t) de waarschijnlijkheidsamplitude is om een systeem op tijdstip ¢’ in 2’ te vinden als het
op t in x was. Er geldt dat
.S
F(x' ' 2, t) = /exp (ngm]) d[z]

waarin S[z] de actie-integraal is: S[z] = [ L(x,4,t)dt. De notatie d[z] betekent dat men de integraal over
alle mogelijke paden [x] moet nemen:

/d[m] = nll_>Irolo % 1:[ 7da:(tn)

Hierin is N een normeringsconstante. Bij elk pad hoort een waarschijnlijkheidsamplitude exp(iS/h). De
klassieke limiet wordt gevonden door 45 = O te stellen: de e-macht middelt uit, behalve waar hij stationair
is. In de quantumveldentheorie wordt de kans op de overgang van een veldoperator ® (&, —oo) naar ®'(Z, c0)

gegeven door F(®(7,00), B(7, —00)) = /eXp (ZS@]) d[®]

met de actie-integraal

15.15 Unificatie en quantumgravitatie

De sterkte van de verschillende krachten varieert met de energie, en de reciproke koppelingsconstanten naderen
elkaar bij toenemende energie. Het SU(5) model voorspelt volledige unificatie van de elektromagnetische,
zwakke en kleurkrachten bij 10'°GeV. Ze voorspelt nog 12 extra X bosonen die leptonen en quarks koppelen
en die o.a. kunnen zorgen voor protonverval met als dominant kanaal pT — 7% + e, met een gemiddelde
levensduur van het proton van 103! jaar. Dit model is experimenteel achterhaald.

Supersymmetrische modellen veronderstellen een symmetrie tussen bosonen en fermionen, en voorspellen
dat de huidige deeltjes partners hebben met een spin die % verschilt. Het supersymmetrische SU(5) model
voorspelt unificatie pas bij een energie van 101GeV en een gemiddelde levensduur van het proton van 1033
jaar. De dominante vervalkanalen van protonen in deze theorie zijn pt — K* + 7, en p™ — KO+ ut.

Quantumgravitatie gaat bij deeltjesinteracties pas een rol spelen op Planck schaal, waar A\c¢ =~ Rs: mp; =
\/ hC/G =3.10Y GeV, tp) = h/mp102 = w/hG/CS = 1043 sec en rp] = Ctp) ~ 1035 m.
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Astrofysica

16.1 Afstandsbepaling

Voor afstandsbepaling in de nabije ruimte wordt de parallax het meest gebruikt. De parallax is het halve hoek-
verschil tussen 2 metingen van de positie van een object vanuit verschillende punten. Wanneer de jaarparallax
pis geldt voor de afstand R: R = a/ sin(p), waarin a de straal van de aardbaan is. De clusterparallax gebruikt
men om de afstand van een groep sterren te bepalen d.m.v. hun beweging t.o.v. een vaste achtergrond. De
tangentiéle snelheid v, en de radiéle snelheid v, van de sterren langs de hemelbol zijn gegeven door

v =Vecos(d) , vy =Vsin(d) =wR

_5 T T T T T
waarin 6 de hoek tussen de ster en het convergentiepunt is en R de afstand in 4+ .
pc. Dit geeft met vy = v, tan(6) an-3 Type 1
vy tan (6 . " 2 r 7
R:ri()iRzi 4 L Type2 |
w p
0 -
waarin de parallax p in boogseconden is. De parallax is gegeven door | { R%‘Lyfae 1

4,74y 0,103 1 3 10 30 100

_ Pd
p vy tan () (dagen) =

met 4 de eigenbeweging van de ster in “/jaar. Een methode voor afstandsbepaling van wat verder weg
staande objecten, zoals melkwegstelsels en sterrenhopen gaat via de periode-gemiddelde lichtkracht relatie
van Cepheiden. Deze relatie is voor verschillende typen sterren weergegeven in het figuur hierboven.

16.2 Lichtsterkte en magnituden

De lichtsterkte is de totale uitgestraalde energie per tijdseenheid. De aarde ontvangt van de zon sg = 1,374
kW/m? aan energie. De lichtsterkte van de zon is dus L, = 47r?sy = 3,82 - 1026 W. De lichtsterkte van de
zon is ook gegeven door:

Lo = ATR2 / TF,dv
0

waarin mF,, de monochromatische stralingsflux is. Ter plaatse van een waarnemer is dit nog 7 f,,, met f, =
(R/7)?F, als absorptie verwaarloosd wordt. Wanneer A, de fractie van de flux is die het aardoppervlak
bereikt, R, de transmissiefactor is en ma? het oppervlak van de detector is vindt men voor de schijnbare
helderheid b:

b= ma? / f A R, dv
0

Omdat het oog logaritmisch werkt voor lichtperceptie is de magnitude m gedefinieerd als

% _ (100>%(m,2—m1) — (27512)7712—7?7,1
2
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Hieruit volgt dat my —my = 2,5-%log(by /bs), ofwel m = —2, 5-%1log(b) + C'. De schijnbare helderheid van
een ster die op 10 pc zou staan noemt men de absolute helderheid B: B/b = (#/10)%. De absolute magnitude
is dan gegeven door M = —2,5-1%10g(B) +C, ofwel: M = 5+m—5-19log(#). Wanneer rekening gehouden
wordt met een interstellaire absorptie van 10~%/pc vindt men

M =(m—4-107*)+5—5-9log(s)

Wanneer de detector alle door een object uitgestraalde straling zou meten zou men de absolute bolometrische
magnitude meten. Wanneer de bolometrische correctie BC' gegeven is door

BC =2,5]0g ontYangen energieﬁux — 9,510 ]0g J fudv
geregistreerde energieflux [ fLALR,dv

geldt: M, = My — BC met My de visuele magnitude. Verder geldt

L
My =—2,5-1og (L> +4,72
©

16.3 Straling en steratmosferen

De stralingsenergie die door een oppervlak dA stroomt is dE = I, (6, ¢) cos(6)dvdQdAdt, waarin I, de
monochromatische intensiteit [Wm~2sr~Hz~!] is. Zolang er geen sprake is van absorptie is de grootheid I,
onafhankelijk van de afstand tot de bron. Voor een zwart lichaam geldt de stralingswet van Planck, deze is
uitgedrukt in I:

c 2h? 1

2 exp(hv/kT) —1

Het stralingstransport door een laag is dan te schrijven als

dl,

% - _Il/K:l/ +,71/

Hierin is j, de emissiecoéfficiént en r,, de absorptiecoéfficiént. [ ds is de breedte van de laag. De optische

dikte 7, van de laag is gegeven door 7, = [ k,ds. Als 7, < 1 is de laag optisch dun, als 7, > 1 is de laag
optisch dik. In LTE geldt voor de steratmosfeer: j, = x, B, (T"). Dan geldt:

I(s)=1,0e"" +B,(T)(1—e"™)

16.4 Steropbouw en evolutie

De opbouw van een ster wordt beschreven door de volgende vergelijkingen:

aM() 2
g = Amet)r
dp(r) __GM(1)o(r)
dr r2
L) _ 2
o = Amo(r)e(r)r
dT'(r) 3 L(r) k() _
(dr) stral B 4 47r2 m , (Eddington), of
dT'(r) . T(r) L_l dp(r) , (convectief energietransport)
dr conv p(r) ol dr

Verder is voor sterren van het Zon-type het samenstellende plasma te beschrijven als een ideaal gas:

o(r)kT(r)

p(r) = e
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waarin 4 het gemiddelde molecuulgewicht is, dat meestal goed benaderd wordt door:

o 1
nmy  2X +3Y +1Z

/’L:

waarin X de massafractie van H is, Y de massafractie van He en Z de massafractie van de andere elementen.
Verder gelden er verbanden

k(r) = f(o(r),T(r),samenstelling) en e(r) = g(o(r), T(r), samenstelling)

Er zal convectie in de ster optreden als voldaan is aan het Schwartzschild criterium:

ary (4T
dr conv dr stral

Anders zal het energietransport via straling plaatsvinden. Voor sterren in quasi-hydrostatisch evenwicht gelden

de benaderingen r = 1R, M(r) = 1M, dM/dr = M/R, s ~ gene ~ oT* (deze laatste aanname is alleen

geldig voor hoofdreekssterren). Voor pp-ketens is ;1 =~ 5 en voor de CNO cyclus geldt 4 = 12 tot 18.
Men vindt dan L ~ M3: de massa-lichtkracht relatie. Verder volgt dan: L ~ R* ~ T&.. Dit leidt tot de

vergelijking van de hoofdreeks in het Hertzsprung-Russel diagram:

og(L) = 8 1% log(T.g) + constante

16.5 Energieproductie in sterren

De netto reactie waaruit de meeste sterren hun energie onttrekken is: 4'H — *He + 2e™ + 2v + .
Hierbij komt 26,72 MeV vrij. Deze reactie kan verlopen via twee reactieketens. De traagste, snelheidsbepa-
lende stap is vet weergegeven. De energie tussen haakjes is de energie die het neutrino meeneemt.

1. De proton-proton keten: deze kent twee takken:
1H 4+ pt = 2D + et + v, endaarna 2D + p — 3He + .
L. ppl: ®*He +2 He — 2p* + *He. Er komt 26,21 + (0,51) MeV vrij.
Il. pp2: *He + o — "Be + v
i. "Be+e~ — "Li+v,dan "Li+ p*t — 2%He + 7. 25,92 + (0,80) MeV.
ii. "Be+pt — 5B+, dan ®B + et — 2*He + 7. 19,5 + (7,2) MeV.
De beide "Be takken worden belangrijker bij hogere 7.

2. De CNO cyclus. De eerste reactieweg geeft 25,03 + (1,69) MeV, de tweede 24,74 + (1,98) MeV. De
reacties die plaatsvinden zijn hieronder weergegeven.

— N\
Va — BN+4+pt s a+'2C BN+ pt — 160 ++
150+e+_> 15N+v 120+p+J/—>13N+')/ 160+p+\]/_> 17]:;\_*_,y
14N+p+T—>15O+'y 13Nﬁ13é+e++y TF 5 "0 +et +v
N — 13C+p+¢—>14N+7 17O+p+¢—>a—|—14N

— e
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De V-operator
In cartesische coordinaten (z, y, z) geldt:
0. g 0. O, 0, O
V= gutet gyt t g% mdf =Vi=gat g et gl
< . day day da. _,, O*f Of 0°f
dva=V-i=5 -+, v V=g T a2t o

rot@=V xa= da. _ day €, + Oaz _ Oa. g, + day  Oag g
N 9y 0z ) " 0z or )Y or oy ) ~©

0 100 0o g Ug 100, 0T,
z ar r Oy 0z

da, a, 10a, Oa,
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den door de transformatie & = #(u, v, w). Dan worden de eenheidsvectoren gegeven door:

L 1oF . 10F . 10%

€y ="—7, €y ="—7—, €y = "—7—
v h1 ou ’ v h2 ov ’ v h3 ow
waarin de factoren h; zorgen voor de normering op lengte 1. Dan volgt:

Lof . 10f.  10f,

gradf = E% +h72% +h735‘7w
- 1 0
dlva = h1h2h3 (a (h2h3au) ( h’lal)) 6 (h1h2a'w)>
o 1 8(h3aw hgav hla hgaw) N
T ( v ) hshy ( T Tow )T
1 a(hgav _ hlau
hlhg 3u

2, _ 1 0 (hahs af hshy Of hihs Of
v f a h1h2h3 8u hl 8u o 8 hg 81} * e 8 h3 611)




100 Het SI eenhedenstelsel
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Basiseenheden Afgeleide eenheden met eigen naam
[ Grootheid Eenheid  Afk. | [ Grootheid | Eenheid Afk. Afleiding ||
Lengte meter m Frequentie hertz Hz s7!
Massa kilogram kg Kracht newton N kg -m -s72
Tijd seconde S Druk pascal Pa N-m~2
Therm. temp. kelvin K Energie joule ] N.-m
Elektr. stroom ampere A Vermogen watt W J.s !
Lichtsterkte candela cd Elektr. lading coulomb C A-s
Hoeveelheid stof | mol mol Elektr. spanning volt \V4 W.A-1
Elektr. capaciteit | farad F c-v!
Aanvullende eenheden Elektr. weerstand | ohm Q V.A-L
Vlakke hoek radiaal rad Elektr. geleiding siemens S AVl
Ruimtehoek sterradiaal  sr Magn. flux weber Wb V-s
Magn. inductie tesla T Wb - m~2
Inductantie henry H Wb - AL
Lichtstroom lumen Im cd - st
Verlichtingssterkte | lux Ix Im - m—2
Activiteit bequerel Bq 51
Geabs. dosis gray Gy J kgt
Dosis equivalent | sievert Sv. J-kg!
Decimale voorvoegsels
quetta Q 1030 | deci d 107!
roona R 10?7 [ centi ¢ 1072
yotta Y 10%** | milli m 1073
zetta Z  10%' | micro p 1076
exa E 10"® |nano n 107°
peta P 10'® | pico p 10712
tera T 102 | femto f 1071
giga G 10° | atto a 10718
mega M 10° | zepto z 1072
kilo k 10® |yocto y 10724
hecto h 102 |ronto r 10727
deca da 10 quecto q 10730
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