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Algebraische Vergelijkingen

De n-de graads vergelijking is van de vorm:

Po(z) = cox™ +c1a" M- e+, =0 e € Con € INT

Algemeen geldt dat P,(z) juist n nulpunten ofwel wortels heeft behorende tot €', inclusief
eventueel samenvallende nulpunten.

Tevens geldt dat als « = a+bi | a,b € IR een oplossing is van P,(z) =0, dan is a* = a — bi
een oplossing van P (z) = c¢fa™ +---+¢;, =0—

Als een n-de graads vergelijking met reéle coéfficiénten een imaginaire oplossing heeft, dan
is de complex geconjugeerde waarde ook een oplossing van de vergelijking.

Elk polynoom P, (z) kan op 1 unieke wijze ontbonden worden in een produkt van de vorm:

’Pn(:r):co(x—ml)(x—xg)...(x—xn)]xEC‘

Hierin zijn x1, x9, ..., x, de wortels van de corresponderende vergelijking P, (z) = 0.
Als er meervoudige wortels zijn, dan geldt:

’Pn(l‘):Co(l’—l‘l)ml(l'—l‘g)mQ...(:L‘—ZL’l)ml |m1+m2+---+ml:n‘

Hierin is [ het aantal nulpunten die onderling van elkaar verschillen.

de vergelijking P, (x) = 0 is te schrijven als: co(z — z1)(z — z2) ... (z —x,) =0 &
co[r" — (1 +xo+- - A a2 M (mzot T3t ATy 1) 22— (=)o 2] = 0
Vergelijking van de coéfficiénten met ¢,z 4+ ¢z ! + -+ 4+ ¢, = 0 geeft:

c1 = —co(x1 + 22+ -+ p)

co = co(x122 + X123 + - - + Tp_1Tp) N

r1+a2+- -+, =—ci/co
T1To + T1T3 + -+ + Tpo1Ty = c2/Co

De 1-ste graads - ofwel lineaire vergelijking is van de vorm:

’ax+b=0|a,b,w€@‘

Voor de oplossing geldt:

r1 = ——
a

De 2-de graads - ofwel kwadratische vergelijking is van de vorm:

ar? +br+c=0|a,bc,zeC




) (2 b c) ( b>2 b c]
ar"+br+c=alx”+-x+—-)=al|lx+ —7—1-— &
a a 2a a
B/ N
am2+b$+c:a<x+b b 4ac> (m b+ b 4ac>
2a
o —b—Vb? —dac
L 2a
. —b+ Vb — 4ac
2:
2a

Voor a, b, c € IR wordt de discriminant A gedefinieerd als:
A = b? — dac

A >0 = x1,xs zijn reéel met x1 # xo
A=0 = xz1 = x9 en redel
A <0 = =z, zijn complex resp. complex geconjugeerd.

Voor de som en het produkt van x; en zo geldt:

b
T1+x2=—— N 1202 = —
a

De 3-de graads - ofwel kubieke vergelijking is van de vorm:

ard +bx? +cxr+d=0]a,bcdxecC

b\3 b 2 3
Substitutie van (:C + ) 3, b o b b

<+b>3+ c b2

T -2

3a a 3a
3a a 3a? 3a a 3a2 27a3)

c

Stel: z = :1:+£/\ = A _§*£+2b5
N 30 PTG T G T 32 T o7

Substitutie van z = u + v geeft: u? + v3 + (3uv + p)(u +v) + ¢ =0

— 23 +pz+q=0|p,qz€C

w43 +q=0

Opdat u 4+ v een wortel is van 23 + pz + ¢ = 0 moet gelden: { Suv +p = 0

ud + 3 = —q
uv:f%p

3.3 — _
Als u en v voldoen aan uv = —%p, dan geldt: u3v? = —2—17p3 — { wot =4

b d
in 3 + —2% + Ex+ — =0 geeft:
a a a

%



u? en v3 zijn wortels van de vergelijking t? + ¢t — 2—17p3 =0, met A =¢>+ Q%p?’ —

ud = 3(—q+ VA) AP = §(—q - VA)

Stel: « en 3 is een willekeurige wortel van 3(—q + vA) resp. 3(—q — VA) —
$(—=1+/3i)aen §(—1—+/3i)a zijn de 2 andere wortels van 3(—g+v/A) resp. 3(—1++/3i)3
en 3(—1—+/3i)B zijn de 2 andere wortels van 3(—qg —V/A), waarbij 8 die wortel is waarvoor
geldt: af = —%p — 21 = a + [ is een wortel van 23 4+ pz + ¢ = 0.
F(-1+V3i)ai(-1-V3i)B=0aB —

2= 5(-14+V3i)a+ 3(-1 = V3i)f = —3(a + 8) + 5V3(a — )i
$(-1-VBi)ai(-1+V3i)B=0aB —

2= 1(—1— V3i)a+ 5(—1+3i)8 = —L(a + §) — 1V3(a - B)i

Uit z = z — (b/3a) volgt dan:

$1=—3%+(04+5)
vy =~ Mo+ B) + 13— B
vy =~ Ho+5) - 13— B

De 3 wortels zijn te schrijven in de vorm van de Formule van Cardano:

3 3

De discriminant A volgt uit de vergelijking t? + qt — 2—171)3 =0:
2 3
d bc 20° c b
A=@+Ltpd=(-- =5 +— Al--5) =
¢+ P a 3a? + 27a3 to a 3a?

dj B 2bed N 4h3d _ b2c? n 4¢3
a?  3a?2  27a* 27a* 2743

A =

A >0 = xq reéel en x9, x3 complex geconjugeerd.
A =0 = 1z reéel en z9 = x3 reéel.
A <0 = x1,x9,x3 verschillend en reéel.

Voor de som en het produkt van x1,x2,x3 geldt:

b c
T+ T2 +x3 = —a N T1x9 + 2123 + T3 = E N T1xoT3 = —a

De 4-de graads vergelijking is van de vorm:

ar* + b3 +cx’ +dr+e=0|a,bc,de,xcC

Als 2% + (b/a)x® + (c/a)z? + (d/a)z + (e/a) een volkomen kwadraat zou zijn, dan zou ze te
schrijven zijn als (z® + (b/2a)z + $0)% —



b 2 b2 c b\ d e
2 1 2 142
T+ —x+A] = (A +———|2*+|——=)z+ |\ ——
< 2a 2 ) ( 4a? a) <2a a> (4 a)

Het rechterlid is een volkomen kwadraat als geldt:
b d\? ¥ o oc e
A=(=——) 42+ -5—= 1)\2—>:0
(2a a) < +4a2 a) (4 a -

Resolvente van Ferrari: \° — E)\Q + ( — ) A — {
a

Stel: A1 is een wortel van de Resolvente van Ferrari —

b 2 b% — 4dac bA d

2 1 2 1

— 5A =M+ — -_— = =

<:1; +2x+2 1) <1+ 3 )x +(2 )x+

v? — dac b\ d 5 b ) 1. e
)\1+4a2_0:>2a_a_0_>(x *m“”) I

Stel: /322 — (e/a) = tw —

b
2 1 _
x —|——2ax—|—§)\1:|:w—0

b2 — dac b 2 b2 — dac (A —2d)a  \?
e o e ) - (e F ) |
L+ 4a? 75Oj<x+2a:€+2l <1+ 4a? ) x+4a2)\1+b2—4ac

(bA1 — 2d)a >
4a2 )\ + b2 — 4ac

Stel: \/Al + (b2 — 4ac) /4a?] = £x — 22 + %l‘ + 3M = £x (:L‘ +

b (b)\l — 2d)a >
2 1
o (Qa X) . (2 ! X4a2)\1 + b2 — 4ac

Een wederkerige vergelijking van de n-de graad is een algebraische vergelijking waarvoor
geldt:

2P (i) — AP(z) | 7 € C\{O}, A = +1

Als A = 1 resp. A = —1, dan is de vergelijking van de 1-ste soort resp. van de 2-de soort.
Elke wederkerige vergelijking is te herleiden tot het type van de 1-ste soort en van een even
graad.

Stel: cox2p+clx2p_1+'~+cpxp+-~+cl:z—|—co:0 |peIN —

C1 Co

:L‘pfl—l_ﬁ:()@

1 1 1
co <a:p+$p>+61 (a:p +xp_l>+~-+cp_1 (m+x>+cp:0

4
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Elke term van de vorm ¥ 4 (1/2%) is te schrijven als een veelterm van de k-de graad in x:
1 k(k—3 k(k—4)(k—5

P N ( )zk"l— ( )( )Zk—6
xk 2! 3!

(—1)7k(k—j—1)(k—j—2)--(k—2j +1)

J!

CozP +C12P 1+ + Cp12+Cp =0

Bij elke wortel « van deze vergelijking horen 2 wortels van de gegeven wederkerige vergelijking

die volgen uit = + (1/2) = a, ofwel 22 —az +1=0— 215 = (e £ Va2 — 4)

k2

Een binomiaalvergelijking is van de vorm:

ar’ +bx? =01 a,byr € C,pe INt,q€ IN,p > q

b b
aa:p—i-bxq:aa:q(xp_q—l—>:0—>azq:0\/x”_q+:O—>x:O
a a

Stel: p—g=n— 2" = —b/a = p(cosO +isinO) —
( O+2kr . O+2knm
Tp41 = ¥p | cOS ——— +isin ————

) ‘ k=0,1,2,....n—1
n
Een stelsel van n lineaire vergelijkingen met n onbekenden is van de vorm:

a11xr1 + a1are + - + a1pTy = by

a1 a1n
Als de cofactordeterminant A, =| © | # 0, dan worden de oplossingen gegeven
an1 Qnn
door de Regel van Cramer:
A,
xj = A
Hierin volgt A, uit A,, door de j-de kolom te vervangen door by, ..., b,.



Differentiaal- en Integraalrekening

De verz. van de natuurlijke getallen IN bestaat uit nul en de pos. gehele getallen:
IN=0,1,2,...

De verz. van de gehele getallen ZZ bestaat uit nul en alle pos. - en neg. gehele getallen:
Z=...,—2,-1,0,1,2,...

De verz. van de rationele getallen @ bestaat uit nul en alle pos. en neg. gehele - en
gebroken getallen: Q= p/q | p,q € Z,q # 0

De verz. van de reéle getallen IR bestaat alle getallen die @ vormen en de irrationale
getallen, die bestaan uit de algebraische getallen, dit zijn de getallen die een wortel zijn
van een algebraische vergelijking, en de trancendente getallen, dit zijn alle getallen die
niet algebraisch zijn. Er geldt dus:

JNch@clR\

Voor de reéle getallen geldt:

a+b=>b+a

ab = ba

a(be) = (ab)c
a(b+c) =ab+ ac

De binomiaalcoéfficiént <a> wordt gedefinieerd als:

b

n n n!
(k:) B (n—k) ~ kl(n— k)

Voor de ontwikkeling van (a + )" | n € INt geldt het Binomium van Newton:

n,k € IN,k<n

nelINt

(a+b)"= 2”: (Z) a™kpk

k=0

Een functie f(z) van een verz. V naar W is een voorschrift waarbij aan elk element van
het domein V' op eenduidige wijze 1 element van het bereik van W wordt toegevoegd: f(x) :
VW

Een functie f(x) gedefinieerd in een gereduceerde omgeving van a heeft voor £ — a de limiet
L, als er bij elke ¢ > 0 een § > 0 bestaat zo, dat |f(z) — L| < e als 0 < |z —a| < 9.

Insluitstelling: Als in een gereduceerde omgeving van a g(z) < f(z) < h(z) en il_r}r}l g(x) =
L en li_r)n h(z) = L, dan geldt tevens dat liLn f(x)=L.
x a r—a

Een functie f(x) gedefinieerd in een omgeving van a is continu in x = a als geldt:

lim f(x) = f(a)

Stelling van Weierstrasz: Als een functie f(x) op [a,b] continu is met f(a) < 0 en
f(b) > 0, dan is er minstens 1 punt ¢ €< a,b > zo, dat

f(e) =0.




Tussenwaardestelling: Als een functie f(x) op [a,b] continu is met f(a) = A, f(b) = B,
dan is er minstens 1 punt ¢ €< a,b > zo, dat f(c) = C.

Het differentiaalquotiént f’(a) van een functie f(z) in x = a wordt gedefinieerd door:

f%w—(@ﬁﬁm—]mlAy_lﬂlﬂa+A@—fw>

—~ =1
dz Az—0 Az Az—0 Az

Substitutie van a + Ax = x geeft:

@) — 1im 1)@

Az—0 Tr—a

Als een functie f(x) differentieerbaar is in x = a, dan is deze continu in x = a.

Een functie f(x) is alleen dan differentieerbaar in = a als er in een omgeving van a een
functie ¢ bestaat welke continu in a is zo, dat f(z) — f(a) = (x — a)¢(z).

Als f(z) in elk punt differentieerbaar is, dan wordt de afgeleide functie f'(z) gedefinieerd
als:

& St A @)

= — = 11m
dr  Az—0 Ax

f'(z) = Do f ()

Als n € INT, dan geldt voor de n-de afgeleide functie:

arf o SO (@4 Az) — f D ()
= — = lim
dz™  Az—0 Ax

F™ ()

Voor de afgeleide functie van de som, het verschil, produkt en quotiént van u(z) en v(x)
geldt:

D {u(z) £ v(z)} = Dyu(z) £ Dyv(x)
D {u(z)v(z)} = v(z)Dyu(x) + u(x)Dyv(x)

D, {u(x) } v(z)Dyu(z) — u(x)Dyv(x)

v?(z)

D{ui(z)uz(z) ... un(s)} = {Dyur(x) fua(z) ... up(z)4ui (2){ DUz (x) Yus(z) . . . up(z)+. .. +

k=1 k=1 k=1 up(x)
() = ug(x) = ... = up(z) = u(x) = Dyu™(z) = u"(z) {Dzu(x) ey Dzu(:n)} -
' ’ u(x) e




Substitutie van u(x) = x geeft:

Dyx™ =na™ 1 |nelR

Voor de afgeleide functie van de samengestelde functie z = g(y) | y = f(z) geldt de
Kettingregel:

dz _dg(y) df(x)

dv dy dx

. flth) = f(z) _ flz+h)— f(z)
o h = fl@) = h

Af(z) = f(x+h)— f(z) =hf'(z) +ech —
’Af(x) = f'(z)Ax +5Ax‘

=f(z)+e|h—>0=ec—0—

De differentiaal df (z) van f(z) wordt gedefinieerd als:

df () = ['(x)Ax|

flz)=2z= Az =dzr —

|df (x) = f'(2)da ]

Als bij elk element van het bereik precies 1 element van het domein hoort, dan is f?(z) de
inverse functie van f(z). Er geldt dan:

Fr{f(@)) =@
FI™ ()} =y

Als f(x) continu is en monotoon stijgt resp. daalt, dan is f"V(z) ook continu en stijgt resp.
daalt monotoon.

Als f(z) differentieerbaar is in & = ¢ en een inverse functie ¢ bezit met f’(c) # 0, dan is ¢
differentieerbaar in y = f(c) = C. Er geldt dan:

(d‘P> (df) e oAy
dy ) y—c \dx ) 41— dy dz

. . . :
Stel: y = sinz — % _ sin(x + Az) —sinz _ 2sin 5 Az cos(x + 5Ax) -
Ar Az Az

Ay sin%Aw

A
Ay = Az cos(z + 1Az) — AI;IEO A—i = cos x; analoog voor D, cosx

en D, cosecz uit :

. sinx ) ST .
D, tan x volgt uit ——, D, cot x uit , Dy secx uit
cos x x

cosx sinx
D, sinx = cosx D,cosx = —sinx
1

D, tanx = 3 Dycotr=———

COS* x sin“ x1

sinx CcCosST
D, secx = — D, cosecx = ————

COS* X sin® x




D,sinz = cosz =sin(z + i7) — D2sinz = —sinz = sin(z + 2.37) —
D3sinx = — cosx = sin(z + 3.%%) ...; analoog voor D cosx —

Dl'sinz = sin(z + nm)

Dl cosz = cos(z + inm)

Dye®sinz = e*(sinz + cosz) = V2e%sin(z + t7) —
DZsinz = v2e{sin(z + im) + cos(z + im)} = (V2)%e%cosz = (V2)%e®sin(z + 2.37) .. ;
analoog voor D7e” cosz —

Dle®sinz = (V2)"e® sin(z + nm)
Dle® cosz = (V2)"e® cos(z + nm)

Een functie heet f(x) stijgend in x als er een omgeving 2 van zy bestaat zo, dat geldt:

v > 0= f(@) > flwo) Aa <20 = [(z) < flao) | @ €O, ofwel: als L =IO g,
T — X0
Als f(z) monotoon stijgend en differentieerbaar is, dan is f’(z) > 0.
f(z)=sinz |z € [-im, i7] = fzim’(x) = arcsinz | x € [—1,1]
f(x) =cosx | x € [0, 7] = f"(x)=arccosz | x € [-1,1]
f(z) =tanz |z €< —Jm,3m> = f"(z) =arctanz | z € IR
f(z) =cotx | z €< 0,7 > = f"(z) = arccotz | x € IR
y Y
; arcsinx
7™ o
/ g arctan z
0 & Ao Tz
e 1l -3
Y Y
it =
N 21605 E _‘N
2 2 M&
I T e Tz

Enige cyclometrische betrekkingen zijn:

arcsin(—x) = — arcsinz
arccos(—x) = T — arccos x
arcsin x + arccosz = %71’
arctan(—z) = — arctan x
arccot(—xz) = m — arccot x

arctan x + arccot r = %7‘(‘




1 1
= ——; uit 2 = siny volgt cosy = V1 — 22; analoge
dz/dy cosy
afleidingen gelden voor de overige cyclometrische functies:

Stel: y = arcsinz — ¢/ =

D i !
aresing = ——
* V1—2z2
1
D, arccost = ———
* V1—22
1
D, arctanx = a2
D t L
arccotr = ———
v 1+ 22
D 1
arcsecr = ———
’ vz —1
1
D, arccosecr = ————
zvzx? -1

Een primitieve functie F(z) van een functie f(z) is een functie waarvoor geldt:

De onbepaalde integraal van f(z) naar  wordt nu gedefinieerd als:

[ f@)de = P@) +C | F@) = f(a)

Uit de afgeleide van de elementaire functies volgt de onbepaalde integraal:

xn+1
/:E"dx: +C
n—+1

/sinxdm = —cosz+C

n e R\ —1

/cosxdw =sinz +C

d
/ v =tanx + C

cos? x
dx

/,2 = —cotz +C
sin” z
sinx

/ 5 dr =secx +C
cos? x

Ccos T
/ 5 dx = cosecx + C'

sin“ x
/d:p arcsi +C arccosx + C
= arcsinx = —ar T
V1— 22
dzx
14 22

/ dx
xvVz? —1

= arctanz + C = —arccotz + C

= arcsecx + C = — arccosecz + C

10



Hoofdstelling van de integraalrekening: De afgeleide functie van een onbepaalde inte-
graal met continue integrand naar de bovengrens is gelijk aan de integrand als functie van
die bovengrens:

1) = [ f(0)dt = I'(@) = f ()

Als F(z) een primitieve van f(x) is, dan geldt dus: I'(z) = F'(z) — I(x) — F(z) = C
Stel: z =a — I(a) — F(a) =C < C = —F(a)

Stel: #=b— I(b) — F(b) = —F(a) =

S—

ft)dt —

b
[ 10t = (FOL: = F) = Fla)

Figenschappen van bepaalde integralen:

b b b
J @) £ g = A [ f@)datp [ gla)d | Ape 7

a

/bf(x)dx:—/f(:c)d$

b
/f@ﬂxzjf@ﬂx+/f@ﬂx
a a b

De functie de natuurlijke logaritme z — Inx wordt gedefinieerd als:

Fdt
/—zln:p
t
1

Eigenschappen van de logaritmische functie zijn:

x>0

Inab=Ina-+1Inbd

ln% =Ina—1nb

Ina" =nlna | nelIN

xo >x1 > 0= x2/21 >1— In(z2/21) >0 = Inzy —lnx; >0—
De logaritmische functie is monotoon stijgend.

Stel: 2" < x < 2" 5 nIn2<Inz — lim Inz = 0o

r—r00
1 ) . 1 :
Stel: = - —limlnz=IlimIn- =— lim Int = -
t z10 t—00 t—o00

11



X X
1 dt 1
t>1:>¥<1—>/7</dt:x—1:>1nx<xvoora:>1,0fwel:O<—nx<1—>
T
1 1

mi_ln(ﬁ)Z 2 Inyz 2

0< = = —" < — —
x V)2 V. Voo oz
lim 2%
T—00
1 1. 1 Int
M:x:fﬁlimwlnx:hmflnf:limn——>
t x}0 t—oo t t t—o0

limxlnz =0
zl0

1
Stel: z = y'/® |a€ IRT = lim2%Inx = limylny'/* = ~limylny —
zl0 yJ0 a z|0

limz®lnz=0|a€ IR"
z]0

InPz  /Inz\? (p In 2%/P p_ P\’ Inz/?\”
ze  \zo/p) \a zp \a 2a/p

Inz%/2\"” Iny\? Iny\?
Stel: 2% — y -5 Tim () _ lim (ny) :(nm ﬂy) -0

T—00 xa/P Yy—r00 y—oo y

peIR,ac IR'

. InPzx
lim
r—o00 @

:0’19611%,a€lR+

P

Stel: Inz =y — lim v 0; substitutie van b = e* geeft (met a >0 — b > 1):
y—o0 Y
p
lim = =0 —
y—oo hY
xp
lim — =0 ‘ p,a € IR,a>1
r—o00 q¥
lim (1
lim ¢/z = lim e™#/* = ergﬂo( ner) ed —
T—r00 T—>00

lim Jx =1

T—00

Uit de definitie van de natuurlijke logaritme volgt voor de afgeleide:

1
D.lnx=—
x
Dilnz=z2"!'—= D2lnr=—-2"2— D3lnz = (-1)21.2273... =
1) (n—1)!
Dllnz = (=)™ (= 1)
xn

12



De machtsfunctie © — =% wordt gedefinieerd als:

&> a® |a=p/g, p.a€ Z,q#0)

Eigenschappen van de machtsfunctie zijn:

xawb — wa-{-b
(l,a)b — :L‘ab
(zy)* = zy"

Hieruit volgt voor de onbepaalde integraal:

/ezdx:ex—i—C

D,e% = ae® — D2e% = g% . —

’ Dgea:v — aneaa)

De algemene exponentiéle functie z — a® wordt gedefinieerd als:

a® =e*me | q>0,a # 1

1 d
Stel: y:amﬁlny:xlna%f'd—y:lna<:>y/:ylna—>
y dz

‘Dxax =a*lna

Hieruit volgt voor de onbepaalde integraal:

/a"”d:c:a—ﬂ—C

Ina

D,a"* = ka**Ina — D2a** = k?a** In%a... —

Dra* = k"a** In" a

Stel: h(z) = f(2)9%) — Inh(z) = g(z)In f(z) —

Logaritmische afgeleide:

Daf@p® = ) {4/ (@) f(2) + o(0)’, () }
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De algemene logaritmische functie x — ®logx wordt gedefinieerd als de inverse functie

van de machtsfunctie z — 2 | a > 0:

’m—>“10g:1:|:1:>0,a>0,a751‘

Per definitie geldt:

=

%x:alogy‘

y=e"Mm% 5 ny=aqalna —

a Iny
logy =
Ina
Stel: z = p(t) = f(z) = flo)} Adx = ¢'(t)dt —
Substitutieregel:

[ f@ide = [ 1e®)e 0

Substitutie van t = a 4 bz en dt = bdx in [(a + bx)"dx resp. /
a

geeft:

dzx
+ bx

/(a + bx)"dx =

In(a

(a + bx)"tt

b(n+1) +C

+ba:)+c

/ dzx B
a+br

/\/a-i-bxdx =

b
2(a + bzx)va + bx

3b

+C

Substitutie van ¢ = x/a en dt = dz/a in /

geeft:

/ dx
V& a2

/ dx 1
a?+ 2

z
—arctan — + C
a a

T
= arcsin — + C'
a

1
= — arcsec z +C

/ dx
vz —a?2 a a

Substitutie van ¢ = 22 4+ a? en dt = 2xdx resp. t = a® — 22 en dt = —2xdx in /

xdx
resp. / ——— geeft:
a? —x

/ zdr B
22 +a2

/ zdr
a2 — 12

tin(z® £a?) +C

—1ln(a®* —2%) +C

14

resp. [va+ bxdx

dzx / dx / dx
———— resp. ————— resp. S —
a? + z2 P Va2 — 22 P V2 — a?

zdx
z2 £ a?



xdx
Substitutie van 2 = 22 + a2 en tdt = xdx resp. t2 = a® — 22 en tdt = —xdx in / _—
P V2 +a?
geeft:

/ xdr
resp. _—
P VaZ = 22

/%:\/x2ia2+0
V2 ta

—Va?—a22+C

| 7=

t2 ¥ a? t2:|:a
+ dt =

o en dzx in / 72 =
=In(z +Va?+a?)+C

Substitutie van t —z = Va2 + a2 -z =

geeft:

/ dzx
V2 4+ a?

Substitutie van ¢ = a/x en dr = — resp.

(a/t?)dt in /da: resp /d:v
rva? + 2 ' x2\V/2? + a?

dx .
N geeft:

x 1 a+ Va2 + 22
/————f:ffmA—————f e
xva? + x? a T
/ dx __Va?xa?
222 a2 + a’x

dx a? — 2
- +

22v/a2 — 22 a2z

+C

C

. _ : _ f),  dt flz)
Stel: f(x) =t — f'(z)de =dt — f(x)dx—t%/f(@dx—lnt—i—C%

1),

x=Inf(x)+C

Substitutie van —d cosx = sinxdx en dsinz = coszdz in [ tanwzdz resp. [ cot zdx geeft:

/tanxda: = —Incosz + C

/cot:cda: =Insinz + C
/ /dw/cos x /dtanx
sinxcosz tanx tanx
/ =Intanz + C
sinx cos
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dx 2d%x
= 1 .
sin x 2sin 5T COS 5T

d
/ .x :lntan%x—i-C

ST

dzr dt
Substitutie van ¢t — %7‘(’ =z endt=dzin /7 geeft /— = Intan %t +C —
Ccos T sint

dx
= Intan(3z + 7) +C
/Cosx ntan(ae + 1) +

/ dx _/ dx _/ dx B /cosgpd(ﬂc+<p)
asinz +bcosz J a(sinxz+tanpcosz) J asin(z+¢)/cosg asin(z + )
a,b € IR, tanp =b/a —

dx Cos
/asinx—i—bcosx = Intan (z +¢) + C | a,b € IR, tanp = b/a
. 2sin %xcos é.f 2tan 1 5T cos? %x — sin? %aj 1 — tan2 5;U
sinz = en cosT = =
cos? 1:5 + sin? %x 1+ tan? 5z 1 cos? 196 + sin? %x 1 + tan? 5
2t 1—¢2 2dt
Stel: tan 5 :c—t—>sm:c —— Acosx = —— Az =2arctant - dxr = —— —
14 ¢2 1412 14 ¢2

Als R(sinz, cosx) een rationale functie is van sinx en cosx, dan geldt:

. 2t 1—¢t*\ 2dt
/R(smx,cosx)d:z::/R<l+t271+t2> 1+ ¢2

{f(z)g(x)} = f'(z)g(z) + f(x)g'(x) = f(x = [ f(@)g(z)dx + [ f(z)g'(x)dx —

Partiéle integratieregel:

[ @@z = f@g(@) = [ @)y (@)do

In differentiaalvorm is dit te schrijven als:

[ 9@yt @) = @yg(a) - [ f(a)dg()

[a™e*dr = [a™de” = 2™e* — [e*da™ | m e INT —

/xmexdx =z’ —m /wm_lexdx

[a™e %dx = — [a™de ™™ = —z™e " + [e ¥dx™ | m e INT —

meINT

/xme*xdm =—a"e T4+ m /mmfle*‘rdx meINT
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1 mx 1
fwem“d:v:—/xdemx:xe —— [ e™dz | me IR —
m m m
mx mx
/:L’em‘”dx:xe € 5 m € IR
m m
m+1 xm—i—l 1 et
Ja™ Inzdr = lna:d lng——— [z dnz &
m+1 m—l—l m+1
m+1 1 d
Ja™ Inzdr = nz— —— [2mHE me IR\ —1—
+1 m+1 x

/ i de = © ol mem -1
X nrar = nr— -———~= m —
m+1 (m+1)?

Voor m = —1 geldt: /x_llnxdx = /lnxdx = /ln$dln:c —
x

1
/ﬂd —lln2x—|—C

[In"zdx =xzIn"z— [2dln"z | ne€ INT —

/In”xdx::nln"a:—n/ln"_lxdm |neINT

/eax sin bxdzr = —% / e*dcosbr = —%e“m cosbx + %/e“"” cos bxdx

1
Analoog;: / e cos bxdr = ge‘m sinbx — % / e sin bxdr —

/ € sin bxdx = ae™ sin bx — be™ cos bx L C
a? + b?

/eax cos badr — ae®® cos bx + be* sin bx Lc
a? +b?

Lo
a® arcsin ——l—/ xdva? — 12 &
a

R e
[Va? — x2dx = a® arcsin(x/a) + Va2 — 22 — [ Va2 — x2dx —

Cirkelintegraal:

/ Va2 — z2dz = Jzva? — 22 + La* arcsin(z/a) + C

Analoog voor [ Va? + x%dx:
/\/@2 + 22dx = x\/a2+$2+ la In(x + Va2 + 22) +

17



n—1

[sin®zdx = — [sin" ! xdcosz = —coszsin® x4+ [cosxdsin® 2 <
[sin"xdr = —coszsin® Lz + (n—1)cos?zsin" 2zdr | n € Z <
[sin® zdx = —coswsin™ tx + (n—1) [sin® 2 xdx — (n — 1) [ sin™ xdx; analoog voor

Jcos"xdx | n€ Z —

. 1 e n—1 e
/sm”xda:: —Zcosxsin 'z + /Sln" 2pode | nezz
n
1 . n—1
/cos” xdr = —sinzcos" 'z + /cos"_2 xdr | n € Z
n

[ tan™ xdx = [ tan™~
Z;
analoog voor [ cot "

2z(1+tan? z)dz— [tan" 2 xdr = [tan" 2 zdtanz— [tan” 2 xdx | n €

“2xdx |n € Z —

1
/tan" zdr = — tan"_lx—/tan”_2 xdr | ne€ Z
n 1 n—1 n—2
/cot xdm:—n_lcot x—/cot xdxr | ne Z
/ dx _/1—{—1‘2—332 x—/ dx _/ x2dx
(1+x2)n - (1+x2)n - (1+x2)n71 (1+x2)n
r2dx (14 22)=—nHl (14 z2)=nt+l 1
_ d :l _ /1 2 7n+1d
/(1+x2) / —n+1 2T T 2(—n+1) (1+2%) v
/ x2dx _ T /
(1+a22)n (2n—2)((1—|—x2)”— -2 1+3:2
/ dx B T 2n— .
(1+a2)n (2n—2)((1+x2)”_1 2n—2J (1 +x2)" 1
/ dx B T 2n —5 dx .
(14221 2n—4) (1 +22)"2  2n—4 ) (14 22)n—2
/ dzx B T i 2n — 3 T . .
(1+z2)n  (2n—2)(1+22)"1  (2n—2)(2n—4) (1 +22)"2
(2n—-3)(2n—5)...1 x (2n—3)(2n—5)...1 '
. t IN\O, 1
Gn—@n—4). 3 T+ @)@ 1), o+ ne N0,
dx "+ 1 ™ dx a1 1
— dr— | — g = [ 22— =lnz— =1In(z" + 1 INT
Jiwin =)ot [ smint=/ %~ syt =te - e s pfne N
d
/ x = Y 1C|nemnNt
x(z™ + 1) a4+ 1
a+zx a+x adx xdxr
J S e | g | s
Py e V-2 | Ja==2

/ a+$dx:aarcsinf—va2—x2+0
\/a—:v a
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a,b,c,p,q € IR de nulpunten a; en as van de noemer reéel en

Als van /&d:ﬂ
ax?+bxr +c

A A
verschillend zijn, dan geldt: PrYe  _ prt9q = LIS LA
arx?+br+c¢  alx—a1)(x—az) w—a; T—a

/ pT +q d:c:Al/ dx +A2/ dx
ar?+bxr +c T —ay T — asg

Hierin zijn de constanten A; en Ay te bepalen uit pxr + g = Aj(x — az) + Az(z — a1) na
substitutie voor  van a; resp. as.

+ - B
pr+q  plx Oé)Jr

Als de nulpunten reéel en gelijk zijn, dan geldt: et brtc aw—a?  a@—a)

=

px +q A B
ar?+br+c z-—a (z—a)?

px +q dx
/ ! A/ +B/ <
ax —l—bx—i—c (x —a)?

Hierin zijn de constanten A 4n B te bepalen uit pz + ¢ = p(x — ) + B.
pr+q  A(2aw +0b) B .
ar? +bx+c ar?+brt+c ax+brtc

Als de nulpunten niet reéel zijn, dan geldt:

/ﬂda:—flln\ax —i—bx—i—c[—i—B/i
az? 4 bx + ar? +bx +c

Hierin zijn de constanten A en B te bepalen uit px + ¢ = A(2ax +b) + B

dz dz dz
/ ar? +br+c B/ a[{z + (b/2a)}2 + {(dac — b2)/4a?}] B/ [a{z + (b/2a)}? + k?] <
/ dx B x+ (b/2a) .

= 2 arctan
ax?+bx+c ak arcta k

B b/2
/L—i_qdm—Aln\ax +bx+cl+ karctanaH_(k/a)

C
ar? +bx+c +

Theorema van Rolle: Als een functie f(z) continu is op [a,b], differentieerbaar op
< a,b>en f(a) = f(b), dan is er minstens 1 punt ¢ €< a,b > zo,
dat f'(¢) =0

Middelwaardestelling: Als een functie f(x) continu is op [a,b] en differentieerbaar op

< a,b >, dan is er minstens 1 punt ¢ €< a,b > zo, dat f'(c) =
{f(6) = f(a)}/(b—a)
Als een functie f(x) continu is op [a,b], differentieerbaar op < a,b > en f’(x) > 0 resp.
f'(x) <0, dan is f monotoon stijgend resp. dalend op [a, b].

Als de functies f(z) en g(x) continu zijn op [a, b], differentieerbaar op < a,b > en g(z) # 0,
f'(e) _ f(b) = f(a)
g(e)  g(b)—gla)’
)= e =0 @) @ S@ PO
Stk J@ =9l =0 ) T ww —gla) ~ g | T ST

dan is er een punt ¢ €< a,b > zo, dat
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! ! !
i DO O )
2=0 g'(§)  e20g'(§)  wmag(x)
Stelling van ’Hopital: Als de functies f(z) en g(x) differentieerbaar zijn in een geredu-
ceerde omgeving van « = a, ¢’(z) # 0 en f(a) = g(a) = 0, dan
geldt:

@) @)

Inz 1/x
Stel: y = |2%|p—0 = 0° = Iny = [zlnz|p—o = [—~| = =[]0 = 0 =
el: y = [+"]a=o e A I == R e
y=1—
lim z* =1
z—0
In(1 +m™1)

tel: y=[(14+m ) meoo = 1%° = Iny = [mIn(1 +m oo =

1/m ]mzm -

at/m —1

Stel: y = [m( ¥/ — Dln—oo = [m(a"/™ = Do = 00.0 = y = l T ] -

-1 2\q1/m
:[( /ml)/a2 na] =lna —
—1/m
n}i_r}n@m('{”/a—l):lna

Als f'(a) = 0 en f”(a) bestaat, dan is f(a) een relatief extreem als f”(a) # 0, en wel een
min. voor f”(a) > 0 en een max. voor f”(a) < 0.

Als f”(x) in een punt ¢ €< a,b > van teken wisselt, dan is f(c) een buigpunt en heeft f(x)
hier een buigraaklijn.

Regel van Leibniz: Als u(z) en v(x) n keer differentieerbare functies zijn, dan geldt voor
de n-de afgeleide van het produkt van u(z) en v(z):

D ute)n(a)) = 3 () D Pula) Dot

k=0

Een oneigenlijke integraal van de 1-ste soort wordt gedefinieerd als:

T—00

7f(t)dt: lim /xf(t)dt
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[ee]
Eerste majorantencriterium: Als voor t > a geldt dat 0 < f(t) > g(t) en [ g(t)dt is
a

(o]

convergent, dan is [ f(¢)dt ook convergent.
a

(o]
Is [ f(t)dt divergent, dat is f g(t)dt ook divergent.
a

t
Als vanaf t = a geldt dat f(t) > 0 en g(t) > 0 en is lim fét)) > 0, dan zijn f f(t)dt en
>x g

f g(t)dt beide convergent of beide divergent.

L Tt [ —ai—p] |p>1
Stel: g(t) = tp—> tp_{oo Ip<i
lim ) = lim f(¢)t” > 0 bestaat = C]’Of(t)dt is convergent voor p > 1 en divergent voor
t—o00 g(t) t—o0 a
p <1

Tweede majorantencriterium: Als g(¢) > 0 en vanaf t = a geldt dat —g(t) < f(t) <

g(t), dan is f f(t)dt convergent als f g(t)dt convergent
is. ‘

Als de functie f(t) singulier is in t = b dan wordt de oneigenlijke integraal van de 2-de

soort gedefinieerd als:
b T
/ f(t)dt =l / F(t)dt

De elliptische integraal van de 1-ste soort is van de vorm /

O0<k<l1

1 — k2sin? ¢
De integrand is te schrijven als een convergente machtreeks die term voor term geintegreerd

)
\/1 — k2sin?

1-3
—<,0—|- 1k2/sin2g0dgo+ﬁk4sin4apdg0+--‘
~@2p-1) 4

1-3-9 olgt dan de zgn. complete integraal
S STV zZgn. :
2-4-6---2p 2 & & P &

kan worden: /

in
Uit /sinQp pdp =

™

d 1-3\? 1-3-5)\2
/—‘P:%W + ()% + ( 3) k4+( 35) 4| 0<k<1
) 1= k2sin? o 2-4 2-4-6

N

©
De elliptische integraal van de 2-de soort is van de vorm / \/1—Kk2sin? pdp |0 <k <1
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De integrand is te schrijven als een convergente machtreeks die term voor term geintegreerd

g 7 1-3 K[
kan worden: /\/1—kQSin2cpd<p:g0— %kQ/sin2 @d@—ﬁ'g sin pdp — - - -
0 0 0

Voor ¢ = %ﬂ volgt hieruit voor de complete integraal:

4 1-3\2 k% [1-3.5\24S
1 —k2¢in2 odo = + 1_12k2_<> _<) Zo k<1
v/ sin” pdy 271{ (3) 54 3 546 3 0<k<

Een aftelbare verzameling is een verz. die gelijkmachtig is met de verz. IN, d.w.z. een
verz. waarvan de elmenten één-eenduidig corresponderen met IN.

(S

0

Een rij is een functie die gedefinieerd is op een verz. van gehele getallen.

Eerste limietstelling van Cauchy: Als voor de rij {u,} de nh—>ngo (Upn41—uy) bestaat, dan

U
bestaat ook de lim — en geldt:
n—oo n

. Up,
lim — =

A

Tweede limietstelling van Cauchy: Als u,, > 0 is en voor de rij {u,} bestaat de

. Un+1 . " )
nhﬁng(j 0 dan bestaat ook de nangO Yuy, en geldt:

. . Un+1
lim Yu, = lim
n—oo n—0oo Y,

De rij met complexe termen {uy,} heeft alleen dan een limiet als zowel de rij der reéle delen
{un} als die der imaginaire delen {v,} een limiet heeft.

De n-de partiéle som S, van een rij {u,} wordt gedefinicerd als de som van de eerste n
n

termen: Z Uk
k=1

De rij van de partiéle sommen {S,} heet de bij {u,} behorende reeks.

Een noodzakelijke voorwaarde voor convergentie van een reeks is dat de algemene term u,
tot nul nadert: lim u, =0
n— oo

n

De meetkundige reeks wordt gedefinieerd als: =l4+z+a®+---+2"1 o

1 ™ n
1 —17;\33|<1/\n€ﬂ\7+:>li_>m1x_—$20—>
—x — X n—oo

l+az+a®+- +a" ! =

1
QI+a+a?+-+a" = — | |2|<1
1—x

lim
n—00

De Harmonische reeks HR is een divergente reeks van de vorm:

=1
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De hyperharmonische reeks HHR is een reeks van de vorm:

o0
1
HHR = —

p
n=1 n

De HHR is convergent voor p > 1 en divergent voor p < 1. Als > u, een reeks met pos. en
neg. termen is, dan vormt Y |u,| de reeks der absolute waarden.

Als Y |uy| convergent (divergent) is, dan heet Y u,, absoluut convergent resp. absoluut
divergent.

Een absoluut convergente reeks is convergent; een absoluut divergente reeks kan convergent
of divergent zijn.

Een alternerende reeks is een reeks met afwisselend pos. en neg. termen.

Kenmerk van Leibniz: Een alternerende reeks waarvan de termen in absolute waarde
monotoon tot nul naderen is convergent.

Een absoluut convergente reeks met complexe termen is convergent.

Als s1 = up+uy +ug + -+ en s = vg + vy + v2 + - -+ 2 absoluut convergente reeksen zijn,
dan is de produktreeks gelijk aan s1s9 = wg+ w1 +w + 2+ --- met

W = UV

w1 = U1 + ULV

w9 = UYUV2 + UIV1 + UVg

Wy, = UQUp + UIVUp—1 + UUp—2 + + - + Up—1V1 + UpVp

o0
Een machtreeks is een reeks van de vorm Y ¢, (z—x)"; deze kan d.m.v. een transformatie
n=0
o0
van 0(0,0)langs de X-as herleid worden tot de vorm Y ¢,z™.
n=0

o0
Als > cpa™ convergeert voor x = xg, dan is deze absoluut convergent voor elke x waarvoor

n=0
geldt dat |x| < |zo.

(oo}

Als > cpa™ divergeert voor x = xq, dan is deze divergent voor elke x waarvoor geldt dat
n=

|z > |-

Een machtreeks die convergent is voor x = a is dus convergent op < —a,al; dit heet het
convergentie-interval dat als uiterste kan bestaan uit het punt O of uit < —o0, 00 >. Voor
tussenliggende intervallen heeft de verz. {a} een kleinste bovengrens, de zgn. convergentie-
straal p. De machtreeks is dus convergent op < —p, p > en divergent buiten [—p, p].

Delen door een oneindige reeks kan alleen als de reeks een machtreeks is, daar de deling dan
geschreven kan worden als een binomiaalreeks.

_1 2 2t _1q 2 2t
cosr=logrtyg T T ittt
Daar het rechterlid voor elke eindige waarde van x convergeert en voor r €< —%77; %77 >
2 4
) x x
geldt dat cosz €< 0;1 >, is 57 + VTR < 1 voor x €< —%ﬂ; %7‘1’ >—
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Ccos T 2! 4!
1 2 2t z2  zt 2 22 2t s
=1 - _ - ... _ - - ... e
cosz T (2! T ) +'< o Tl ) ( o T ) *
S S S SO TR
cosr 2 41 6! 2121 24! 212121
14 z2 n 5z 616
cosT 2 24 720
. 3 2d B 1 z2 2t
s1nw—a:—§+a—---—x + —a—i-a—'--
Daar het rechterlid voor elke eindige waarde van x convergeert en voor x €< 0;7 > geldt
z2 ozt
dat sinz €< 0;1 >, is —54—5—--- < 1voor z e<0;m >—
1 14 x? a:4+ n x2+x4 2 a:2+a:4 3+ -
sinz  x 3l B RTRGT] 3l B
1 1+x2 m4+a:6 +x4 2w6+ n 20 n .
sinz  x 3l 57 313! 315! 313!3!
1 1. ¢« +7x3_+ 31z° N
sinz 6 360 15120
oo
Het oneindig produkt u; is convergent als li_)m UpUIUL . . . Up—1 bestaat en niet nul en
i=0 oo

eindig is, ofwel als lim ZLn = 1.
n—oo
o0 o0
Het oneindig produkt [] (1 + ;) is convergent als > |o;| convergeert.

=0 1=0

Volgens de Stelling van de Moivre geldt: (cosa + isin «)P = cos pa + i sin pa

p(p—1
2!

2

cosP2asin®a — -+ +

Tevens geldt: (cosa + isina)? = cos? a + ipcosP ' asina —
PP sin® «

Vergelijking van de beide reéle - en imaginaire delen geeft:

cos pa = cos? a — 29(’;‘_ cosP tasin?a+ -
—1)(p—2
sinpa = pcosP ' asina — p(p?))'(p) cosP B asin®a+ -
De 2-de vergelijking is te schrijven als:
—1)(p—2
sin pa = sin o {p cosP Lo — p(pg)l(p) cosP 3 asin? o+ - - }
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Stel: p =2¢+1]q € IN — i’ € C — De laatste term binnen de accolades is sin?~!a =
sin?? .. Daar alle machten van cos a even exponenten bezitten, kunnen ze geschreven worden
als machten van 1 — sin? o, zodat de uitdrukking tussen de accoladess een gehele rationale
functie van sin? o van de ¢-de graad is waarvan de wortels, als ze nul gesteld wordt, te

schrijven zijn als: 32,53, ..., ﬁg —

sin pa = sin o{ (87 — sin® ) (63 — sin® ) ... (82 — sin® )}
2
pa =nT | nEJN+:>s.1njtooz—0—>oc—z alll ---,q—ﬂ
p p p
B? —sin?a =0 < B7 = sin?(7/p)
B3 —sin? a = 0 & 2 = sin?(27/p) .

63 —sinfa=0s ﬁg = sin%(q7/p)

sin pa = sin « { (sin2 T_ sin? a) .. (sin2 an _ sin? a) } &
p p
. . 1 sin? o 1 sin? o
sin pa = sin « - |l
g sin?(r/p) sin?(qm/p)

T . . x 1 /z\3 . T
Stel:pa:x—>a:——>sma:sm—:———‘ -] +-—=>p>1=sin—~
D p p 3 D

sin? o sin?(xz/p)  (x/p)? :1:72 sinfa sin®(z/p) N (z/p)?

— ~ —

sin?(r/p)  sin®(x/p)  (x/p)?2 w2 A sin?(27/p)  sin?(2n/p)  (21/p)? T o2

. . x? z2 z?
smxzsmp{(l—ﬂ_Q) (1— (271_)2> <1—(3ﬂ_)2> }

. T
p—>00=sn—~xr—
p

aSARS

2

8

Substitutie van z = %71' geeft:

1 1 1 1 3 .15 35
L= (1m5) (1 ) (1= ) = b 1 B

Produkt van Wallis:

1224466

2" T 1.3.3.5.5.7

Analoog geldt voor cospa (met p=2q | g€ INT):

cospa = (87 —sin® ) (83 —sin®a) ... (B2 — sin® a)

1 1 1
sm lsm — )T
pa=(n+3m) | ne€IN = cospa=0—a=2- L,-~-,u—>
p P p
1 1 1
s 1sm — )T
cos pa = (sm22 — sin® oz) (simQ2 — sin® a) <sin2(qz) — sin® a) &
p p p
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sin? o sin? o
“W“‘O‘mwm@>”@‘mmm@wm>

Substitutie van x = pa geeft:

1‘2 x2 1'2

cosxT = kl;[l [1 — —{(Qk - 1)§7T}21

T x €T x X
0 0 0 0 0
. +1x3+13x5+1-3-5 x7+ ] <1
arcsing =z + =+ — + — - — T P
2 3 24 5 2-4-6 7
Uit arcsinx + arccosz = %77 volgt:
1 1 2% 1-3 25 1-3-5 af <1
arccosT = 5M— & — =+ — — —— + — — 2 e
2 2 3 24 5 246 7
T x xT xX xX
dx 2 4 6
= [de— | z°de+ | 2°de— [ z°de+--- —
1+ a2
0 0 0 0 0
t AN A A
arctanz =2 — — + — — — +---| |z
3 5 7
Substitutie van = 1 in de reeks van arctanx resp. ¢ = % in de reeks van arcsin x geeft:
T_4 1+1 1+
4 7 3 5 T
7r_1+1 1+1~3 1+1-3-5 1+
2 23 245 2467
7r_1+1 1 +1-3 1 +1-3-5 1 n
6 2 2 3.2 2.4 5.25 2.4.6 7-27

De functiewaarde in het punt = h van y = f(x) is in eerste
benadering te schrijven als: f(h) ~ f(0) + htana = f(0) + hf’(0) Y /f(x}
Een tweede benadering volgt uit de identiteit: /S

t h
F() = £(0) + ] ()t = F(0) — [ £/(B)d(h — 1) — L~
0 0 Chf10) |Fl)

f(h) = F0) = [f'()(h = t)]§ + 0ff”(t)(h —t)dt < f{o)‘ '
0 3 Z

F(h) = F(0) + hf'(0) + (f F1(8)(h — 1)t

Als f(x) voldoende vaak differentieerbaar is, dan volgt door herhaalde partiéle integratie de
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Formule van MacLaurin:

n

: h* . h
f(h) = F(0) +hf'(0) + o f'(0) + - + —

) + Ba(h)

h
Hierin is Ry, (k) = (n)~! [(h — )" f("+D(t)dt de restterm.
0

Stel: F'(t) = (n!) "' (h = )" f0"F D (t) —
Ru(t) = th/(t)dt = F(h)—F(0) = hF'(6h)|0 < 8 < 1 — R, (h) = (n)) "' h(h—0h)" f+1)(0h) —
0

Restterm van Cauchy:

h(n+1)
Ry(h)=(1— 9)”71"("“)(«%) 0<0<1

Stel: h > 0 en f("“) continu in [0, h] met een min. m en max. M

h
Daar (h —t)" > 0 op [0, k] volgt dan dat (n!)~! [m(h —t)"dt < R,(h) < (n))™1 [ M(h —
0
tHyndt —
mhnt1 Mhpn+1
< R, (h) <
(h) = (n+1)!

(n+1)! —
Uit de tussenwaardestelling volgt dan dat f("*+1) elke waarde tussen m en M minstens 1 keer
aanneemt — op [0, h] is een getal & = 6h zo, dat geldt:

O —=

R

Dit is de Restterm van Lagrange.

Stel: f(a+h)=p(h) —
p(0)=f(a) A (0) = f'(a) A ... Apt™(0) = fT(a) A (t) = f (a+1)
p(h)=p(0) + hy'(0) + 4" (0) + -+ + 2r o™ (0) + Ry (h) } -

Formule van Taylor:

2 n
Flath) = Fla) + hf(a) + o fa) + 4 o 0 a) + Ba(h)

Substitutie van a = 0 en h = x geeft:

2 n
£() = F(0)+ R/(0) + 5 £1(0) -+ 10 (0) + Ra(h)

o0}
Voor de afgeleide van een machtreeks f(x) = > c,a™ | |x]| < p geldt:
n=0
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o0
fl(x) =3 nepa™ ' [ fz] < p
n=0

Daar f'(x) weer een machtreeks is, is deze weer differentieerbaar —
Een machtreeks is op < —p, p > onbeperkt vaak differentieerbaar. De integraal van f(x) is

2 cpantt
gelijk aan: F(z) = 7;) :H— . lz| < p
Een machtreeks kan dus term voor term gedifferentieerd en geintegreerd worden.
Uit Dy[e%)y=0 = D2[e%] =0 = ... = D?[e%]z=0 = 1 volgt:
=1+z+ :Cj + 3;: +-

Substitutie van x door xIn a geeft:

a® —1+wlna+—ln a+ i ln a—+ -

Uit D?[sin 2]~ = [sin(z + 3n7)]z=0 en D2 [cos z]y— = [cos(z + FnT)|z—0 volgt:

. 1‘3 335 CC7
A TR T TR

—1_ :L'2+J,’4 $6+
COSTx = 2 4' 6'

Daar In x en zijn afgeleiden voor x = 0 oneindig groot worden, is In x niet in een Taylorreeks
te ontwikkelen. Voor |z| < 1 is dit wel mogelijk voor In(1 + x).
Uit D2[In(1 + z)]z—=0 = [(=1)" L (n — YY1 + ) ™]p—0 = (=1)""1(n — 1)! volgt:

In(l+z)=2— 2%+ 328 - Jz'+-- | 2] <1

Substitutie van x = 1 geeft de Reeks van Broucker:

ln2—1—f—|—*—*+
Aftrekking van In(1—2) = —z — 322 — 12% — - van In(1 + z) = 2 — S22 + J2% — + - - - geeft:
1+
lnl_x:Q(a;—i-%xS—i-émj—F---)
1 -1
Stel: z = +$—>z:z —
1—-=2 z+1
| 5 z—1+1<z—1>3+1<z—1>5+
nz= — —
z+1 3\z+1 5\z+1
1
Stel: +x:a+z a>0—x= —
11—z a 2a + z

n(a+z)=Ina+2{-— +1< z >3+1< : )5+
Tz “ 20+ 2z 3 \2a+z 5\ 2a+z
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D1+ x)"g=o=[m(m—-1)(m—=2)...(m—n+ 1)1+ 2)" "0 &
D (1+z)")z=0=m(m—-1)(m—-2)...(m—n+1) —

Binomiaalreeks:
m(m—1) 5 m(m—1)(m—2) 4
1 m_1 1
(1+x) tmz+ —o—at + 15.3 z° + |z| <
Voor z =1 en m = —1 volgt hieruit de Reeks van Euler:

s=1-1+1-1+4--

De sinus hyperbolicus sinh z resp. cosinus hyperbolicus cosh x wordt gedefinieerd als:

sinhz = 1(e® —27%)

coshz = 1(e” +27%)

De tangens hyperbolicus wordt gedefinieerd als:

sinh x et —e *
tanhx = =
coshx e?+4e 7
. J
sinhx
coshx
|/
\l'“'/’/
b 1 o ¥

tanh X

X

Voor de som resp. het verschil van sinh(a £ b) en cosh(a £ b) geldt:

sinh(a + b) = sinha cosh b + cosh asinh b
sinh(a — b) = cosh a cosh b + sinh a sinh b
cosh(a 4+ b) = sinh a cosh b — cosh asinh b
cosh(a — b) = coshacoshb — sinh asinh b

Hieruit volgt voor de som resp. het verschil van tanh(a £ b):

tanh a + tanh b
tanh b) =
anh(a +b) 1+ tanhatanhb
tanh a — tanh b
tanh(a — b) =
anh(a ) 1 — tanhatanhb
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Uit b = a volgen de verdubbelingsformules:

sinh 2a = 2sinh a cosh a
cosh 2a = sinh? a + cosh? a
2tanha

tanh 2a = —
1+ tanh“ a

Uit cosh 0 = 1 volgt tevens:

’cosh2 a —sinh?a =1 ‘

Substitutie van z = ia | a € IR in sinz = i~ }(e”* — e7¥%) en cosz = (e + ™) geeft:

sinia = (e® — e %) resp. cosia = (e + e ) —

sinia = ¢sinh a
costia = cosha

Hieruit volgt voor tania:

tania = itanha

Uit de definitie van de hyperbolische functies volgt voor hun afgeleide:

D, sinhx = coshx
D, coshx = sinhx

1
D,tanhe = ———
* cosh? z

Hieruit volgt voor de onbepaalde integraal:

/sinh xzdx = coshx + C
coshz =sinhx + C

/dw:tanhx—i-C’

cosh? z

Substitutie van d coshz = sinhzdx en dsinhx = coshzdx in [tanhxdx resp. [ cotanhzdzx
geeft:

/tanh zdxr = Incoshx + C

/cotanh zdxr = Insinhz + C

/ dx B / dz/cosh’z / dtanh z .
sinhzcoshz tanha tanh z

/dﬂ: =Intanhz + C

sinh z cosh x

/ dv 2d3
sinh z 2sinh %x cosh %x

d
/ x zlntanh%aj—l—c

sinh x
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dzx dzr d*dx de*
/ :2/7:2/7:2/7%
cosh z er 4 e % e2r 41 e2r 41

d
/ e 2arctane” + C
cosh x

y=1("—e ) e —2ye® —1=0—=e"=y+ V2 +1 oz =In(y+y>+1)

2 2
Aftrekking resp. optelling van e* = 1—|—x+%—i—~- ene ¥ = 1—x+% — - geeft:
3 2P
smhaczx—l—g%-a-l-“'
2 4
¢
Cosh:rzl—i—a—i—ﬂﬁ—---

De inverse van sinh z wordt op IR gedefinieerd als de area sinus hyperbolicus z:

arsinhz = In(z + Va2 4+ 1)

y=1("+e ) e -2yt +1=0—-e"=y+Vy2—1oz=I(y+y>—1)
De inverse van cosh z wordt op [0, —> gedefinieerd als de area cosinus hyperbolicus z:

arcoshxz = In(x + Va2 — 1)

et —e 7 62:):_1 9 9 5 1+y ) 1+y
y:em—i—e_x:eQx_’_l—>yem+y:em_1<:>ez:ﬂ<:>l‘:§hlﬂ
De inverse van tanh x wordt op < —1,1 > gedefinieerd als de area tangens hyperbolicus

X

1+«
1—=x

artanhz = 5 In

1
2

s
<

i
“1
\

’ artanh x

_arsinhx

r X
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Uit de definitie van de inverse hyperbolische functies volgt voor hun afgeleide:

1
D, arsinhe = ——
2+ 1
1
D, arcoshx =
x2 -1
1
D, artanhx = 5
—x

Een functie f(z,y) van 2 variabelen is een voorschrift waarbij aan elk element van (een
deelverz. van) IR X IR op éénduidige wijze een reéel getal wordt toegevoegd:

Fi(oy) = 2= f(zy)

Een functie f(x,y) gedefinieerd in een gereduceerde omgeving van (zg, yo) heeft voor

(z,y) = (z0,y0) de limiet L als bij elke € > 0 een § bestaat zo, dat |f(z,y) — L| < ¢ als

0 < (z—0)®+ (y — yo)? < 62, waarbij L onafhankelijk moet zijn van de wijze waarop (z,y)
naar (xo,yo) nadert.

Een functie f(z,y) gedefinieerd in een omgeving van (xg,yp) is continu in (xg,yo) als geldt:

lim  f(z,y) = f(z0,y0)
(x,9)—=(x0,y0)

De partiéle afgeleide f,(z,y) resp. f,(x,y) van een functie f(z,y) wordt gedefinieerd als:

0 Ar.y) - fa.
folm ) = 875 - Alirgo flot xAy; e

o) . L+ AyY) — o,
i S —

Voor de 2-de partiéle afgeleiden geldt:

O*f  0%f
oydx  Oxdy

Een functie f(z,y) is (totaal) differentieerbaar in (zg,yo) als er functies ¢ en 1 bestaat
continu in (zg,yo) zo, dat geldt: f(z,y) — f(zo,y0) = (z — zo)p(z,y) + (y — yo)¥(x,y)

= _ f(@,90) — (@0, 40) _ _of
Stel: y =yo — xlggo pr—— = @(z0,%0) = D
M: T =x9— lim f('IOvy) B f(x()ayO) _ ¢($0,y0) _ 871?
Y=o Y — Yo Yo
De totale differentiaal df van f(z,y) wordt gedefinieerd als:
of ., of
df = h—+ k=
4 Oox * oy

Hierin is df = f(z + h,y + k) — f(z,v).
De richtingsafgeleide 0f/J«a in de richting a van f(z,y) wordt gedefinieerd als:

af _ lim f(zo+peosa,y+ 0+ psina) — f(zo,yo)
Oa _p—>0 p
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Hierin is h = pcosa, k = psina en p = vV h? + k2.

Als f(z,y) totaal differentieerbaar is, dan bestaan er functies ¢ en 1 continu in (xg,yo) zo,
dat geldt:

f(zo+ peosa,yo + psina) — f(xo,y0) =pcos ap(zo+ pcosa,yo + psina)+
psinay(xg + pcosa,yo + psina) —

lim f(zo+ pcosa,yo + psina) — f(zo,yo) ¢(wo + peosa, yo + PSiH@)+

=pcosa lim
p—0 P p—0 P
psina lim Y(xo + peosa,yo + psina) .
p—0 p

ﬁ = gcosa—i— ﬁsinoz

da Ox y
Een functie f(x1,..., %) is homogeen van de n-de graad als geldt:

of -1
A1,y Ay) = A" sy T — o ————x = nA" ey T

Voor A = 1 volgt hieruit de Stelling van Euler:

m

;ngﬂf =N (2, . 2)

)

Middelwaardestelling voor een functie van 2 veranderlijken: Als f(z,y) gedefinieerd
is op een deelgebied G van IR x IR met A(xg,yo) en B(xg + h,yo + k) punten in G en de
rechte lijn tussen A en B geheel in G ligt, dan is er minstens 1 getal § €< 0,1 > zo, dat
geldt: f(zo + h,yo + k) = f(z0,90) + hfu(zo + Oh,yo + 0k) + kfy(x0 + Oh, yo + Ok)

Stel: F(t) = f(zo + ht,yo + kt) —

F(t) = hfy + kf, = (ha + k6> F(wo + ht,yo + kt)

ox y
1 2 9, 0 0\ 2
F'(t) = B fup + 20k foy + K fyy = (R + k== | f(x0 + ht,yo + kt)
ox oy
0 o\"
oy (p 2 1 9
Fo ) (hax +k8y> F(zo + ht,yo + kt)

Substitutie in de formule van MacLaurin geeft de formule van Taylor voor een functie van 2
veranderlijken z = f(x,y):

0 0 1 0 d\?
@+ by + k) =Flav,m) + (b + k) Flao) + 57 (g k) Flanso) +--o+
1 0 o\ !
g (s +hgs ) L) + i)
Hier 'sR(hk)—l(ha—Hca)nf( +6h +9k)‘0<9<1
lerin 1 nh, = Oz 5@/ xo » Yo
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Als F*(t) = F{f(t),g(t)} een samengestelde functie is van x = f(t) en y = g(t), dan geldt

voor de afgeleide functie van F™*(t):

dF* _ OF df L 9F OF dg
dt Oz dt Jy dt

Substitutie van z = F(z,y) geeft:

dz_(‘)z dr 0z dy

dt  Ox dt 8y dt

Als f*(u,v) = f{p(u,v),¥(u,v)} een samengestelde functie is van z = p(u,v) eny = ¥ (u,v),

dan geldt voor de afgeleide functie van f*(u,v):

ﬁf*:(?f_&p_s_af.azp
ou Ox Ou Oy Ou
o5t _of d¢  0f v
v or Ov Oy Ov

Substitutie van z = f(z,y) geeft:

0:_ 0z 0x 0: 0y
ou Ox Ou Oy Ou
0z 0z Oxr 0z Oy

v oz v oy ou

Als u en v uit z = @(u,v) en y = ¥(u,v) zijn op te lossen, dan geldt: u = g(z,y)
v=nh(z,y) =z = f{9(z,y), h(z,y)} = f(z,y) =

of _of* 89 n 8f* oh
ox ou dr  Ov Oz
0F oI by o ob
oy ou Jy Ov Oy

Differentiatie van z = ¢(u,v) en y = ¥ (u,v) naar = resp. y geeft:

1:&0 8g+8g0.8h Oz&p 8g+8790.@
du Or  Ov dxr ou Oy Ov 0Oy
o 0y ov on |00 09 00 Oh
ou Or Ov Ox ou Oy Ov 0Oy

De functionaaldeterminant ofwel Jacobiaan J wordt gedefinieerd als:

N p) _0p O Op 0¥

O(u,v) T ou v v Ou

J =

Als J # 0, dan volgt hieruit voor dg/9z, Oh/0x, Og/dy en Oh/dy:

g _ 0¢/ov A oh  0Y/0u A dg  Op/ov A Oh  0p/ou

or  J or  J oy J oy  J
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_ [ @atk) - f@wa),

b
st 1(0) = [ f(r0)dr — 1O
k k
b
IHa+ k) —I(«a ) 8f 0% f
ar _ for,.
da 8(1

dl oI 91 b 9l da

Als a en b ook van « afhangen, dan geldt: o= 90 + % 90 90 9a

= f(b) en [gi = —f(a) geeft:

Substitutie van [6] }
Ox r=b r=a

i for, 1)~ ra) 2

da ) da
T 1 1 a7 1
(c) /e x a[e I o x x 2
0 0
21T,
@:/xe awdx_g —
0
oo
n 7axd _ n' IN-+
z"e =g | nE
0
1 1
2
I(a,b) = / dx dtanx d(b/a) tan
a = = =
’ a2 cos? x + b2 sin’ x a2 1+ (b2/a?) tan? ab 1+ (b?/a2) tan?x
1 b 2"
I(a,b) = — [arctan {tanaz” —
ab a 0
lﬂ'
7 dx 7
/ a2cos?x + b2sin’z  2ab

™

SIS
[N

K

dl / —2a cos? xdx m dl / —2bsin® zdx

_— = = — en — = = —
da (a2 cos? z + b2 sin? )2 2a%b ~ db (a2 cos? x + b2 sin® x)?2

(NI

/ dr SEN .
(a2cos?x +b2sin®z)2  4ab \a? = b?
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Een impliciete functie van 1 veranderlijke is van de vorm: F(z,y) =0 —

_ _ (‘LF oF df _
af OF /0x
dz ~ OF/dy

86(8F OF df) ;j(aF OF df) i _ oo

oz "oy dx 9z "oy dz) dz

PF df OF d&f O*F df df
' 8y( ) =0

dxdy  dx + dy dr? ' Oydr dx

o°F
B

0%F 282F df 82F<df>2 OF d*f

922 T oz0y dr T oy \dz) T oy da?

Een impliciete functie van 2 veranderlijken is van de vorm: F(z,y,z) =0 —

- B 3£ oF of OF OF Of _
z= f(z,y) = F{z,y, f(z,y)} =0 — Oz +8z or =0 8y+82 0y =0

of _ OF/0x of _ OF/0y
oxr  OF/0z oy  OF/0z

_ _ Fli, (). g(a)} =0
eI Z‘WH{ Gla f(w).g(w)} =0

0G  9G df 9G dg

G(z,y,2) =0
OF OF df OF dg

Stel: { F(z,y,2) =0

Oz t oy oy dx e 0z dx =0A Oz t oy oy dx e 0z dr
F F d d
Als J = ?}y ?96; — ?)z 885 # 0, dan volgt hieruit voor ch en ﬁ:

df  9(F,G)/0(2,2) A dg  O(F,G)/0(z,y)

de J dz J
Een noodzakelijke voorwaarde opdat de impliciet door F'(z,y) = 0 bepaalde functie y = f(z)
d F
een extreem bezit in xg volgt uit: (f> =0— (8> =0
dzr /) 4, 9T / (20,40)
" (z0) < 0= f(x0) is een relatief max.
f"(x0) > 0= f(xo) is een relatief min.
F F d
1" (x0) volgt uit substitutie van f/(zo) in de uitdrukking voor (fx (?)x - gy df:)
me(xo yO)
" )
x0) = ——
f ) Fy(2o,yo)

Een functie z = f(x,y) heeft een extreem in (xo,yo) als geldt: fz(xo,y0) = OA fy(zo,y0) =0
Dit zijn noodzakelijke voorwaarden; dergelijke punten heten stationaire punten.
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Uit f(zo+h,yo+k) — f(z0,y0) = 2{h® faz(w0, y0) + 2Rk fuy (0, Yo) + K fyy (0, y0) } +er® met
r=+vh?+k*Ar = 0= — 0 volgt dan dat het gedrag van f(xg+ h,yo + k) — f(z0, %0)
vnl. bepaald wordt door de kwadratische vorm tussen de accolades. Er geldt nu:

f(xo,yo) is een extreem als fqz (2o, Y0) fyy(z0,Y0) — fgy(:zzo, yo) > 0, en wel een
max. als fz,(20,y0) < 0 (ofwel fyy(xo,y0) < 0)
min. als fr(20,y0) > 0 (ofwel fyy(x0,y0) > 0)

Stel: f: (z,y) — f(x,y) met nevenvoorwaarde: p(x,y) =0
p(z,y) =0=y=y"(z) = o{z.y" (@)} = 0A flz,y" ()} = f*(z) =
df*_8f+8f‘df*A8£ Gigo'dy*_o dy*  Op/0x

de  Ox Oy dx  Ox + oy dr 7 dz T /oy
df* _ (9f/0x)(0p/0y) — (0f /0y)(9/Ox)

dx dp/0y -
. ar* . | 0f/0x Of/0y | _
Noodzakelijke voorwaarde opdat =0 is: ‘ 0p/0z Dp/dy | 0
Stel: F(z,y,z) = 0| 2z = f(x,y) — noodzakelijke voorwaarden voor een extreem zijn:
of/ox=0 AN 0Of/0y=0
oF OF Of oF OF Of
R A TR S VA
OF OF
or " N gy T

ox

0z? 0xdz Oxr 022 0z 0z2

O*F  9*F Of O0°F Of O*F of of OF O0°f

8$8y+8x82‘37y+3y8z'%+822 '8$.8y+5'8x8y:

O2F _O%F of a2F<af)2 OF 02f
e A ) I g A
Oy? Ooydz Oy 022 \ Oy 0z 0y?
Substitutie van f/0x = 0 en 9f /0y = 0 geeft:
O°F  OF 9'f
oxr?2 0z 0Ox?

0’F +8£ 0% f B
0xdy 0z Oxdy

or o 75
oy2 9z O0y?

’*f _82F/8x2 A 0% f _82F/8x8y *f _82F/8y2

0x2 ~  OF/0z dxdy  OF/dz o2 OF/0z
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Stationaire punten zijn ook m.b.v. de Lagrange Multiplicatorenmethode te bepalen.
Stel: f: (z,y) = flz,y) A elz,y) =0y =y"(x) = f(2) = fHfz,y"(2)}

De functie w*(z) = w{z,y*(z)} = f{z,y*(z)} + Ae{z,y* ()} met A € IR een zgn. multipli-
cator, heeft dezelfde extremen als f*(z) —

dw* of Of dy* dp Oy dy* of af dy*
daj_ax—i_@y.daz A((‘)x—i_(‘)y.daz) 0<:)8 +)\8 +<8 +/\8y> dr
Als X zo bepaald wordt dat de term tussen haken nul is, dan zijn de 1-ste 2 termen ook nul.
Samen met de nevenvoorwaarde geeft dat 3 vergelijkingen met 3 onbekenden, waaruit x en
y zijn op te lossen:

of of —
%—i_}\@a: 0 A 8—y+/\ay 0 A p(z,y) =0

Een lijnintegraal is een integraal waarvan de integrand een scalaire functie gedefinieerd op
een kromme in Ry of Ry is.

Een kromme K : 7(t) = (X(¢),Y(t),Z(t)) is georiénteerd als op K een pos. richting
gedefinieerd is.

Stel: f: (x,y,2) = f(z,y,2) is een continue functie van Rg —R, gedefinieerd op K.

Voor de lijnintegraal van f langs K naar x geldt dan:

t=p
| Ao = [ HXO.Y @, 20} K @t
K t=«

Analog uitdrukkingen gelden voor de lijnintegraal naar y en z; voor de lijnintegraal naar de
booglengte o geldt, met o = s(t):

/ﬁw,w/HX Z(1)}s(t)dt

Eigenschappen van lijnintegralen:

/cf(x,y,z)da::c/ f(z,y,2)dx | c€ IR
K

J f@w.2) m+/};%<M—/Ux%>+Mx%nm

/f:vy, /f:vy,

/Kf(x,y,z)clfv:/K1 f(x,y,z)dx—i—/K2 flz,y, 2z)dx

K=K+ Ky

Als z = f(x,y) een begrensde, niet-negatieve functie is gedefinieerd op een gesloten rechthoek
R={(z,y) |]a<xz<b A c<y <d}, dan wordt de inhoud van het deel van de ruimte
bepaald door {(z,y,2) |[a <z <b A c<y<d AN 0<z< f(x,y)} gedefinieerd door de

Riemann dubbelintegraal:
// [z, y)dedy =/ flz,y)dR
R R
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Hierin is R het integratiegebied en dzdy = dR het oppervlakte-element.

Eigenschappen van dubbelintegralen:

/ {f(z,y) :I:g(:vy}dxdy—//fxyd:vdy:l:// (z,y)dzdy

//)\fmydxdy—)\//fxydmdy|)\€lR
/ [ fay)dady = | / fayydady + [ [ flo,y)dudy | B =R+ Ry
R R1 R

2
m en M min. resp. max van f op R= m-Opp R < //f(:c,y)da?dyg M -Opp R

Uit de laatste eigenschap volgt dat /f(a:, y)dedy =p|m<pu<M—

1
Opp R
R

/ f(z,y)dzdy = p- Opp R
R

Daar f continu is op R neemt f elke waarde aan tussen m en M — er is een punt (§,7) € R
zo, dat geldt: f(&,n) = /f(x,y)d:ndy —

1
Opp R
R

Middelwaardestelling van de integraalrekening;:

/ f(x,y)dzdy = f(€,n) - Opp R | (€,1) € R
R

Een dubbelintegraal is te herleiden tot een zgn. herhaalde integraal, waarbij de volgorde
van de integraties verwisseld mag worden:

[ fy)dady = /d dy /b f(@, y)de = /b da /d f(@,y)dy
A ) ;]

Een gladde boog is een puntverz. met vectorvergelijking 7(t) = (X (¢),Y (¢t)) | t € [a,b].
Een Jordankromme is een gesloten, bij gedeelten gladde kromme die zichzelf niet snijdt.
Een kromme heet rectificeerbaar als hij een zekere lengte bezit.

Voor een dubbelintegraal die gedefinieerd is op een gebied
G={(z,y)la<z<bApi(z) <y<pr)} geldt:

//fwyda:dy—/dx/ (z,y)dy

@ pi(a)
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Voor een dubbelintegraal die gedefinieerd is op een gebied
G={(z,y)lc <y <dAi(y) <z <1pa(y)} geldt:

2(y)

//fxyda;dy—/dy/fxyd

1(y)

Voor een dubbelintegraal die gedefinieerd is op een gebied waarbij G omsloten wordt door
een Jordankromme, geldt:

p2(x) d 2y
//fxydxdy—/da: / flz,y)dy = /dy / f(z,y)dx
a ¢ i(y)

FEen convex gebied is een gebied waarvan elk tweetal punten door een lijnstuk kan worden
verbonden dat geheel binnen dat gebied ligt.

Een enkelvoudig samenhangend gebied R is een gebied met de eigenschap dat voor elke
Jordankromme J die geheel in R ligt, ook het binnengebied van J geheel in R ligt.

Volgens de Stelling van Green geldt: // (8@ - gP) dxdy = ]{ P(z,y)dx + Q(z,y)dy —
Y J
oQ OP

B
Uit 0Q/0x = OP/0y volgt tevens dat | P(z,y)dr + Q(x,y)dy dan onathankelijk is van de
A

weg van A naar B.

De uitdrukking P(x,y)dx + Q(x,y)dy heet een differentiaalvorm.

Een exacte differentiaal is een differentiaalvorm die de totale differentiaal is van een functie
F — P(x,y)dr + Q(z,y)dy is exact als er een functie F' bestaat zo, dat P(z,y) = F,(z,y)
en Q(z,y) = Fy(z,y), ofwel als 0P/0y = 0Q/0z. De functie F' is dan te schrijven als:

(zy)
Fay)= [ PEmds+QEndy

(z0,90)

Daar (zg,y0) een willekeurig pu t in R is, is F(x,y) bepaald op een constante na. De inte-
gratieweg van (xg,yp) naar (z,y) is een willekeurige (bij gedeelten gladde) kromme.

Als de punten (z9,y0), (z,v0), (xo,y) en (x,y) in een convex gebied liggen, dan is de lijninte-
graal te herleiden tot een gewone integraal:

F(z,y) = /P(t,yg)dt+/Q(m,s)ds = /Q(xo,s)ds—i—/P(t,y)dt
xo Yo Yo xo
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Stel: { Z f gg’ z)) beeldt elk punt (z,y) van een gebied G in het X, Y-vlak één-eenduidig

af op een punt (u,v) van een gebied H in het U, V-vlak.

x = X(u,v)

Voor de inverse transformatie geldt dan: { y =Y (u,v)

De coodrdinaten (ug,vp) van een punt in het U, V-vlak heten kromlijnige codrdinaten.

=Y (u,v) v="V(x,y) v=V{X(u,v),Y(u,v)}
1:8U 8X+8U oY 0:8U 8X+8U oY
or Ju 0Oy u A or Ov oy v N
0:8V 8X+8V oY 1:8V 8X+8V oY
or Odu Oy ou dr Ov oy v
OX 1 ov oy _ 1 ov oX _ 1 U, v 1 au o ow)
ou D 09y Ou D 0x Ov D 9y  ov D oz’ d(z,y)
Substitutie in % geeft:
d(u,v)
AX)Y) 1
d(u,v)  O(U,V)
I(z,y)

Stel: Een gebied G, begrensd door de Jordankromme K : (z,y) = (p1(t), p2(t)) wordt
d.m.v. de transformatie x = X(u,v) en y = Y (u,v) afgebeeld op een gebied H,
begrensd door de Jordankromme L

t
Als K eenmaal linksom doorlopen wordt, dan geldt: O = [, xdy = f 01 (t)ph(t)dt
to
x=¢1(t) = X(u,v / {6Y dyr | 9Y dwg}
Op K geldt: 0= — dt
b {yzsoz(t)zY(u,v - ou Tt T ov di

Als een punt K linksom doorloopt, dan doorloopt het beeldpunt L linksom als
D =90(X,Y)/0(u, v) > 0 en rechtsom als D < 0 —

‘O|/X —d + X (u, U)(?;dv

Y Y
— en Q(u,v) = X(u,v)g—v geeft:

ou
0@ _or _ D— 0= |//Ddudv://\D|dudv—>
H H

Toepassing van de Stel. van Green met P(u,v) = X (u,v)

ou  Ov

é/f(a:,y)d:cdy: é/f{X(u’”%Y(“?”)}‘Egi:;)‘dudv

Bij overgang op cylindercodrdinaten geldt:
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: (X, Y)‘
— z= COS , pSin A =
f(pcosg, psiny) ‘ 900, 9)

= X(p,p) =pcosep
y=Y(p,p) = psing

//f(w,y)dwdy = // f(pcos e, psinp)pdpdy
G H

Een oneigenlijke dubbelintegraal van de eerste soort wordt gedefinieerd als:

//f(x,y)dxdy:nlgrgo //f(:n,y)dmdy
G an

Hierbij zijn de G),’s willekeurig gevormde begrensde deelgebieden van G.

2t n
g;fe*ﬁ*dexdy = E)f Ofe*pzpdpdap = QW[—%e*pz]g =7(l-— e*"Q)

Hierin is Cp, = {(z,9)|22 + 12 <n?Ane€ N} — lim [ [e " Vdady=m —
n—oo
Cn

// e_””Q_de:rdy =7
G

Stel: Vi, = {(@,)llz| < nAlyl SnAn € IN} = [ [ Vdady = [{ [ e dr}e ™V dy <
1%

n —-n —n

[[e ™V dedy = { [ e de}? — lim { [ e da}? = { [ e " de}2 =7 -
Vi -n n—=eo_p —0o0

Integraal van Poisson:

[e.e]

/efodx = %ﬁ

0

Vermenigvuldiging met 2//7 geeft de Foutenfunctie van Gauss Erf x:

2 X
Erfz = ﬁ O/eUQdu

X o0
. 2 . —u? 2 2
xlglgoErfx = ﬁxlgglo e " du= ﬁ /e du —
0 0

lim Erfz =1

T—00

2 7 2 7 2 7
WJE_U2dUZ \/7?0/8_“2du+\/7?/€_U2du: 1 —
T

2 oo
Erfl‘ =1- ﬁ /e_UQdu
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De Gammafunctie I'(p) wordt gedefinieerd als:

o0

I(p) = / e 't lat

0

p>0

oo 00 o
[e7ttPdt = — [tPd(e™) = —[tPe 1| +p [ e 1P dt —
0 0 0

T(p+1)=pT(p) [p>0

I'(p)=p-DI(p-1)=T@p+1)=pp-1)I'(p-1)
Herhaalde toepassing van I'(p 4+ 1) = pI'(p) geeft,

met I'(1) = [ e tdt = 1:
0

]F(p+1)=p! IpelN\

Voor p € IR\0,—1,—2, -3, ... wordt I'(p) gedefinieerd als:

N —

r) = "D |

peIR\0,—1,-2,-3,...

Voor de afgeleide van de Gammafunctie geldt: IV(p) = [ e ‘P tIntdt... —
0

r™(p) = / e P~ In" tdt
0

o0
I'(3) = Ofe_tt_l/th; substitutie van t'/2 = u geeft: ri)=2

2
e “du —

o—gy

e}
Substitutie van az™ = y in [ 2™a"%"dx | m,n,a € IR geeft:
0

o0 1/nY ™ 1/n o0

/ (y) A <y) Ml_ 11 1/ym/ny<1/n)—1e—ydy@
a a CLm/n al/n n

0 0

o0 1/n) ™ 1/n o0
Yy ) (Y _ b mtien)/n oy

/{(a) } ‘ d{<a) }_ et | v c

0 0

[e.e]

1 <m+1

m_—ax"” _
/:c e dr = na(m"‘l)/"r -
0

> ‘ m,n,a € IRT
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1
Substitutie van z = e ¥ in [2™In"zdx | n € INT,m € IR,m > —1 geeft:
0

0 0 oo
" du
—-my(_,\N,—Y —(—1)" n, —(m+1l)y 7, _ 1 n/( U ) —u
/6 (—y)"e dy()/ye dy(>0 1) € 1

— 0
0 00
—my n_—vy (_1)n n_—u
/e (—y)"e dy:(m—i—l)”“/ue du —
o 0
1 (—1)"n!
/xmln":cdx:( T neINT.meIR,m>—1
0

or Vi 17
Stel: I(a, ) = /e—av cos SAdN — a5 =— / P sin BAd\ = % /sin Bkd(e—w\?) &
0 0 0

o0

or _ —f/ew cosprdr = — D g Oml_ 5
[0

_ - _ — —B?/4a
0B 200 0B 2 [, p) = Ce

0

oo
Substitutie van x = aA? in I(a,0) = [ e~ N\ geeft:
0

1 OO* —x F(l) ™ T
I(a,O):z\/a/g;lme d$:2\/25:é\/;_>025\/;_>
0

o0

/e_‘”\2 cos BAAN = %\/Ze_ﬂz/m
0

De Betafunctie B(p, q) wordt gedefinieerd als:

p,q >0

1
Blpa) = [ (1 -0 ar
0

Voor p,q > 0 convergeert B(p, q). Uit substitutie van t = 1 — u volgt:

| B(p,q) = Bg.p)|

Uit substitutie van ¢t = cos? ¢ | 0 < ¢ < %77 volgt:

B(p,q) =2 [ cos™ " psin® ! pdep

|
[\]
o \ w:\;a

44



(o] o
Stel: u =+t = T(P)T(q) =2 [ e u2PLdu-2 [ e’ v2 1y = 4 [[ e~ @)y 2r— 1201 gy dy
0 0 C
Hierin is C' = {(u,v)|0 < u? + v? < N(R) Au,v > 0}.
Overgang op poolcodrdinaten geeft (met N(R) — 00):
ix

2 o0
I'(p)T(q) =2 Of cos?P~ L psin?t1 pdip - 2 g" e Pt )=1dpB(p,q)T(p, q) —

I'(p)T'(q)
Bp,q) = =——F—-=
®9) I'(p+q)
Hieruit volgt:
1
57{'
IR I'(p)I'(q)
2p—1 2g—1 _
/COS @ sin pdy =
2
/ (p+9)
1
2" L(3)C[3(m + 1)
Stel: 2p—1=0A2¢—1=m — [ sin™ pdp = —2--2
| sin™ pdg 20 (L(m + 2)]

Substitutie van m = 2r geeft:

1
oy DOTO+) TR == ArG)
5 T TN+ 1) o2r(r—1)(r—2)---1
1
27 2r—1)(2r—-3)---1 1-3:5---(2r—1
fSlIlm(,Ong: (T )(T‘ ) E (T ) E
; or(2r —2)(2r —4)---2 2 9. 4-6---2r 2
in
Analoog voor [ cos™ pdp —
0
37 37
1.-3.5---(m—1
/sinmgodwz/cosmcpdgoz (m-1) = m = 2,4,6,
2:4-6---m
0 0
Substitutie van m = 2r + 1 geeft:
1
3" rHr ) TG)r(r—1)(r—2)--1 2r(2r—2)(2r—4)---2
F gy~ T4 D) T 1021 2rer =2 =)-w-2
0 2I'(r + 3) 2(r+3)(r—3)---I'(3) 22r+1)(2r—-1)---1
1 1
3™ 2.4-6---2 37
E)/’sin%"cpdcp:1.3.5.”(%:_1);analoog voor JCOSQ’Wpdgo—)
37 37 - ( )
4.6 m-—1) =
in"™ od :/ ™ odp = - =1
/sm pdp cos’" pdp 135 m 5 m ,3,9,
0 0
Stel: [ %ﬂ 2P 2d LB 11 F(p_'_%)ﬁ J %ﬂ- 2P 94d
t . = 1 = = =. =) = = Si
Stel Ofsm xdr = 5B(p+3,3) T+ 1) en bfbln xdx



M‘H

sin?? udu = f sin?? udu = I

Substitutie van 2z = u geeft: J = %

O—x

\ =

™

N

27

Tevens geldt: J = [ (2sinzcosz)?dr = 2% f sin?? z cos®™ xdzx = 2% 'B(p+ §,p+ 3) &
0
_ 2R +3) T+ o)vr _ 221”1F2(p +3)
I'2p+1) 2pI'(p) I'2p+1)
Verdubbelingsformule:

22T (p)T(p + 5) = VaL(2p)

Algemeen geldt:

1 2 —1
I'(p)T (p + > r (p + ) = (p + m) = m/D=me 9y (m=D/2D (1)
m m m
y dy in 7 ! dx
1—y -y S i

en dxr =
1 o1 p 1
Y Y 1 _
/7(1—11) Z/y” (1-y)Pdy = B(p,1 —p) —
1 —y)p—1 1— )2
/ (1-y) (1-y) )

o

P~ 1
[ de =T - p)
0

Substitutie van z = 0 < p <1 geeft:

O<p<l1

o0
Substitutie van xu = y in f uP~le™™du | 0 < p < 1 geeft:

T\ 17 Lp) 1 _ 1 T
/(y> 7/yp 1e*ydy: — N\ . 7/up7167xudu—>
x xP o P I'(p)
0 0 0
/smx = F(//up_le_x“sinxdudx F—/
0 p) 00 0
d 7 si 1
Substitutie van u? = v en du = v geeft: / smxdx = p— 7T1 N
201/2 ) aP [(p) 2singpr
o .
sin x T
dr=———— | 0<p<1
0/ xP 2L (p) sin pm P
o0
Analoog geldt voor / cosp:z: dr | 0<p<1l:
0
o
cos T T
dr=———— | 0<p<1
0/ xP 2I'(p) cos %pﬂ P
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I'(n+1)= [2"e ®dx = [ e"*~2dg; substitutie van x = n + y geeft:
0 0

T(n+1) = [ ernmtn-n-ygy — o=n [ gninh{1+@/mY=ygy — pre=n | enln{l+@/m}-ugy o
0 0 -n

L(n+41) =n"e™ Lofoey—(y2/2n)+(y3/3n2)—~-—ydy — phe " Ofo e=V? /2t (y? [3n%) ==y gy,

oo .
Substitutie van y = /v geeft: T(n+ 1) =n"e "/n [ e v2/2HE/3Vn)— =gy _,
—Vn
o0
n>1=T(n+1)x=n"e"/n [ e 2 dy = ne~"/ny2m —
—0o0

Als n € IN, dan geldt voor n! de Formule van Stirling:

n! =n"e "\/2mn

Een Dirichlet integraal is een integraal van de vorm [ [ [ 2® 1y#= 127" dxdydz met V:
1%

a b
Jr

p q r
Stel: (x) :u/\<y) :v/\(z) =w —
a b c
apBey a_1 B_
I = aoc ///up Loa " Ywr Ldudvdw
pbgr %

abﬁ . 1 l—u l1—u—v
a c - a1 B_1 a_
I = // / wr wa twr  Ydudvdw <
qr v=0
u=0 w=0

R:ut+tvt+tw=1«

p

x\P y\? z\"
() + () + (c) = 1 een gesloten gebied in het 1-ste octant en «, 8,7, a,b,¢,p,q,r €

a®bBer Pl 1 84 o a®bPey e 1 o 1 o
I= — // ur v (1—u—v)rdudv = — / ur /UE_ (I1—u—wv)rdvpdu
pgr 7 v=0 bgr v
u=0 0 v=
1

—Uu

1
5 8 8
Stel: v = (1 —u)t = /le(l—u—v)gdv:(l—u)ﬁ% /trl(1—t)%dt<:>
t=0

1-u B ol
T (2)T(2+1)
B B B
/ vi ' (1—u—v)rdv=(1 —u)?L%B (ﬁ,7 + 1) =(1 —u)EJr% <qﬁ) ’yr
020 T r(o+1+1)
1
e T(E)TE+1) | oo sa abBer o T(2)T(E+1)
I= — / ur (l—u)a rdu = —- B
par v T(B4+241) S pr 7T (24241
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a B 0l

Oébﬁ 2 F - F — P(?)

///maflyﬁflz'yfldxdydz = apqrc . (p> (q) a,B,7v,a,b,¢c,p,q,r € IRT
\4

r(e+2+2+1)

T e v 7 de e~u]™ T e v et
R e e e M o LU L R
X

T x T

—x —x —x

e e pe
Analoog voor Ipy1 = s (p+ Dlpr2 = I = o gptl P+ Dlpo - —
Teu 1 (p+1) plp+1)(p+2)
e wf1 _p  pe+tl) plp+1P@ o
/?du =€ {ij :L»erl xp+2 xp+3 + } P > 0
x

Substitutie van p = % en x = x? geeft voor Erf x:

2
€

B 1 - (1 1 +1-3 1-3-5+ >
T — — - — -
. Vro\x 223 2225 2327

De Dirac deltafunctie §(x — ') is een naaldfunctie waarvoor geldt:

0 |x#£4d

oo |z=1a

5(:1;237/):{

a<z <b

b
/5($ —2)dr =1

Voor elke willekeurige continue functie f(x) geldt:

b
[ $@ta ~ oz = (o)

Voor §(z) gelden de volgende identiteiten:

0(x) =6(—x)
dé(z)

T —i(x)

zé(z) =0

De Heaviside stapfunctie 0(x — z’) wordt gedefinieerd als:

0lz<a
1|z>a

G(x—ac’):{
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b
Substitutie van df/dz in [ f(z)d(z — 2')dx geeft:

b , b /
[PEZD e = ot~ )@~ [0~y Dz = (8) - IECE

a

De Deltafunctie kan dus worden opgevat als de afgeleide van de Heaviside functie.

De Deltafunctie kan ook worden geschreven als:

[e.e]

d(z) = % / ek d

—00

Het 3-dimensionale equivalent hiervan is dan:

1 oo 0 0 -
53(77‘):%/ / /em'rdxdydz

—00 —00 —0O0

Als {¢, ()} een verz. orthonormale functies is, dan geldt voor een willekeurige functie ¢ (x):

$(E) = S enbalw) = = (a0 b0(2) = ST 910NN Yo (2)

0(z) = {5 on()03, () e’

Insluitrelatie:

2 Gn(@) i (2') = 6(x — 2')

n

Als een functie f gedefinieerd is op een omgeving van een punt P(a,b) in het platte vlak,
dan heeft f een pool in P als geldt: lim )f(a:, y) = 00

(z,y)—(a,b

Een singulariteit van een functie f is een punt waar f niet gedefinieerd is, of wel gedefinieerd
maar een pool heeft.

FEen geisoleerde singulariteit P is een singulariteit waarbij er een cirkel bestaat rond P
waarbinnen f geen andere singulariteiten heeft.

Een oneigenlijke dubbelintegraal van de tweede soort wordt gedefinieerd als:

[[ t@dady = tim [ [ £ pdady
G G—-Gp,

Hierbij zijn de G,,’s omgevingen van P waarvan de diameter naar nul nadert als n — oo.
// dxdy
Vaz + y?)

dwdy dr 7 dr 9 9 9
S / e E A LI

1/n 1/n

p>0AC = {(z,y) | 2>+ 3* < R*} heeft een pool in C in (0,0) —
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dxdy

dxdy
et =i [ [
( /112 +y2)p n—o00 Jo ( /LUQ _|_y2)p
// dxdy 27TR2_T’
VaZ+y?p  2-p
Stel:  f(z,y, z) is een continue functie gedefinieerd op een begrensd gebied van de ruimte

V: {(x,y,z) | f(xa:U?Z) S O}

De drievoudige integraal van f over V wordt dan gedefinieerd als:

///f(a:,y,z)dxdydz:///f(a:,y,z)dV
1% 1%

Als f(z,y,z) =1in V, dan stelt [ [ [ dV de inhoud van V voor:
\%4

De integraal convergeert voor p < 2 — / /

Iy = [ | [ dzdydz
\%4

De eigenschappen die dubbelintegralen hebben gelden ook voor drievoudige integralen. Zo
kan een drievoudige integraal herleid worden tot een herhaalde integraal.

r = X(u,v,w) A(X,Y.Z) 0X/0u 0X/ov O0X/Ow
Stel: ¢ y=Y(u,v,w) — D= ﬁ =| 9Y/Ou 9Y/ov IY/ow | —
> = Z(u,v,w) (wv.w) | o700 az/00 97)0w
(X,Y, Z
///f:vy, da:dydz-///f{Xuvw Y (u,v,w), uvw}’a dudvdw
Overgang op cylindercoordinaten geeft: f(x,y,z) = f(pcosp, psing, z) A 88((X’Y’Z)) =p—
Uy U, W
///f(fc,y,Z)dwdydzz///f(pcosso,psinso, z)pdpdpdz
v W
Uit f(x,y,z) = 1 volgt voor de inhoud van V:
IV:///pd,odgpdz
1%
Overgang op bolcodrdinaten geeft: f(z,y,2z) = f(rsinf cos p, rsin @ sin ¢, r cos ) A 86(()(,;/,Z)) =
U,y

r?sinf —

///f(x,y,z)dxdydz:///f(rsinﬁcosgo,rsin@sinap,rcosﬁ)rQSinedrdego
v 1%
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Uit f(z,y,z) =1 volgt voor de inhoud van V:

Iy :///r2 sin Odrdfdy
w

Voor de oppervlakte van een gebied G, bepaald door y = f(z) | f(z) > 0,z =aenxz =b
b
geldt: O = [ f(x)dx

f(z)

b
Tevens geldt: [[dxdy = [dx [ dy =
G a

0
// dxdy = /bf(x)da;
G a

Voor de oppervlakte van een gebied G, bpaald door x = ¢(y) | p(y) > 0,y =ceny =d
d
geldt: O = [ o(y)dy

f(x)dx —

S —

»(y)

d
Tevens geldt: [[dzdy = [dy [ dz= [¢(y)dy —
G c 0

//dxdy = /dSO(y)dy
el c

Bij overgang op poolcodrdinaten geldt:

[ et [ v

Als R = R(y) de poolvergelijking van een kromme K is, dan geldt voor de oppervlakte

Q—

2 R(p)
begrensd door K en de voerstralen ¢ = @1 en o = po: O = [[pdpde = [ [ pdpdp —
H Y1 0
©2
0=} [ By
i

Als r = R(¢, 0) de vergelijking van een oppervlak in bolcotrdinaten is, dan geldt:
2w R(QO,G)
v=/[[[r’sinfdrdidp = [ [ [ r%sin@drddde —
v 00

0
2T
// (p, 0) sin OdOdy
00

o1

ol




Een omwentelingslichaam ontstaat als een kromme y = f(z) gelegen in het X, Y-vlak om
de X-as of de Y-as wordt gewenteld.

Bij wenteling om de X-as tussen de lijnen £ = a en x = b geldt voor de z-component van
een punt P(z,y,z) van het omwentelingsoppervlak: z = /f?(z) — y?> —
f(=@)

dx Of VI x) —yidy

Hierinis G = {(z,y) | Y =0Az=aNz=bAy = f(x)}

e

I= fof(m,y)dxdyzél

De integraal naar y stelt de oppervlakte voor van een kwartcir-
kel met straal f(z), zijnde $7f%(z) —

b
I= Tr/fQ(x)dx

Analoog geldt voor de inhoud bij wenteling om de Y-as tussen de lijnen y = c en y = d:

d
I= 7T/saz(y)dy

Hierbij is © = ¢(y) de inverse functie van y = f(x).

Voor een gesloten kromme die de X-as niet snijdt en bepaald
wordt door y; = fi(x) A ya = fa(x) geldt voor de inhoud bij
wenteling om de X-as:

£
&

b
1= [{7}@) - f@)}da

Als S : z = f(x,y) een gekromd oppervlak is boven een gebied G in het X, Y-vlak, dan geldt
voor de vergelijking van het raakvlak in punt P(&;,n;, 2;):

z—z = fu(&,mi)(x — &)+ fy(&,mi)(y —n;i) — Richtingsgetallen van de normaal n in P op S
zijn (fz(&, i), fy(&,m), —1) — Richtingscosinus van de scherpe hoek v; die n met de Z-as

maakt is cosy; = 1/\/f¢c2(§i,m) + fg(fi,m)

Als G wordt verdeeld in deeloppervlakken
AGy, ..., AGy, met punten (&1,m1), .-, (&nsn),
dan hoort bij elk punt (&, ;) een punt
{(&,mi), f(&,m)} € S waardoor een raakvlak
is aan te brengen. Als «y; de hoek is die dit
vlak met het X, Y-vlak maakt en A7r; de

oppervlakte van het deel 7; van het raakvlak
boven G;, dan geldt: AG; = Ar;cos~y; —

ATy = \/f;%(&,m) + f3(&imi) + 1AG; —

Os = nh—>Hc}o g:l \/ff(&',m) + f2(&i,mi) + 1AG; —
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2 2
Og = // (af) + (af> + ldzdy
Ox oy
G
Als S impliciet is gegeven, dan geldt: S : F(z,y,2) =0 | z = f(z,y) —

af _ oF/ox %__8F/5y_)
ox  OF/0z oy  OF/0z

o= [1(5) a) /5

Stel: { T=XW0) e b y) = X (w0), Y 0)} = Z(u, v)

dxdy

y=Y(u,0)
Voor de inverse transformatie geldt: u="Ulz,y) —
v="V(z,y)
OU_1 oY oU_ 19X ov_ 1 oY oV _ 10X . (XY
or D v’ 9y D Ov'  Ox D Ou 9y D 0u’ 0(u,v)

fxy) = Z(u,v) = Z{U(z,y),V(z,y)} =

0 070U 07 0V _ L (02 0V 07 0V
Or OJu Odxr v 9dx D\ou v 0Ov Ou
af 1 oY,Z) af 1 9(X,2)
%= D 6( o) ; analoog Voora—y:—ﬁ- (. v)

B L LA

E (S }2 {5 }Qd“d”

Og =

Overgang op cylindercoordinaten geeft: S : z = f(x,y) = f(pcosp, psiny) = Z(p, p)A
oX,Y) A oy,z) . 0Z 8Z A (Z,X) 0z 8Z

= = Sin = —psin py— — cos
ap ) " 0 0) “op  Top " olp, ) P o0 Y op

AN 7z
Og = // P2+ p? () + (8 ) dodp
4 dp Oy

Overgang op bolcodrdinaten geeft: S : z = f(x,y) = f(rsinf cos p, rsin 0 sin )
Voor de afstand r van O tot een punt P € S geldt: » = R(6,¢) —

x=X(0,p) =R(0,p)sinb cos p
S:¢ y=Y(0,9) = R(0,p)sinfsinp —
z=2(0,p) = R(0, ) cos ¢
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IX,Y B ) OR
90, ) = R(0,¢) SIHH{R(H )cosH—l—aesmﬁ}
o, Z OR Ly oR

= R0-9)1\ 5, 0 0 cos o — — sinf cos 0
200, 9) R( 790){8@ sin p + R(6, ) sin” 6 cos ¢ 5 Sinf cos coscp}
0Z,X OR 9R |
200,9) R(0,¢) { 9o cosp — R(6, @) sin® O sin p + — 20 sm@cos@smcp} —

Og = // R(6, QO)J {Rz(ﬂ,go) + (%?)2} sin2 6 + (g;i)?ded@
H

Voor de z-component van een punt van het oppervlak S van een omwentelingslichaam geldt:

P g @) oy
PO == o= U oy T VR

b f(@)
_ {f(x)f'(=)}? y? ;
03—4/dx0/\/f2(x) 3 +f2(x)7 +1dy—4/f W 2 (z) + 1dx

) f2 ;13 _ y2
a
b
Os = 27T/f(56) f?(x) + ldz
a
Voor een kegel met hoogte h, straal r en top in O geldt:
h
y T r 2 r
tana:;:E%yzﬁx%Ikegelzw ﬁx 2de —
0 X

1
Txegel = gmr2h

h

h
z |r? 27rr\/ 2 + h2
Okegel = 271'/ w\ 72 + 1dx — /xd:c —
0 0

Okegel = 7rv/r? + h?

Voor een bolsegment met straal r en hoogte h geldt:

.
=Vr2—z?— Iholsegment = T ! (r? — 2%)dx —

1
Tholsegment = gmh?(3r — h)

o4




Obolsegment 2”/ Vr? —x?

+1dx:27rr/dx—>

r—h

_1:2

Obolsegment = 2mrh

3

Integratie van 0 naar r geeft voor de inhoud van een halve bol: I = %ﬂ"l" —

4
Byo1 = 377

Integratie van 0 naar r geeft voor de oppervlakte van een halve bol: O = 27r? —

Obol = 4712

Voor een torus die ontstaat als een cirkel met MP in ol BNy
(0,b) en straal r om de X-as wentelt geldt: Y
2 2 _ 2 P \\
+(y—>0b=r"— { L/
filz) = b+ Vr2—22 A fo(z) = b— V2 —2? — \ 1
r 1y
Liorus = 4mb [ V12 —22dz = 4nb - imr? — N |~
-r

L4

Itorus = 27‘(’2()7“2

f 2
Otorus = 27T/ (b+ \/7 \/74-1613} + 27r/(b rZ — x2)mdm &

x T
= 47br |arcsin — —
r —-Tr

Otorus = 4mbr

/ dx
S =

Otorus = 472br

2 2

Een verlengde omwentelingsellipsoide ontstaat als de ellips met vergelijking :% + ‘7;—2 =1
a
om de grote as wentelt. Voor de inhoud van de halve ellipsoide geldt dan:

B2
I:ﬂ'? /(az—xZ)da:%

0

1

_ 4 2
omwentelingsellipsoide = zmab

Voor de oppervlakte van de halve ellipsoide geldt:

b b2x? o27h 4 (a2 — b2) 2
ozgﬂ/,m B O L e el Gtk i W
a a?(a? — x2) a a?(a? — x2)

47rb/\/ — c222dx
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Stel: a2 =rAcx =2z —dx=dz/c—

a ac

[Va* — 2x2dr = ¢! [r2 — 22dz = C_l[%Z\/TQ — 22+ %7“2 arcsin(z/r)]i¢ <

0 0

a

[Vat — 2a2dz = Lavat — a2c® + J(a'/c) arcsin(c/a) = a%b + 3(a*/c) arcsin(c/a) —
0

2

. C
arcsin —
C a

O = 27b® +

omwentelingsellipsoide

Een afgeplatte omwentelingsellipsoide ofwel spheroide ontstaat als de ellips om de
kleine as wentelt. Voor de inhoud van de halve spheroide geldt:

a
—2/ —yHdy —
0

47ra2b

spher01de

Als a < b, dan liggen de brandpunten van de ellips op de Y-as en is ¢ = b? — a2, zodat ¢?

41h
van teken omdraait — O = i / vat + c2x2dx
a
Stel: a? =r Acx =z — [Vat + c222dx = ¢! f V2 + 22dz —
0 0
ac
[ Vr?+2%2dz = %[Z\/TQ + 22 + 72 1In(z + V7r? + 22)])8 —
0

[Va* + 2a2de = LH{ava' + a®c + (a*/c) In(ac + Va* + a®c?) — (a*/c) Ina?®}
0

Va* +a22?2 = ava? + 2 = ab —

of at + 222dx = $[a®b + (a*/c) n{(ac + ab) /a®}] = $[a®b+ (a*/c) In{(b+ ¢)/a}] —

2
O:27762—|-27m blnb+c
c

a
Stel: a > b — ¢ = a? — b?; verwisseling van a en b geeft dan:

2rab® . a+c
_ 2
Osphero’fde = 2ma” + c In b
22 g 2
Voor een drie-assige ellipsoide geldt: — +-5 = +— = 1. Alsy de cosinus is van de hoek die de
c
normaal op het oppervlak met de Z-as maakt, dan geldt: v = : —

/(@) + (52/6") + (/<)
- i . 04[(3;2/@) 4 (y2/b4) + (22/04)] -

22

2 2 2 2 2 2 2 2 2
T Y z Iy =z Y z T Y 27\
a4+b4+c4<1—2)—++c4—<++>—0<:>

at bt



Daar v < 1,is 1 — (1/4?) < 0 en stelt de vergelijking dus een kegel voor met top in O die
de ellipsoide in alle punten snijdt waarvoor geldt dat hun normaal op het oppervlak met
de Z-as een hoek insluit waarvan de cosinus gelijk is aan . Deze vormen een 4-de graads
doorsnijdingskromme die uit 2 t.o.v. het XOY-vlak symmetrisch gesloten ruimtekrommen
bestaat.

2 2 2 2 2 2
z c x x z

Substitutie van — = 772 <4 + y) in — + v + — =1 geeft:
a a c

2 1—x bt b2
2,2 2 .2 2 2,2 2 .2 2,2 2
P cy z Y T cy z Y cy Y
RS R SR [ N N L A A
2+b2+1— PrERES > ) +a2(1—72) a2+b2+62(1—’yz) b2

a2 o ( 2) 2 b2 o 62)’}/2
at(l—19?) 54(1 -7
De projectie van de 2 ruimtekrommen op het XOY-vlak zijn dus ellipsen met halve assen
VTR R/

n
V= @=apt " = - A
b ma?b?(1 —~?)
. f— 7"' —
eliips Ve = (@ =7~ (75
Als dFE het oppervlakte-element is in het XOY -vlak dat gevormd wordt door de ring tussen 2

ellipsen met infinitesimaal verschillende «, dan is dE/~ het bijbehorende oppervlakte-element
op de ellipsoide. De oppervlakte van de gehele ellipsoide is dan gelijk aan:

1
E
O:—Q/d
0 Y
1

De integratiegrenzen komen overeen met een afname van de hoek van 57 naar nul; hierbij
wordt v groter en dus E kleiner, zodat het minteken voor een pos. oppervlakte zorgt.

2 2 2.2Y) .2
a*(1—~%) +c¢ — %) + ¢y RSN
F1-9 Fi )
+

y' =1

%

0 =F

b2 —
Stel: k2zu A c=acosu—

b2(a? — c2)
2_ a2 1- (3
asing = Va2 —c2 A k= @b’ —a’c = _(62/b)ﬁc:b\/1—k2sin2,u
b2a2 sin? p sin® p

Stel: v = as;wg =2F ‘ YE01]=pe 0 —

a‘® — C s K
O__Qj dE B 2\/&2—62/

N / sinp/sinp sin ¢
2211 _ (2 2 _ .2
Hierbij is E = mab[1 — {asin /(o — D)} &
\/[a2 — {a?sin? p}(sin? o/ sin? p)][b2 — {b2 — 2} (sin? ¢/ sin? p)]

B 7a?b?[1 — {a?sin? ¢/ (a® — )}] _ mab[l — {a?sin® p/(a® — ?)}]

Vv a? cos? cp\/bQ — {b2k? sin? pu(sin? ¢/ sin? p)} cos py/1 — k2sin? ¢
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Voor de oppervlakte van een 3-assige ellipsoide geldt nu:

a2 — 2

I I
27h
2 2 2 / . 9 2
O3—assige ellipsoide = 27¢" + —— [(a - )/ 1 — k%sin® pdy + ¢ /
0 0

_dp
\/1—k2sin?

7 7
St B= [ Rads 2 B [ %

0 0 \/m
27h

T L0 = ) B+ i

= 2c? +

O3—assige ellipsoide

Als P(r,p) en Q(r + Ar, + Ap) punten van een kromme met
poolvergelijking r = R(y) zijn en u de hoek is tussen het verlengde ¥
van de voerstraal r en de raaklijn in P, dan geldt:

Opp.ropg = 30Q - PP’ = L(r + Ar)rsin Ap <

sin A
Ap

sin A
Opp'AOPQ = %7”2 A(p ASO =+ %TAT'

Ap —

2 P2
Osector = Jim > Oppropg = 5 [ rdp+ 5 [ rArde
Ap=0 ®1 ®1

Daar Ar — 0 gaat als Ap — 0 nadert, is de 2-de integraal nul —

»2

1 2
Ogector = 3 /7” dp
P1

Voor de inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als r = R(¢) om de X-as wentelt
geldt dat dit gelijk is aan het verschil van de inhoud van de omwentelingskegel met schuine
zijde OQ, en die met schuine zijde OP en de inhoud van de omwentelingsfiguur gevromd
door boog PQ:

2
Isector = 5773 sin? g cos g — Lrrdsin? g cospy — 7 [ 72 sin? pd(r cos p) <
1

—_

P2
3 sin?  cos plo2 —m [ r? sin? d(r cos ) <

®1

Isector = 3”[7“
P2

Isoctor = %w [{d(r? sin? ¢ cos @) — 3r? sin? pd(rcosp)} <
®1

P2
Isector = 37 [ {3r%sin? ¢ cos @dr + 213 sin ¢ cos? pdyp — 13 sin® pdy + 3r® sin® pdp—
®1
3r?sin o cos pdr} —

P2

2 3 .
Isector = 577/7" sin pdp
1

o8



b

Substitutie an y = rsing en dr = Vr2+71r2dp in O = 27 [/y? + ldx geeft voor de
a

oppervlakte:

2
Osector = 277/7“\/ r2 — 2 sin pdp
21

Als S : z = f(x,y) en oppervlak is gedefinieerd op een gebied G in het X,Y-vlak en
¢ : (z,y,2) = (x,y,2) een continue functie gedefinieerd op een driedimensionale omge-
ving van S, dan wordt de oppervlakteintegraal gedefinieerd als:

é/ o(x,y,2)dS = g/ @(x,y,z)\/<g£)2 + <g'§)2 + ldzdy
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Fourieranalyse

Een functie f(x) is periodiek met periode T als voor alle x geldt:

J(2) = f@+T) | T € R

L L

/ , km;d { L kmc]L 0 | / /.m,-d R
mn — = |—— _— = U; an I _—
S L XL k‘7T COS L . , ana oog VOO COS L Xz
—L —L

L L
/siana::/cosk?dx:O ke INT

L L
L L N
m#n = / sin m;ra: sin ﬂLxdx = % / {cos (m Ln)mc — cos (m Ln)m:} dex =0
—L —L
L
Analoog geldt: / cos 0 o5 MY gy — 0
L L
—L
L L 5
m=n= /sinm;msinﬂ;dx:%/ (1—cos n;:n) der =1L
—L —L

L
Analoog geldt: / CoS m;r T cos szdx =L—
~L

L L
. mmx . NTT mmnax nmwx 0 m#n
/ sin sin —dx = / cos cos —dx = | m # m,n € INT
L L =
—L

L L L |m=mn
—-L
L L N
m#n= /sinmzmj cosnzxdx—%/{sin (m Ln)mc—i—sin (m Ln)ﬂx}dq:_()
—L —L
L L 5
m:n:/sinmzxcosn—zxdx:%/sin ngxdx:0—>
—L L
L
/sinmzxcos?dfvzo m,n € INT
L

fz) =

o0
tel: A+ Y [an cos(nmx/L)+by, sin(nwz/L)] | n € INT convergeert op (—L, L) uniform naar
n=1
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L L
T mm
der = A / cos

o L
x MmT T nmwx
dr+ E an / cos cos —dm + b, /cos sin —dx
=1
L

L L
~L ~L
L
/f(x)cosmﬂxdx—amL%am— /f ) cos T4z | me IN*
-L
;&
Analoog geldt: / f(x)sin MY J = b L — by, = T / f(x)sin T 4z | me IN*
-L
L L o L
/ f(z)dz = / Adzx + Z / (ancosmlim + bnsinmlix) dx = 2AL —
L L n=1"p,

1 L
A:ﬁ/f(x)dm;m:O:>a0:%ff( )dz — A = a9 —
-L
-L

Als f(z) de periode 2L heeft, d.w.z. buiten f(z) geldt f(x + 2L) = f(x), dan wordt de
Fourierexpansie van f(x) gedefinieerd als:

f(z) = a0+nz:1<ancos i3 + by, sin Lx) neINT

Hierin zijn a,, en b,, de Fouriercoéfficiénten waarvoor geldt:
1 7 nwT 1 7 nwT
anzz/f(x)cosde A bn:z/f( sdex
L -
De functie f(x) is nu te schrijven als:
1 7 1 & nwy

f(a:):QLlf(gc)dx—Fan::1 cos—/f cos—dx—i—sm—/f sm—d:r

Als ¢ een willekeurig getal reéel is, dan zijn de grenzen in de integraal ook te schrijven als ¢
resp. ¢+ 2L.

De Fourierexpansie convergeert naar f(z) als f(z) continu is in z en naar 3{ f(z+0)+ f(z—0)}
als f(z) discontinu is in . Hierin is f(x + 0) de rechterlimiet en f(x —0) de linkerlimiet van

f(x) in x.

Een functie is even als geldt:

Een functie is oneven als geldt:
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L 0 .
! nmx 1 nmwx 1 nwx
an = [ f@)eos " Frdr = [ f@)cos"rdr+ ;[ Fla)cos " Fda| 1) = fla)
1 ’ 1 L
Substitutie van = —u geeft: a, = I / f(u) cos N8 g+ T / f(z) cos sz dx <
L 0

5 L
an Z/ coswdx
0

—
~
—
~—

&
=
E
U
8
|
|
—
~
/—\
Z
5
&.
H
O\h
F£
5
Q.
=
~
n
&
I
=
&

L
Substitutie van x = —u geeft: b, = /f sin —du Z / ) sin —dx =0
0

Een even functie kan dus geschreven worden als:

L
f(z) = 3a0+ = zjlco T/ cos—da:
La 0

o

L
nmx
Analoog geldt voor een oneven functie: a, =0 en b, = / ) sin —daﬁ —
0

Een oneven functie f(x) kan geschreven worden als:

L
f(@)=1tap+ = ZSIDT/ sm@d:c
n 1 0

L L

/f2 o/f da:—i-z an/f cos—dm—i—b /f smwdx =
.y

L o0

/ fA(z)dx = %La% + 2:(1/(172Z + Lb2) —

I n=1

Formule van Parseval:

S
\
~

N
w\r—‘

Za +62

[e.°]
Als 1a3 + El(afl + b2) convergeert, dan geldt: Jim a, = lim b, =0 —
n—=
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hmf/f2 )dx =0 —

n—00 T

n—oo

lim / f(z)sinnzdx = nhm / f(z)cosnxdr =0

| b
f(.T) — CLO + Z la zn7ra:/L e—znmt/L) + o

f(.%') = %ao + Z {%(an _ Z‘bn)einmﬂ/L 4 (an 4 Z'bn)efinﬂ'x/L}
n=1

Stel: %ao =cA %(an —iby) = cn A %(an +iby) = c—p —

oo
Z Cp e /L

n=—oo

L
1 .
Hierin is ¢, = 3L / f(m)e—mm/de -

L
f@ =5 3 [ r@e i

Stel: f(x):x2\0<x<27r/\2L:27T—>
c+2L 27

1 1 4
an = Z / f(aj) CcOS 7nz$dx = %/LL’Q cosnrdxr = ﬁ
c 0
1 c+2L 1 2m 4
bn:Z / f(z )smﬂ;dx—;/x2smnxdx——%
c 0
1 27
ao——/x2dac:%7r2—>
™
0
x2:§7r2+nz::1<n2008nx—gsinn$> 2—|—Z

(0.0
1
> =i

Stel: f(z) =sinz |0 <z <7TA2L =21 —
Daar f(x) een even functie is, is b, = 0 en geldt voor ay:
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) cos —dm = —

™

iy
2 nmwy 2 .
an f sin x cos nxdxr <
0

n#1

n—+1 n—1

1 {1+cosn7r

/L
0
™
1 2(1
/sm x + nx) + sin(z — nz)fdr = — JFCOSWT}:_ (1 + cosnm)
T
0
]
0

m(n? —1)

>Hr—*

™
2 . 4
sinzxcosxdr =0 A ao——/51nxdaﬁ:——>
T s
0

>Hw

2 4 [ cos2x cos4x cos bz

7_le+cosn7r_7_7 n
T w\22—-1 42-1 62-1

sinz =

=cosz |0 <z <mA2L=2m—

Stel: f(x)
Daar f(x) een oneven functie is, is a, = 0 en geldt voor by,:
2 | 2 [
by, = E/f(x) sin ?dw = /Cosxsinnmdx &
0 0

1{cosn7r Ccos N 1 1 }
— =

1
bn=;/{Sin<w+nm>—sin(x—”@}dx:; I+n 1-n 1+n 1-n

2 1) 2n[(-1)"+1 2 7
b, = n(cosnm + 1) = (=" + ]/\blz/coswsinxdmzo—)
m(n?—1) m(n?—1) )

cosT = w(n? = 1) 2

Anl(~ 2) ]Zstnx n € IN\{0,1} —

Substitutie van n = 2n geeft: (4—
=1

sin 2z n 2sin4dx 3 sin 6x n )
4.12 -1 4-22-1 4-32-1

8 &, nsin2nz 8
o= 23 =2

Stel: f(zr)=2|0<z<2A2L=4—
Als f(x) wordt opgevat als een oneven functie, dan geldt:

L 2
2 nmwT . 4
an =0Ab, = —/f(x)sm—da: /xsm%mra;dx:——cosmr%
L L nmw
0 0
4 X cosnm 4
__= in L — “(siniqr — Lgi lain3nrr — ...
x = Z sm2n7rm—7r(sm27rx 5 sinmr + 3 sin §7x )

™

n=1

Als f(z) wordt opgevat als een even functie, dan geldt:
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5 L 2
nwe
ap = — ) cos —dx = [ zcosinrxdr =
L 2
0 0

m(cosnw —1) | n#0

2
bp=0ANap= [xdx =2 —
0

4 X cosnm—1 8
1 1 1 3 1 5
r=14+— ————cossnmr=1— —(cosSsmx + s COSSTL + 5= coOSamx + - - -
22 n2 2 7r2( 2 9 2 25 2 )

n=1

Substitutie van ag = 2, a, = ——(cosnm — 1) en L = 2 in de Formule van Parseval geeft:
n4m
2
16 X (cosnm — 1) 8 64 1 1
1 2
5 d_2 — s — =2 B =N
2/ vt n? 3T (14+3+54+)
92 n=1
> 1 _71'4
L=
= (2n—1) 96
' 1 1 1 1 1
gL, 1 1. +1<1+1+1+ )_7r4+S
B 3t 54 20 \14 24 34 ~ 96 16

> 1 T
2 i "o

sin 1z cosnz = {sin(n + )z — sin(n —

)zt —
sin 1z (cosz + cos 2z + -+ - + cos Mz) = 5 in 3

{(sin3z — sin 12) + (sin 32 —sin 3z) 4+ - -

1
2
=1
2 2

+(sin(M + )a —sin(M — 3)2)}
sin 1z (cosz + cos2x + -+ - + cos Mz) = ${sin(M + Q)ZU—Sin%ZL‘} &
in(M + 1
%—i—cosx—i—---—l—cosszM
2sin 5

T sin(M + 1)
/7_ T dr=m
sin 5

Een verzameling functies ¢i(z) | k € INT is orthonormaal in (a,b) als geldt:

b
/ o () (2)d = Sy

Een orthonormale reeks f(x) wordt gedefinieerd als:

chqbn J]a<z<b
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Stel: Z cndn () convergeert uniform naar f(z) in (a,b) —

ff( )om(x)da = E cnfqﬁn( )Pm () d

Als {¢n(x)} onderling orthonormale functies in (a, b) zijn, dan geldt:
b

 ou(a)m () = b [ 1)) = e

a

De functies ¥, (z) en 1, (x) zijn orthonormaal m.b.t. de functie w(z) > 0 als geldt:

b
/w(a:)wm(a:)wn(x)daf = Omn

Hierin is w(x) een dichtheidsfunctie ofwel gewichtsfunctie, en is de verzameling {\/w(z), ¢, ()}
orthonormaal in (a,b).
1 7 1 7
nmwu . nmu
Stel: ay, = 7 / f(u) cos Tdu/\bn =7 / f(u)sin Tdu —
-L .y

L
1 1 & nwx
):M/f(u)du+L2:1 cos—/f cosidu—l— 1n—/f sm—du &
—L n=

2L/f )du + — Z/Lf cos—u—x)du

-L
T 1f b= lim f(x) = ] 1i7f<> " (0 z)d
1 u convergeert = lim f(z _L1—>I20Ln:1 u) cos —(u — z)du
us 17
Stel: Aa = 7 ANF(a)=— / f(u) cos a(u — z)du —
0

f(z) = lim ZAaFnAoa :/F doe  (Aa— 0= cos(u—2z)—1)—
Aa%O
0

Fourier integraaltheorema:

= io/da_[o f(u) cos a(u — z)du
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Analoog aan de Fourierexpansie van een functie f(z) is dit ook te schrijven als:

flx) = Zfo{A(a) cos ax + B(a) sin az }da

Hierin is A(a) = (7)~! _Z f(x) cosaxdr en B(a) = (7)1 _Z f(z) sin axdr —

o0

flx) = i/{ff(m) cos axdr + 7f(w) sinamdaz}da

0

Als f(z) in z discontinu is, dan geldt: f(z) = 3{f(z+0)+ f(z —0)}

177 o .

f@) =5 [ [ fgemeion s ety dadu
™
0

flz) = % 7eimda 7f(u)em“du

Als f(z) een even resp. oneven functie is, dan geldt:

fz) = i/cos xada/f(u) cosaudu | f(x) even

0 0 |
flx) = i/sinxada/f(u) sin oudu | f(x) oneven
0 0

De Fouriergetransformeerde F'(a) = F{f(x)} van f(x) wordt gedefinieerd als:

F(a) = \/12? / f(u)e ™ du

De inverse Fouriergetransformeerde f(z) = F~'{F(a)} van F(a) wordt gedefinieerd
als:

[e.e]

1 —izo
flx) = \/%_Zo F(a)e " “da

Voor even functies geldt dan:

F.(a) = \/E]Of(u) cos audu
0
f(z) = \/37}76(04) cos zada
0

67




Voor oneven functies geldt:

Fi(a) = \/j]of(u) sin cudu
0
f(z) = \/Z]oFs(a) sin zada
0

De convolutie f * g van 2 functies f(x) en g(z) wordt gedefinieerd als:

17
fro= = [ fgle—udn

—00

De convolutie is commutatief:
fxg=gx*f

Firsay= o= [(Geaemde= 5o [ o [ fagte—win

Stel: u+v=x = F{f g} = 5 ofo f(u)du Ofo g(v)el el dy <
1 7 . ¥ .
Fifxg}= o / f(u)e ™ du / g(v)e'*dv —

Convolutietheorema voor Fouriertransformaties:

\F{f *g} = F{f}F{g}]

Stel: F(«) en G(«) is de Fouriergetransformeerde van f(x) resp. g(z) —

F{f+xg} =F(a)G(a) = fxg= \/12? / F(a)G(a)e~da,

Stel: g(a) = f(2) =+ Glo) = <= [ Flaje™de = 7o) =

G(a) = \/12? / fu)f(x —u)du = \/12? / F(a)F(a)e ™*da

Substitutie van = 0 en u = z geeft de Formule van Parseval voor Fouriertransformaties:

7 |f () Pda = 7 |F(a)2da
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1] |z] <a
1: =
Stel: f(z) { 0|z > a
17 - 17, 1 glaa _ g—iaa 2 sin ax
Fla) = — / fu)e™du = /ew‘“du = - =1/=
V2T 2w V2T Qo T o
—00 —a
1 [ [Zsinaa iz :& o] <a
\/27/ —— e da=¢ 5 ||z]=a
T % 0]z >a
Substitutie van e~ = cos ax — isin ax geeft voor de integraal:
o0 oo oo
1 sin ax cos ra i sin aa sin xa 1 sin ao cos ra
[ PRSI g L [ BROGERIG g _ o [ SRACENIG,
T Q@ m @ T e
—00 —0o0 —0o
0o T ||zl <a
sin aq cos x« 1
/ ———da=9 37||r|=a
—o0 @ 0 ||z]>a

sin o

doo =71 —

o0
M:x:O/\azlé/
o
—0o0

oo .
sin x
/ dr = %ﬂ'
x
0
. 2 sinaa .
Substitutie van f(z) en F(a) =/ — in de Formule van Parseval geeft:
T«
a 2 oo )
sin” aa
/da::—/ 5 da:%ﬂa
s e
—a —00
o0
dx z? sin? x
Stel: aa =z — da = — Na? = 5 —>/ 5 dx:%wa—>
a a z?/a
oo
sin? x
o dx = 5m
0
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Complexe Functietheorie

De som en het produkt van 2 getalkoppels (a, b) en (¢, d) met a, b, ¢, d elementen van IR wordt
gedefinieerd als:

(a,b) + (¢,d) = (a +¢,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

Tevens geldt per definitie:

(a,0) =a
k(a,b) = (ka, kb) | k € IR

Uit (a,b) — (¢,d) = (a,b) + (—¢, —d) volgt voor de aftrekking van (a,b) en ¢, d):

(a,b) = (c,d) = (a— ¢,b—d)|

ar — by =c

Stel <a,b>-<x,y>:<c,d>ﬁ(aw—by,awbx):(c,dm{ ey

x_ac—f—bd/\ _ad—bc
T2t YT ey

Uit (z,y) = (¢,d)/(a,b) volgt nu voor de deling van (c,d) en (a,b):

(c,d) (ac+bd ad—bc)
(a,b)  \a?+b2" a2+ b2

a,0) + (0,b) =a—+ (b,0)- (0,1) =a+bi
)

2 =-1

Hierin is ¢ de imaginaire eenheid, waarvoor geldt:

in =1
An+1 __
) =1
neINt
jAnt2 _ 1
)

An+3 _ —

De getalkoppels z = (a,b) = a+bi heten complexe getallen en vormen de verz. €, waarvan
IR een deelverz. is. In € bestaat geen ordeningsrelatie.

Meetkundig is z voor te stellen d.m.v. een vector in het Yy

zgn. complexe vlak, waarbij de X-as de reéle as en de

Y-as de imaginaire as is. Van het complexe getal z = x4y P
het = het reéle deel en y het imaginaire deel:

(z,9)

!
|
|
!
!
|
!
!
|
1

’a::Rez A y:Imz‘

Uit x = pcosp en y = psin ¢ volgt:

’z:p(cosgo—kisincp)‘
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p = +z?+y? = |z| heet de modulus van z, ¢ = arg z het argument van z.
—7 < ¢ <7 = ¢ heet de hoofdwaarde van arg z.

Voor de vermenigvuldiging van z; en z geldt nu:
2129 = p1(cos p1 + isin ¢1)p2(cos g + isin pg) —

2122 = pipa{cos(ip1 + p2) + isin(p1 + )}

De complex geconjugeerde ofwel toegevoegd complexe z* van z wordt gedefinieerd als:

ZF=x—1y

Daar z* het spiegelbeeld van z t.0.v. de X-as is, geldt:

z| = |z* 22* = |z|?

2| = |

(z1+22)* =27+ 25 z+2* =22 =2Rez
(z129)% = 2725 z—2"=2yi=2ilmz

n n n n
| TTzil =11 |zl Narg [T 21 = > argz; | n€ IN — |2 = |z|" Narg 2" = nargz —
=1 =1 =1 =1

n

2" = {p(cosp + isinp)}" = p"(cosnp + isinnyp)

Voor p = 1 volgt hieruit de Stelling van de Moivre:

’(cosgo—i—isingo)" =cosng +isinng | n € JN‘

21 pi(cospr +isingr) pL (cos 1 +isinpq) . (cos g + isin pg)

zo  pa(cospg +isings)  pa (cosps +isinps) (cos @y + isinpg)

z ..
2_a cos(p1 — p2) +isin(pr — v2)}
22 P2

De binomiaalvergelijking met complexe coéfficiénten is van de vorm:

2'=c| & ’z” :r(cosa—l—isina)‘

Stel: z = p(cos + isinp) is een oplossing — p"(cosny + isinny) = r(cosa + isina) —

{ P CosS Y = T COoS v @{ p=r

psinnp = rsina o= (a+2km)/n|keZ -

a+2kr . a+2kw
— 4+ 28iIn ——
n n

zk:%(cos )‘k’zO,l,Q,...,n—l

Voor y € IR wordt e gedefinieerd als:

e = cosy + isiny

Voor z = x + iy volgt hieruit voor de exponentiéle functie van een complexe variabele:
e? = et = el

62

= e"(cosy +isiny)‘
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Uit e’ = cos ¢ + i sin ¢ volgt dan:

Substitutie van y = 7 in €% = cos p + isin ¢ geeft:
e =1

Optelling resp. aftrekking van ¥ en e~ geeft:

. e —e 1/ ip | —ip
sinp = ———— N cosp = 5(e" +e )
i

De sinus en cosinus van een complexe variabele worden nu gedefinieerd als:

el? _ o= ) )
sin z = — A cosz = g(e +e ")
i

Stel: w=e* = |w|=¢* sz =n|w|Ay=argw+2kr | k€ Z —

’w:ezézzln\wl—i—iargw—i—ka|kGZ‘

Als (argw + 2km) €< —m, 7], dan is z eenduidig bepaald.
De complexe logaritme van w wordt nu gedefinieerd als:

’logw = In |w| —I—iargw‘

logw | argw €< —m, 7| heet de hoofdwaarde van de logaritme en vormt de logaritmische
functie van een complexe variabele z — log z.

Uit log(—1) =In| — 1| + darg(—1) = im volgt:

log(—A) =log A+ i | A€ IR

Uit log(+i) = In| + 4| + i arg(+:) volgt:

log(+i) = £5mi

Een functie f van een complexe veranderlijke z kan geschreven worden als:

f(2) = ulz,y) +iv(z,y) |

Hierin zijn u en v reéle functies van x en .

Als f(z) een enkelwaardige functie van z is, dan wordt de afgeleide f'(z) gedefinieerd als:

o) — i 1A IE)

o Az—0 Az

Hierbij dient de limiet te bestaan onafhankelijk van de wijze waarop Az naar nul nadert.
Als f'(z) voor elke z € R, met R € C bestaat, dan heet f(z) analytisch in R; f(z) moet
dan enkelwaardig en continu zijn.
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Een noodzakelijke voorwaarde voor het analytisch zijn van f(z) is dat u(x,y) en v(z,y)
voldoen aan de zgn.Cauchy-Riemannvergelijkingen:

ou Ov ou ov

oz oy " oy om

Als de afgeleiden tevens continu zijn, dan is f(z) analytisch.
De afgeleide van f(z) is nu te schrijven als:

ou ov  Ov 8u
/ _ N - g
f2) = Ox + Yor dy 8y

Differentiatie van de Cauchy-Riemannvergelijkingen naar  resp. y geeft:

Ou Ou_ , Pv Ov_
0x?2  Oy? ox2 oy

Als f(z) analytisch is, dan zijn u(z,y) en v(z,y) dus harmonische functies.

De integraal van een enkelwaardige en continue functie f(z) langs een pad C' in R van z;
naar zg wordt gedefinieerd als:

(z2,y2) (w2,y2) (w2,y2)
/f / (u+ ) (dx + idy) = / (udx — vdy) + i / (vdz + udy)
(z1,91) (z1,91) (z1,91)

Hieruit volgt voor een gesloten kromme C' die een gebied R begrensd:

Y{f j{ (udx— vdy)+lj(vd:n+udy // (—gz — y) drdy—+i // <gz — y) dxdy

Als f(z) analytisch is binnen en op C, dan gelden de Cauchy-Riemannvergelijkingen —

§ £z =
C

| f(2)dz is dan onafhankelijk van de weg tussen P; en Ps.

Stelling van Cauchy:

Als f(z) analytisch is in R en op C; en Cq, dan geldt:

f(z)dz=0<
C2ABC1BA

$ f(2)dz+ [ f(2)dz— ¢ f(2)dz+ [ f(z)dz=0—
Ca AB (&1 BA

j{f(z)dz = %f(z)dz
C1 Co
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Daar de functie (z —a)~™ analytisch is in een gebied R en op C' en op de cirkel C; met straal

d d

g, geldt: ]{ S f & , met a een willekeurig punt in R en met MP van C1.
(z—a)®  J (z—a)

1

Voor C; geldt: |z —a| =¢ — 2z —a = e — dz = ice®?df —

21 21

7{ dz :/zse 'd9: i /6(1—n)29d9:0 n=234. .
(Z _ a)n Enezne Enfl
Cq 0 0
d 2
nzléy{iz:i/dﬁzmri
=
1 0

1 . . . dz

n=0,—1,—-2,... = ——— is analytisch binnen C; — %7 =0
(z—ay (z—ay

Ch

j{ dz | 2mi|n=1
(z—a)» | 0 |neZ\{1}
C

e e
C

Cy
2w
Stel: z—a =ee' — j{f(z)dz = i/f(a—keew)de
C1 = 0
Als f(z) analytisch is, dan is deze tevens continu, waaruit volgt:
lim 4 ?fwf(a + ee®)df =i 2f7rf(a)d9 =27if(a) —
e=0 § 0

Integraalformule van Cauchy:

1
Differentiatie van de integrand naar a geeft: f'(a) = v j{ ( f(z))2dz; analoog voor hogere
miJ) (z—a

afgeleiden —

F™(a) = n']{ (2 f(az))n—i-l dz

2

Als een functie f(z) dus bekend is op een gesloten kromme C, dan is f(z) ook bekend binnen
C, en als f(z) een eerste afgeleide heeft, dan bestaan tevens alle hogere afgeleiden.

1 f)dz 1 [ f(z)dz h [ f(z)dz A" f(z)dz
f(a+h)_2m'0 z—a—h_Zm'C z—a Jr27m'c (z—a)2Jr +2772'?{(2—60"“

p f(z)dz
2mi z{ (z—a)""(z—a—h)
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Als C een cirkel is met straal R en MP z = a en a + h een willekeurig punt binnen C, dan
nadert de laatste term voor n — oo naar nul; f(a+h) is dan te schrijven als een Taylorreeks:

fla+h)= f(a)+ hf'(a) + ij”(a) 4

Uit substitutie van h = z — a volgt:

f"(a)
2!

f(2) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z—a)?+--

Een singulier punt van een functie f(z) is een punt waarin f(z) niet analytisch is. Een
geisoleerde singulariteit z = a van f(z) is een punt waarin f(z) niet analytisch is, terwijl
f(2) overal elders in een gebied rond dit punt wel analytisch is.

Als f(z) = ¢(2)(z —a) ™™ | n € INT,¢(a) # 0, waarbij ¢(z) overal continu is in een gebied
rond z = a, dan heeft f(z) een geisoleerde singulariteit in z = a genaamd een pool van de
n-de orde.

Als f(z) analytisch is op en binnen een cirkel C' met MP z = a en een pool van de n-de orde
heeft in z = a, dan is (z — a)™ f(z) analytisch op en binnen C en is f(z) te schrijven als een
zgn. Laurentreeks:

_ Q—q a—n+1 a—1 2
f(z) = (Z_a)n—i-(Z_a)n_l+~--+m+ao+a1(z—a)+a2(z—a) + -

Hierin vormen de breuktermen het hoofddeel en de overige termen het analytisch deel
van f(z); de coéfficient a_; heet het residu van f(z) in z = a.

Elke functie die analytisch is in een gebied begrensd door 2 concentrische cirkels met MP
z = a kan als een Laurentreeks ontwikkeld worden.

%f(z)dz:]{(;t__zwdz—i---ﬁ-f
C C C

Algemeen geldt de Residuenstelling: als f(z) analytisch is op en binnen een gesloten
kromme C' m.u.v. een eindig aantal polen ai,ao,as, ... met residuen r1,79,73,..., dan is de
integraal van f(z) gelijk aan 27i maal de som van de residuen van f(z) in de polen binnen

C:

a—1
z—a

dz + f{ao +ai(z—a)+ - -}dz = 2mia_y
C

%f(z)dz = 2m’§n:7'i
b i=1

(z—a)"f(z) =a_pn+a_pti(z—a)+-+a1(z—a)" 1+ —

n—1
{(z=a)"f(2)} = (n =Dl

lim
z—a dzn—1

1 dn—l

= T gt T )

Voor enkelvoudige polen volgt hieruit:

a—1 = lim(z — a)f(2)

r—a
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2
Bij integralen van de vorm [ F(sinf,cos®)df is 6 op te vatten als het argument van een
0

punt z = e’ | 0 < § < 27 op de eenheidscirkel C. Substitutie van sinf = (z — z2~1)/2i,
cos = (z+ 271 /2 en df = dz/iz geeft dan:

27
-1 —1
/F(sine,cose)dez/F (’z zErE ) dz
21 2 ¥4
0 C
T
Substitutie van z = ¢ en df = dz/iz in / ——— | a > 1 geeft:
/ a+sind

]{ dz/iz _jg 2iz dz _]{ 2dz _% dz
0 _ o—10) /2] 24 9is — 1 iz 21 902 —1 _ _
z a+[(e e~) /2i] L e + 2aiz iz )z + 2aiz J (z—a1)(z — az)

Als C de pos. georiénteerde eenheidscirkel in het complexe vlak is, dan ligt alleen de pool
a; = —i(a — va? — 1) binnen C' —
2 2 1

1= 1 — = = —
a-1 ZIHI%(Z al)(z—al)(z—ag) al — as iva2 —1
2
7{ 2d- 2mi L analoog voo / d0 >1—
=27+ ————; an voor | ———— | a
J (z —a1)(z — az) iva?—1 & / a+ cos 6
2m 2
/ dé / de 2w
— = = a>1
a+sind a + cos @ a?—1
0 0
2w o 2m do
Anal 1dt / / :
Halo0s geidh voor a + sin 6 i / a+ cosf
2 2
db do 2T
a-+sinf a -+ cosf V1 — a2
0 0
Stel: w = /z — Substitutie van z = % geeft: w = 30
Als een punt in het z-vlak linksom langs de cirkel |z| = 1 over 27 is geroteerd, dan is
z=¢€ =1enw = €™ = —1, dw.z. het beeldpunt in het w-vlak komt niet overeen met

het overeenkomstige punt in het z-vlak. Pas na een rotatie over 4w geldt z = 1 en w = 1.
Dit betekent dat de functie w = y/z een dubbelwaardige functie is. Voor 0 < 6 < 27 of
2m < 0 < 47 is w wel als een enkelwaardige functie op te vatten. Het punt z = 0 heet een
vertakkingspunt en de X-as een vertakkingslijn.
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y D
2Pl
De integraal 7{ T dz heeft een vertakkingspunt in z = 0 en een R
z
C 2 B
pool in z = —1 die binnen/pg1 ligt. Voor het residu in z = —1 geldt E nu\ao 5 G @
zZ .
. . H — (_1\p—1 _ (,mi\p—1
dan: a_; Zl_l)H_ll(Z +1) 152 (—1) (e™)P ™ —
F
p—1 p—1 p—1 p—1 )
?{ dz = / S / S / S / S - omi(e™ Pl o
1+2 1+2 1+2 1+2
c AB BDEFG HJA
27 .
xp 1 (Rem)p—liR 91 27rz 02 p 1
d 1 pabi d@ =2 p—1
1+ x+0/ 1+ Re% +/1+ +/ i)

Als 7 — 0 en R — oo, dan naderen de 2-de - en de 4-de integraal naar nul —

o0 o0
p—1 27rzp 1),.p—1 p—1
.T CL’ X S X
dr + / ——dr = dx — 2m(P=1) /

dz = 27mi(e™)P! &

1+ 1+

[artt  2mieeVm omi
/ r= 1— 627r7i(p—l) - ePTi _ o—pTi
0

(e.)

p—1
/x dr=—— | 0<p<1
] 14+ sin pr
(o]
., [ P!
Uit / T xd:c =TI'(p)I'(1 — p) volgt:
F(p)I(1-p) == 0<p<l
sin pr

Voor de Laplacegetransformeerde F(s) van een functie f(¢) geldt: F(s) = [ f(t)e *'dt —

y+iT Y¥+iT oo

: 1 su eSu— st
fin g [ Pt =i oo [ [ stetas
y—iT y—iT' 0
) y+iT —-T oo
Stel: s =y+iyly € IR — lim — / F(s)e*"ds = lim — / /f t)erutT e W Qi dy <
T—o0 271 T—o0 271
y—iT
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¥
+iT T
lim = 7/2 F(s)e®ds = lim ew/eiy“dy7e_iyt{e_ytf(t)}dt(:> T2 +1T
oo 27i T 500 21i T
N=iT 7 0 E

y+iT

1 yu —yu K o7 | :
lim / F(s)esds = (e7/2m)2me " f(u) | u >0 N
T—o0 270 0 |u<0 o
y—iT P e i

L 1
Complexe inversieformule of Bromwich integraalformule:
1 y+ioco
flu) = =— / F(s)e®ds | u>0
2mi )
y—i00

Hierbij is v een reéel getal zo, dat s = «v rechts van alle singuliere punten ligt.

1
De integraal is te schrijven als een contourintegraal: f(u) = 9 7{ F(s)e*ds
i
C

Hierin is C = AB +bgBJKLA.
T=vVR:—~v2 5T —>500=R—oc0—

y+ioco
. 1 su BT 1 su su
flu) = ngréo 5 / F(s)e**ds = Rh_r)rgo 57 {z{F(s)e ds /F(s)e ds}
Y—100 r

Hierin is I' = bg BJK LA.

M
Als er constante getallen M,k > 0 bestaan zo, dat op I' geldt dat |F(s)| < I3 dan is
li F stds = 0.
Rg%orf (s)e*tds =0

1 T 1
5 / F(s)e®ds = 5. / F(s)e®ds + o / F(s)e™ds
C y—iT r

1
Uit de Residuenstelling volgt: v / F(s)e®"ds = som van de residuen van F'(s)e®" in alle
i
C

polen van F'(s) binnen C' —
1 y+iT 1
lim — / F(s)e®*ds = Z{residuen F(s)e®™ in polen F(s)} — lim — /F(s)esuds —
r

R—o0 271 R—o0 271
y—iT

’f(u) =Y residuen van F'(s)e® in alle polen van F'(s) binnen C"

Substitutie van @ = z en z = s in de integraalformule van Cauchy geeft:
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L [ fs) Y
- d
/() 2711'%5—2 s
Co 8§ a2,
Hierin is C een cirkel met vergelijking s = 79e’? | 0 < p < 27 — / (9~
2 2
1 . 1 o e
1) = 5z | I ingeieap= L [,
2 J §s—z 2r ) s—=z
Als z het inverse punt is van z = ret? | 0 <7r <1 tov. Cp, dan geldt:
2 2 2 *

r 0 TS T ss
21llz] =15 = 21| = 2 & |z)e? = Le¥ @ 25y = L = —

r r z z

1 27
Daar z; buiten Cy ligt, is f(z) te schrijven als: f(z) = —/ ( ° 0 ) f(s)de
2 s—z Ss—2z
5 5 5 1 5 z* 5 z* r3 —r?
s—z s—z S—z 1—(s*/2*) s—2z 2z¥—s" s—z s*—2z*% |s—2z|
2m .
) = o [ BT D),
u) = —
27 ) |s — 2|2

Uit f(z) = u(r,8) +iv(r, @) volgt de Poisson integraalformule

2w
1 rd —r?)u(ro,
u(770)22/2(0 )<0(10) 290
™) rg — 2rgcos(p —0) +r

Deze formule definieert een lineaire integraaltransformatie van u(rg, ¢) naar u(r, ) met als
kern de Poissonkern P(rg,r, p — ), waarvoor geldt:

rg —r?

P —0) =
(ro, 70 = 6) 13 — 2rg cos(p — 0) +

d
2

Stel: f(z) is een analytische functie op het halfvlak Im z > 0 zo, dat |2Ff(2)| < M | k, M €
IR™ als CRr een halve cirkel is met straal R en middelpunt O, met R > |z|, dan geldt:

4
o L IR [T, AR
omi ) s—2 omi ) t—2 / /> \\%\
o " R E
-R

M
Daar |f(s)| < R nadert de 1-ste integraal naar nul voor R — oo —

Cauchy integraalformule voor het halfvlak:

Imz>0
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Daar f(z) =0 als z beneden de X-as ligt, is f(z) te schrijven als:

1 7/1 ¢
f0 =50 [ (=4 i) 0

Imz>0,ce IR

1T yft 1 T (t—a)f(t
Substitutie van ¢ = —1en ¢ = 1 geeft: f(z) = — ‘tyf(Z)P dtresp. f(z) = — / Wdt
T - T —
—00 —00

Uit f(z) = u(z,y) + iv(z,y) volgt dan de Schwarz integraalformule:

u(z,y) :% / %dt y>0
Voor v(z,y) geldt:
17 u(t
U(%Z/)Zﬂ/w y>0

De analytische functie w = u(z,y) + iv(x,y) is een transformatie die punten in het wv-vlak
met punten in het xy-vlak koppelt. Als de transformatie w = f(z) het punt (zg, yo) afbeeldt
op het punt (ug,vp), waarbij de krommen C; en Cy (die elkaar in (xg,yo) snijden) worden
afgebeeld op de krommen Cf resp. C} (die elkaar in (ug,vp) snijden) en daarbij de hoek
tussen C; en Cy in (zg,yo) zowel in grootte als oriéntatie dezelfde is als de hoek tussen Cf
en C% in (ug,vp), dan heet de transformatie een conforme afbeelding.

Y| vl

‘“Q

(u,,y)

(x,.9,)

o T 0 u

Als in een gebied R f(z) analytisch is en f’(2) # 0, dan is de afbeelding w = f(z) conform
in elk punt van R.

Onder confome afbeeldingen worden kleine gebieden rond een punt zg in het z-vlak gelijk-
vormig in het w-vlak afgebeeld, alsmede vergroot (of verkleind) met een factor van ong.
|f'(2)|?. Analoog voor korte afstanden, waarbij de factor ong. |f’(z0)] is.

Als C een gesloten kromme in het z-vlak is die een gebied R omsluit en C’ de eenheidscirkel
die een eenheidsschijf R’ in het w-vlak omsluit, dan geldt volgens het Afbeeldingstheorema
van Riemann dat er een analytische functie w = f(z) in R bestaat die elk punt van R in
juist 1 punt van R’ afbeeldt, alsmede elk punt van C in juist 1 punt van C’.
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Z .
N L/

Als w = f(2) = u(z,y) + iv(x,y) analytisch is in een gebied R, dan geldt:
ou/0xr =0v/dy AN Ov/Ox =—0u/dy —

O(u,v) | Ou/dx Ou/dy | | Ou/dx —0Ov/dx _(3u>2+(80>2_ @+Z_3v2_>
O(x,y) | Ov/0x Ov/dy | | Ov/0x Oufdx | \Ox or) |0z Oz
a(u7v) / 2
=|f'(z
o))

Als a en B complexe - en a en 6y reéle constanten zijn, dan geldt voor de volgende algemene
transformaties:

1. Translatie: een verschuiving in de richting van de vector 5:

B

S
|

N
_.l_

2. Rotatie: een draaiing over een hoek 6,

0ot

g
I
aQ

3. Strekking: een vergroting (a > 1) of verkleining (0 < a < 1):

w=az
4. Inversie: een afbeelding t.0.v. een kromme:
-1

w ==z

5. Lineaire transformatie: een combinatie van 1, 2 en 3:

B

g

|
Q
N
+

6. Bilineaire - Gebroken transformatie: een combinatie van 1, 2, 3 en 4:

az+f3
w =
vz 40

ad— Py #0
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Als P(zp) een punt is in het bovenste helve z-vlak R, dan geldt voor de transformatie w die
elk punt van R op juist 1 punt van het binnengebied R’ van de eenheidscirkel C’ : |w| = 1
in het w-vlak afbeeld:

2 y w v
B ’
P(2), "
R cf n F'
TR— Wi SRR G,
A B | D> E F x Iu
El
DI
Als de hoekpunten wy, wo, . . ., w, met corresponderende inwendige hoeken a7, s, . .., o, van
een polygoon P in het w-vlak worden afgebeeld op de punten x1, xs, ..., x, van de reéle X-as

in het z-vlak, dan wordt de transformatie w die het inwendige gebied R van P afbeeld op
het bovenste halfvlak R’ van het z-vlak en de omtrek van P op de X-as, gegeven door de
Schwarz-Christoffel transformatie:

w= A/(Z ) @/M T gyl g e/l

Hierin zijn A en B complexe constanten die de afmeting, oriéntatie en ositie van P bepalen.
Drie van de punten x1,x9,..., T, kunnen willekeurig gekozen worden, waarbij i.h.a. z, in
het oneindige genomen wordt, zodat de laatste factor met z,, wegvalt.

w U 2 Y
W: “I} L) Rl
ox . b Wy
WA«
w,
0 u T leo X1 X, Tz X

Daar de som van de buitenhoeken van een gesloten polygoon 27 is, geldt in dat geval:

(T—on)+ (7 — o)+ + (T —om) = 21 — (O:—l>+<of—1)+---+(?—1> — 9

Als w = f(z) | f'(2) # 0 analytisch is, dan wordt de functie ®(z,y) getransformeerd in
O[z(u,v), y(u,v)] =
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e 00 02 (Pu 0w\ 0% (0% O +82<I> <8u) +<8u)2 N
o2 | 9y2  Ou \ 022 ' 9y? Ov \ 0x2  Oy? ou? |\ Oz oy

2 [Ou Ov  Ou v 02 | /ou\? v\ 2
20— | =+ |+ () +(
Oudv |0x Oxr Jy 0Oy ov oz oy
0%u 82 v 0%

Daar u(z,y) en v(z,y) harmonische functies zijn, is 32 8y2 =52 + 97— 0

Uit de Cauchy-Riemannvergelijkingen volgt:

() () - () - () ()
Ox oy)  \ox oy)  \ox Oz
ou Ov Ou Ov

%‘%+87y'87y20_>

B 3;14_ v |2
oz Ox

=1f(2)f e

a2c1> 82c1> 1) 0% N 0%
8962 o2 o2

Een harmonische functie ®(z,y) blijft dus harmonisch onder de transformatie w = f(z) als
f(2) analytisch is.

Het 4-dimensionale analogon van de complexe getallen wordt gevormd door de quater-
nionen, zijn de geordende viertallen van de vorm ¢ = (a,b,c,d) | a,b,c,d € IR, die een
4-dimensionale reéle vectorruimte vormen.

De som en het produkt van 2 quaternionen (a,b,c,d) en (a’,V', ¢/, d") wordt gedefinieerd als:

(a,b,c,d) + (a',V,c,d)=(a+d,b+V,c+,d+d)
(a,b,c,d) - (a0, d) = (aa' —bb' — e —dd',abl + ba' + cd' — dc';ad — bd' + ca’ + db,
ad +bd — b’ + da’)

Uit de produktdefinitie volgt dat deze niet-commutatief is.
Tevens geldt per definitie:

(a,0,0,0) =a
k(a,b,c,d) = (ka, kb, ke, kd) | k € IR

Uit (a,b,c,d) — (a,b0',,d") = (a,b,¢,d) + (—ad’, =V, -, —d') volgt voor de aftrekking van
(a,b,c,d) en (a',V,c,d):

’(a,b,c,d) — (@, d,d)y=(a—d b=V, c—,d-d)

Daar de vermenigvuldiging niet-commutatief is, zijn er bij de deling van 2 quaternionen
een van elkaar verschillend links - en rechts quotiént. Het links- resp. rechts quotiént van
q=(a,b,c,d)enq = (d,V,c,d) is elk quaternion | = (x1, x2,x3,x4) vesp. © = (Y1, Y2, Y3, Y4)
waarvoor geldt: [-qg=¢ resp. ¢-r=¢ —

l-qg = (x1a—23b— 3¢ —24d, 10+ 290+ T3d — T4C, T1c— T2d+ T30+ T4b, T1d+ T2 — T3D+ T 40)
resp.

q-r = (ay1 —bys —cys — dya, by1 + ays — dys + cya, cy1 +dyz + ays — bya, dyr — cy2 +bys +ays) —
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bri + axo +dry —cxy = b byr +ays —dys +cys =V
cr1 — dro + axs + bxry = ¢ cyr +dys +ayz —bys = ¢
dx1 + cxo — bxs +axy = d dy1 — cy2 +bys +ayy = d

a —-b —c —d
b a d -—c a —-d c
e I A d a —b

d ¢ —=b a d —c b a

ary — bry — cx3 —dry = d { ayr — bys — cyz — dyy = d
a —b —c —d
b
c

SN =A=((@+b+32+d*)?—

a? 4+ b? + ¢ + d? # 0 = juist 1 oplossing in de vorm van [ resp. r, met i.h.a. [ # r.

a’? + b+ + d? = 0 = geen eenduidige oplossing.

Stel: (o', b, ,d")=1(1,0,0,0) =1 (a,b,c,d) = (1,0,0,0) A (a,b,c,d) - = (1,0,0,0) <
(1,0,0,0) Ay (1,0,0,0)

(a,b,c,d) (a,b,c,d)

De oplossing van beide stelsels vergelijkingen is nu dezelfde, d.w.z. [ = r, zijnde de inverse
g ' van g gt -g=q-¢" =(1,0,0,0)

Voor ¢~ = (a,b,c,d)™! geldt dan:

l:

(a,b,¢,d) 7" (22 g 5 Q)’Q—a + 0% 4 2 4 d?

Stel: b=c=d=0—Q =a?>— (a,b,c,d)~" = (a,0,0,0)"! = (1/a,0,0,0) —

(¢,0,0,0)" = (a',0,0,0)

(a,b,c,d) = (a,0,0,0) + (0,b,0,0) + (0,0,¢,0) + (0,0,0,d) <
(a,b, ¢,d) = a(1,0,0,0) + b(0, 1,0,0) + (0,0, 1,0) + d(0,0,0,1)
Stel: & = (1,0,0,0) A& = (0,1,0,0) A & = (0,0,1,0) A&; = (0,0,0,1) —

(a,b,¢,d) = ady + bé + c& + dy |

(a,b,c,d) = (a,0,0,0) + (0,b,c,d) = a + bés + c€3 + déy
Stel: és =iNéE3=jANeg =k —

’(a,b,c,d):a—i-bi—kcj—i-dk‘

Hierin geldt voor ¢, j en k:

{i22j2+k2:—1

jk=—kji=iAki=—ik=jAij=—ki=k

De inverse van een quaternion (a, b, ¢, d) is nu te schrijven als:

o (a—bi—cj—dk)
(atbiteitdt)” = o ot e
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Stel: ¢* =a—bi —cj — dk —

¢+q" =2a
q-q*:q*-q:a2—|—b2+02+d2

Substitutie van |q| = |a + bi + ¢j + dk| = Va? + b2 + 2 + d? in ¢! geeft:

*

1 q
q =
gl

lg=d & (-9 -¢'=¢d ¢tel=¢ ¢! }
’ —

gr=q¢dsqgt(¢gr)=¢t-der=q¢tyq

Ik x|l
AT
lq| lq
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Lineaire Algebra

Een determinant van de 2-de graad Ay wordt gedefinieerd als:

ail  ai2
a1 Q22

Ay = = aj1a2 — G12021

Een determinant van de 3-de graad Az wordt gedefinieerd als:

Aj

a1l a2 a3

=| Ga21 Q22 Q@23 | = G11G22G33 — 411023032 — 421012033 + (21013032 + A31A12023 — A31Q13022

a3z1 az2 a3

Hierbij is Ag naar de 1-ste kolom ontwikkeld.

Een minor ofwel onderdeterminant M;; van het element a;; van een determinant van
de n-de graad A,, is een determinant van de (n — 1)-de graad die ontstaat uit A,, bij het
schrappen van de i-de rij en de j-de kolom.

De cofactor C;; van het element a;; wordt gedefinieerd als:

Cij = (=)™ My

Eigenschappen van determinanten:

L.

II.
I1I.

IV.

VI

VIL

De getalwaarde verandert niet bij verwisseling van alle rijen met alle overeenkomstige
kolomwaarden.

Het teken verandert als 2 rijen of 2 kolommen worden verwisseld.

De getalwaarde is nul als 2 rijen of 2 kolommen gelijk zijn, als de determinant 2 even-
redige rijen of kolommen heeft, of als alle elementen van een rij of kolom nul zijn.

Een determinant wordt vermenigvuldigd met een getal door alle elementen van 1 rij of
1 kolom met dat getal te vermenigvuldigen.

Een determinant is gelijk aan de som van de produkten van de elementen van een rij of
een kolom met hun bijbehorende cofactoren:

n n
An =32 aiCij = 3 aijCij
i=1 i=1

Een determinant waarvan in een rij of kolom alle elementen op 1 na nul zijn, is gelijk
aan het produkt van dat niet-nulelement met zijn cofactor.

Een determinant waarvan de elementen van een rij of kolom veeltermen zijn bestaande
uit p termen, is gelijk aan de som van p determinanten die ontstaan door achtereenvol-
gens de veeltermen te vervangen door de 1-ste, 2-de,.. ., p-de term.
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VIII. De getalwaarde van een determinant verandert niet als bij de elementen van een rij
(kolom) de overeenkomstige elementen worden opgeteld van 1 of meer andere rijen
(kolommen), nadat deze met een getal zijn vermenigvuldigd.

2 n—1
1 a1 af ay
Een Determinant van Vandermonde A(ay, ..., ay) is van de vorm: :
2 n
1 a, aj Gy

1
Vermenigvuldiging van de (n — 1)-de kolom met a; en aftrekking van het resultaat van de
n-de kolom geeft:

1 a - a2 0

1 a9 --- a§_2 ag_Q(ag —aj)
A(alv . ) an) -

1 a, --- ag_Q aﬁ_Q(an —a)

Herhaling hiervan rechts naar links met alle andere paren opeenvolgende kolommen geeft:

1 0 0 0
1 (a2 —a1) ag(ag—ay) --- ag_Q(ag—al)
Alal,...,an) = &
1 (an—a1) an(an—ay) - a? %(an —ay)
(a2 —a1) ag(ag —ay) --- a§_2(a2—a1)
Alal, ... an) = &
(an —a1) ap(an —a1) --- a? 2(a, —ay)
1 ay ay?
1 a3 agL—Q
Aay,...,an) = (ag —a1)(ag —ay) - (an — a1) o : &
1 a, a2
Ala,...,an) = (a2 —a1)(ag —a1) - (an —a1)A(ag, ..., an)

Dit is een recursievergelijking met een (n — 1)-de graads Vandermonde determinant —

]A(ah osan) = (a2 —ar)(az —ar) -+ (an — ar)(ag — az) -+ (an — a2) -+ (an — an-1) \
Ul U1z U13 3
dA 0As3  duj;
Stel: Az =| ug1 wug2 u23 |, met u;; een functie van z — o8 3, 2y
dz — Ou;j  dw
uzl U2 u33 i.j

Daar de partiéle afgeleide gelijk is aan de cofactor van het element w;;, volgt hieruit:

3 3
dAs du;;
_§ .. J E oy
%— C'U d;]j = Cwuij@
4,J ,J
DB3 _ ol 4 Contly + Cugtln + Coyty, + Cantlyy + oty + Caytth + Cagtlhy + Cagd!
dr 11u71 + Crouqg + Cigugg + Corugy + Coogy + Cogng + C31ugy + C32ugy + C33uUsgsy <
! ! !
dAs Upp Ujg Uz uilp u12 U113 Uiz uU12 uU13
/ / /
. = | u21 U2z U233 |+ | Ugy Uy Ugg |+ | Ul U222 U3
! ! /
U3zl uU32 U33 u3l U32 U3l Uzp U3y Uszg
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Algemeen geldt voor de afgeleide van A, naar x dat deze gelijk is aan de som van n determi-
nanten A, waarbij in elke determinant 1 rij vervangen is door de afgeleiden van de elementen
van die rij:

/
Uy vt Uy, Uil - Ulp

Upl **+ Unpn U

dA,,
dx

Een (m, n)-matrix A = (a;,,) wordt gedefinieerd als een rechthoekige tabel van m rijen en
aip - Qip
n kolommen: A =

am1 *°° Amn
Een vierkante matrix is een matrix waarbij m = n, een rijmatrix ofwel rijvector is een
matrix bestaande uit 1 rij, en een kolommatrix ofwel kolomvector is een matrix bestaande
uit 1 kolom.
Twee matrices A = (aj) en B = (bjx) zijn gelijk als geldt: aji = bjx

De som van 2 matrices A = (aj;) en B = (b;,) wordt gedefinieerd als de matrix A + B
waarvoor geldt:

‘A—FB:(ajk—i-bjk)‘

Het verschil van 2 matrices A = (aj) en B = (bj;) wordt gedefinieerd als de matrix A — B
waarvoor geldt:

A—B = (ajk—bjk)

Het produkt van een matrix A = (a;;) met een getal A wordt gedefinieerd als de matrix A\A
waarvoor geldt:

A = AN = (Aajp)

De vermenigvuldiging van een (m,n)-matrix A = (a;i) met een (n,p)-matrix B = (bjx)
wordt gedefinierd als de matrix C = AB waarvoor geldt:

C =AB = (¢jp) = lzl a;ibig

Hierin is C een (m, p)-matrix en is i.h.a. AB # BA, d.w.z. de matrixvermenigvuldiging is
niet-commutatief. Tevens is ze alleen gedefinieerd als het aantal kolommen van A gelijk is
aan het aantal rijen van B.

Een matrix A kan alleen met zichzelf vermenigvuldigd worden als A vierkant is. De n-de
macht van A is dan te schrijven als:

A" = AA™ ! | ne IN

De getransponeerde matrix van een matrix A = (aji) is de matrix AT die volgt uit
verwisseling van de rijen en de kolommen van A:

A = (aj) = AT = (ag)
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Voor getransponeerde matrices geldt:

(A+B)T = A" + BT

(AB)T = BT AT
(ATYT = A
Een symmetrische matrix is een matrix waarvoor geldt: A7 = A
Een scheef-symmetrische matrix is een vierkante matrix A waarvoor geldt: AT = —A
(A+ AT = AT + A= A+ AT — L(A+ AT) is symmetrisch
(A-—ATT = AT — A= —(A— AT) — (A — AT) is scheef-symmetrisch

Een reéle vierkante matrix A is te schrijven als de som van een reéle symmetrische- en een
reéle scheef-symmetrische matrix:

A=A+ AT)+ (A AT)

De complex geconjugeerde matrix van een matrix A = (a;j) is de matrix A* die volgt
uit vervanging van de elementen in A door hun complex geconjugeerde:

A= (ar) = A" = (aj;)

Een Hermitische matrix is een vierkante matrix A waarvoor geldt: A = (A*)T
Een scheef-symmetrische Hermitische matrix is een vierkante matrix A waarvoor geldt:
A= —(A)T

De hoofddiagonaal van een vierkante matrix A = (a;) bestaat uit alle elementen van A
waarvoor geldt: j = k.
Het spoor Tr van een vierkante matrix A is de som van alle elementen van de hoofddiagonaal.

De eenheidsmatrix [ is een vierkante matrix waarbij alle elementen van de hoofddiagonaal
1 zijn en alle andere elementen nul, waarbij geldt:

(AT=TA=A A I"=I|neN|

De nulmatrix 0 is een vierkante matrix waarvan alle elementen nul zijn.
De inverse matrix van een vierkante matrix A = (a;;) is de matrix A~ waarvoor geldt:

AA = A1A=1T|

Als A = (aji) een niet-singuliere n-de orde vierkante matrix is, d.w.z. det(A) # 0, en (Cjj)
is de matrix van cofactoren van A, dan geldt voor de inverse matrix van A:

A*l — (CJ )T
det(A

~—

Voor inverse matrices geldt:

(AB)"! = B4~
(A hHl=4
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AAT =T — det(A)det(A™) = det(I) =1 —

1

det(A™) = 5

Een orthogonale matrix is een reéle matrix A waarvoor geldt:

ATA =T — det(AT A) = det(AT) det(A) = det(I) = 1
Substitutie van det(AT) = det(A) geeft: [det(A)]> =1 —
Voor een orthogonale matrix geldt:

Dit is equivalent met:

det(A) = £1

Een unitaire matrix is een complexe matrix A waarvoor geldt:
(AT = A1

Dit is equivalent met:
(AHTA=1

Elke reéle unitaire matrix is dus een orthogonale matrix.

Het scalarprodukt van 2 kolomvectoren A en B wordt gedefinieerd als (A*)T' B.

Twee kolomvectoren A en B zijun orthogonaal als geldt: (A*)TB =0

Als A een unitaire kolommatrix is, dan geldt: (A*)TA = I = 1, dw.z. A is dan een
eenheidsvector.

Een verzameling vectoren {X,, | n € IN} heet een unitaire verzameling vectoren als

geldt:

Als de vectoren reéel zijn, dan heet de verzameling orthonormaal.

Als A = (aji) een (n,n)-matrix is en X een kolomvector, dan is de vergelijking AX =
AX | A € € te schrijven als:

(a11 — N)zx1 +arpxa + -+ + a1pxy, =0

ailp -+ Qin x1 x1
a2 x1 + (022 — )\).Tg + - +agpry, =0

=A

anl - Qnn Tn Tn

Ap1T1 + ap2xo + -+ + (ann - )\)xn =0

Dit stelsel vergelijkingen heeft alleen dan niet-triviale oplossingen als voor de zgn. karakte-
ristieke vergelijking van dit stelsel geldt:

a1 — A a2 ..o a1n
any agy — A - aonp 0
anl aAn?2 o Qpp — A
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Dit is een n-de graads vergelijking in A waarvan de wortels de eigenwaarden van A heten,
waarbij met elke eigenwaarde een eigenvector correspondeert.
De karakteristieke vergelijking is ook te schrijven als:

[det(A — AT) =0

Als A een Hermitische matrix is en A een eigenwaarde, dan geldt: AX = A X —
(XHTAX = MX)TX & XTAX* = ¥ XTX* & (X)T(ANTX = (X)X &
(XHTAX = (X)TX -5 A= M)(X)TX =0— A= )", daar (X*)TX #£0—

De eigenwaarden van een Hermitische matrix zijn reéel.

AX = 2X = (AHT(XH)T = \(XH)T — (A)T(XH)TAX = MANXH)TX
Als A een unitaire matrix is, dan geldt: (A")TA =1 — (X*)TIX = | A\?(X")TX &
(XHTXA - M) =0—= (X)X A0= N2 =1—=N=1—

De eigenwaarden van een unitaire matrix zijn +1.

Als A1 en Ay een eigenwaarde is behorende bij de eigenvectoren X; resp. Xo, dan geldt:
AXl = )\1X1 en AXQ = )\2X2

Vermenigvuldiging met (X3)7 van de 1-ste en met (X7)? van de 2-de uitdrukking geeft:
(XHTAXT = M(X)T X1 en (XH)TAXs = X (X)T X,

Voor de geconjugeerde van de 1-ste van deze 2 uitdrukkingen geldt: X A* X7 = A\ XJ X7
Hieruit volgt voor de getransponeerde: (X;)T(A*)T Xy = A\ (X7)T X

Als A een hermitische matrix is, dan geldt: (X7)TAXy = A\ (X7)TXo —

(/\1 — AQ)(XT)TXQ =0— /\1 75 )\2 = (XT)TXQ =0—

De eigenvectoren van een Hermitische matrix behorende bij verschillende eigenwaarden zijn
dus orthogonaal.

Cayley-Hamiltontheorema: Elke vierkante matrix voldoet aan zijn eigen karakteristieke
vergelijking:

| D()) = det(A — AT) = D(A) = 0|

bin -+ bin
Als B = : : een vierkante matrix is waarvan de kolommen de eigenvectoren
bnl to bnn
zijn van een (n,n)-matrix A en A1,..., A\, de bijbehorende eigenwaarden zijn, dan geldt:
bll b11 bln bln
Al =X A NAL =] 2
bnl bnl bTm bnn
bir -+ bin Atbin - Apbin bin -+ bin Aroooo 0
AB=A| = L= : : :
bnl to bnn )\1bn1 to )\nbnn bnl to bnn 0o - )\n
A1 0
AB =B : : —
0 An
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De getransformeerde B~'AB van A door B is een diagonaalmatrix waarvan de diagonaal-
elementen de eigenwaarden van A zijn en alla andere elementen nul:

AN - 0
B7'AB=| : :
0 - A\
ai; a2 a3
Als A = | a91 agos as3 | een reéle symmetrische matrix is met as; = aqo, ag; = a3 en
azr azz2 ass
T ailp a1z a13 I
azo = agz en X = | xo |, dan geldt: XTAX = (21, 22,23) | a1 a2z a3 o | &
T3 a3l agz2 ass z3

apliry a12r2 a13r3
T
X'AX = (z1,22,23) | aa1z1 agers aszs | <
asziry a3z2r2 a33r3

XTAX = aux%+a12$1$2+a13x1x3+a121‘1$2+a221‘%+a23I2$3+a131‘1$3+a231‘2x3+a331‘§ —

Kwadratische vorm:

XTAX = anx% + a22$% + aggl‘% + 2a19x122 + 20132123 + 2a93T2T3

x1 uy
Stel: X = BU met X = (22| en U = | ug | en B een (3,3)-matrix —
I3 us

XTAX = (BU)TA(BU) =UT(BTAB)U
Als BT AB een diagonaalmatrix is, d.w.z. als BT = B~!, dan vallen de kruisprodukten in
XTAX weg — Canonieke vorm:

XTAX = a11$% + (12233‘% + a33x§

Een partitie matrix A is een (m,n)-matrix die in een aantal blokken verdeeld is; voor 4
blokken geldt:

A A
A= ( Loz >; hierin zijn Ay, As, A3 en A4 matrices waarvoor geldt:

Az Ay
ayn - ay ajj+1 ot Qln ak+1,1 " Ok+1,1
A = : o], A = : o], Az = : : en
ap1 - Qg Ak l+1 - Qkn am1 T aml
k41,041 *°° Qk+1n
Ay = : : ,met 1 <k<m,1<I<n
Ami+1 " Gmn

Als B een (m,n)-matrix is die op dezelfde wijze in 4 blokken verdeeld is, d.w.z.
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B = Bi By , dan geldt voor de som van A en B:
Bs By

A3+ B3 A4+ Ba

A+B:<A1+Bl A2+B2>

Als A een (m,n)-matrix is en B een (n, p)-matrix die beide in geschikte blokken zijn verdeeld,
dan geldt voor het produkt van A en B:

A3B1 + AsB3s  A3By + AyB,

AB — ( A1By + AsB3  A1Bs + AsBy )

De Kronecker som ofwel directe som A @ B van 2 vierkante matrices A(m,m) en B(n,n)
wordt gedefinieerd als de vierkante matrix C'(m + n,m + n) waarvoor geldt:

CzA@B:(A 01)

02 B

Hierin zijn 01(m,n) en 02(n, m) nulmatrices.

Analoge definities gelden voor de som van meerdere vierkante matrices, waarbij de Kronecker
som niet-nulelementen heeft in vierkante blokken langs de hoofddiagonaal en alle andere
elementen nul zijn.

Als M =A1 0 A P --- P A, dan geldt:

det(M) = det(A;y) det(Az) - - - det(Ag)
Tr(M) = Tr(Ay) + Tr(As) + - - - + Tr(A4g)
M7'=AT'o A7 - 0 A

Als A; en Ay (m, m)-matrices zijn en By en By (n,n)-matrices, dan geldt:

B Ay O Ay 0 i A1Ay 0
(Al@Bl)(A2@BQ)_< 0 Bl>< 0 BQ>_< 0 B1B2>_>

(A1 @ B1)(As © By) = (A142) @ (B1By) |

Het Kronecker produkt ofwel directe produkt A ® B van 2 matrices A(l, m) en B(p, q)
wordt gedefinieerd als de matrix C(Ip, mq) waarvoor geldt:

anB -+ aymB
C=A®B= : :
a”B cee almB
aimbi1 o aimbig
Hierin is a;,,, B een blokmatrix van de orde (p, ¢) waarvoor geldt: a;,, B = :
ambpr -+ apmbpg
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Voor meerdere matrices geldt:

(A®B)®C=A® (B®C)
A®(B+C)=A®B+AxC

Als A(l,m), B(p,q), C(m,n) en D(q,r) matrices zijn zo, dat AC en BD gedefinieerd zijn,
dan geldt:

annB -+ aimB cunD -+ cnD

(A® B)(C®D) = : : : : &
anB - aB cm1D -+ cpnD
(AC)1BD --- (AC)1,BD

(A® B)(C® D) = : : —
(AC)nBD --- (AC);,BD

[(A® B)(C® D) = (AC) @ (BD)

Als A een (m,n)-matrix is, dan is A¥l = A@ A®---® A | k € INt een (mF, n*)-matrix.
Voor 2 matrices A en B waarvoor AB gedefinieerd is, geldt dan:

(AB)H — Al BIK

Stol: A is een (m,m)-matrix met eigenwaarden \q,..., A, en eigenvectoren Iy, ..., Ty, R
= B s een (n,n)-matrix met eigenwaarden p, ..., i, en eigenvectoren i, ..., Un
AfiZ)\Z‘{Z"Z"1<’L'<m 5 5 5 5
- ~ P — (AZ; By;) = Nip; (5 i) —

(A® B)(% @ ;) = Xipi (& © ;)

Hieruit volgt dat #; ® ¥; een eigenvector is van A ® B met eigenwaarde A;j1; voor
1<i<m,1 <5< n.
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Differentiaalvergelijkingen

Een gewone differentiaalvergelijking van de eerste orde is van de vorm:

y’:F(:U,y)‘ & ’A(x,y)dm%—B(x,y)dy:O‘

Als de variabelen te scheiden zijn, dan is de DV te schrijven als:

’A(z)dm + B(y)dy =0 ‘

Hieruit volgt voor de oplossing;:

/A(a:)dx+/B(y)dy =C

Een functie F(z,y) is homogeen van de graad n als geldt:

’F()\:U,)\y):)\”F(Ly) | nElR‘

Hierin is A\ een parameter.

Een homogene differentiaalvergelijking van de eerste orde is van de vorm:
y' = F(x,y), met F een homogene functie van graad nul.
Stel: y =z — 2'o+ 2= F(x,z2) = F(1,2) —

dz dzx

F(l,2)—z =z

De algemene gewone DV van de eerste orde is van de vorm: 3’ =

Ontwikkeling in een Taylorreeks geeft:

s ago + (@102 + ao1y) + (ag0a® + anizy + agey®) + -+ aoo + a0 + ag1y
boo + (brox + bo1y) + (b2ox? + brizy + bo2y?) + - - - boo + biox + bo1y

Stel: agp = a1 AN a1g = b1 ANagr = c1 ANbgg = as Abig = by Abg1 = ¢ —

;e t+bhiy+a
agx + bay + co

Als teller en noemer 2 snijdende lijnen zijn, dan is hun snijpunt (zg, yo).

d d
tel: u=z—x0ANVv=y—1yo | iz%%homogeneDV:
d
o = G(u,v)

a1x + by + c1

Als teller en noemer 2 evenwijdige lijnen zijn, dan is 3/’ te schrijven als: 3 =
a1x + b1y + c2
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Stel: a1$+b1y:Z—>a1+b1y’:Z/_>

Z—a1 z+a

b1 zZ4co

/

Als teller en noemer 2 samenvallende lijnen zijn, dan is y’ te schrijven als: ¢y = X\ —

y=Ax+C
Een exacte differentiaalvergelijking is een DV van de vorm P(z,y)dx + Q(x,y)dy = 0

F F
waarbij er een functie F(z,y) bestaat zo, dat: w = P(z,y) A 8((93;7;) = Q(z,y)
ofwel zo, dat:
P(z,y)

VF(z,y) =

(.9) (Q(w,y))
Een DV is alleen dan exact als geldt:

OP(,y) _ 0Q(x,y)
oy Ox

) _ _ or OoF df ;L
Stel: F(z,y) =C |y = f(z) A C’EIR—>%—l—a—y-%—O@P(x,y)—i—Q(x,y)y =0
F(x,y) = C is dus de algemene oplossing van de DV.

S = Pla)  Flow) = [Pl +b) » Q) = o { [ Plode} + 1) -

Fa) = [Pepte+ [{Q@o) - o [Py

Als de DV niet exact is, dan is deze d.m.v. een zgn. integrerende factor u(z,y) exact te
maken: p(z, y)P(x, y)dz + p(x, y)Q(r, y)dy = 0
Hierbij volgt u(x,y) uit de partiéle DV:

Hulz, y)P(z,y)} _ oz, y)Q(x, y)}
dy ox

Een lineaire differentiaalvergelijking van de eerste orde is van de vorm:

y +yP@) = Q)|

Als Q(z) = 0 wordt de DV gereduceerd:

y +yP(z) = 0‘

Alsy =Ce™ J P@)da de oplossing is van de GDV en ¢y(z) een zgn. particuliere oplossing
van de LDV, dan is de algemene oplossing:

y= O 7O 1 o)
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De algemene oplossing volgt ook uit de Methode van Lagrange ofwel Variatie van con-

stanten: substitutie van C' = Cy(z) in de gereduceerde oplossing geeft: y = Cyp(x)e™ J Pla)dz
Substitutie in de LDV geeft: C{(x) = Q(a:)ef P@dz _y 0y(z) = /Q(:L’)ef Plyde 4 A

y = ¢ | P@iz {/Q<m)efp(m)dxdx+A}

De algemene oplossing volgt ook uit de Methode van Bernoulli: substitutie van

y = u(z)v(z) in de LDV geeft: u/(x)v(z) + u(z){v'(z) + P(x)v(z)} = Q(x)

Stel: v'(z) = P(x)v(z) =0 — v(z) = CeJ Pla)dz

Hierbij is 1 oplossing voldoende (C' = 1), daar de algemene oplossing bepaald kan worden
door de constante die optreedt in de oplossing van u(z), die volgt uit de substitutie van v(x)

in o (z)v(z) = Q(x) : u'(m)e_fp(x)dx =Q(z) - u(zr) = /Q(ac)ef P@degy + ¢ —

y= {/Q(w)efp(x)dwdx + C} o~ | Pla)dz

De differentiaalvergelijking van Bernoulli is van de vorm:

y +yP@) = y"Q() [n€ Rn#0,1]

Delen door y" en substitutie van g(x) = 1/y" 1 | ¢'(x) = {(1 — n)/y"}y’ geeft een LDV:
(1—=n)~"g'(z) + g(2)P(z) = Q(z)

De differentiaalvergelijking van Clairaut is van de vorm:

Yy =ay + ()

Stel: ¥ =p —sy=ap+flp) =y =p+ap+fpp &+ fPpP =079 =
ovz+ f'(p)=0—

p =0 — p=a— y=ax+ b; substitutie in de DV geeft b = f(a) = y = ax + f(a)
Eliminatie van p uit het stelsel y = zp + f(p) en = + f'(p) = 0 geeft F(z,y) = 0 die een
oplossing kan zijn. Deze oplossing volgt niet uit het toekennen van een bepaalde waarde aan
de constanten in y = ax + f(a). Een dergelijke oplossing heet een singuliere oplossing.

De lineaire differentiaalvergelijking van de n-de orde is van de vorm:

an(2)y"™ + an-1(2)y" Y + -+ ar(@)y’ + ao(x)y = b(z)

De differentiaaloperator D wordt gedefinieerd als:

D" f(z) = f"(z) |neIN

Stel: L = ay(z)D™ + -+ ag(z)D® —

L-y=10b(x)
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De functies fi(x),..., fo(x) zijn lineair afhankelijk als er getallen ¢y, ..., ¢, € IR zijn (niet
alle nul) zo, dat ci fi(z) + -+ + cpfu(z) = 0.

Als de functies (n — 1) maal differentieerbaar zijn, dan is een noodzakelijke voorwaarde voor
lineaire afhankelijkheid dan de Wronskiaan W van het stelsel

afilz)+--+enfulx) =0 fi(z) o (@)
...................................... nul is: W = =0
c1f1(n_1)(l‘) + 4 Cnf’r(zn_l)(l') =0 1(”*1)@) . f’r(Lnil)(l‘)

Een homogene lineaire differentiaalvergelijking met constante coéfficienten is van de
vorm:

any™ + ap_1y™ Y + -+ ary + agy =0

Substitutie van y = e®® geeft: (ana™ + an_1a" 1+ -+ aja+ ag)e®® =0 —
Karakteristieke vergelijking: a,a"” + a,_1a" '+ -+ aa+ay=0

I. De KV heeft n verschillende reéle wortels aq, ao, ..., a, —
n
y = Cpe™*
k=1

II. De KV heeft n verschillende wortels, waaronder complexe a + bi — a — bi is ook een
wortel, daar a, € IR —

y1 = el@th)T — 0% (cog by 4 i sin b) A yo = e*0)T = 9% (cos bx — i sin bx) —

$(y1 + y2) = e cos bz A (2i) L (y1 — y2) = €*® sinba zijn oplossingen.

III. De KV heeft meervoudige wortels — aantal verschillende wortels m is kleiner dan n.
Als oy een k-voudige wortel is van de KV P(«) = 0, dan geldt tevens:
P'(ap) =0AP"(ag) =0A ... AP*D(ag) =0

L-e* =% a;D"e* = Y a;a'e™ = e**P(a) — a—L-eo‘x = 2e®*P(a)+e* P'(a) = L-ze™®
i=0 i=0 a

Als ag een tweevoudige wortel is, dan geldt: P(ag) = 0A P'(ag) =0 —

L ze®® =0 — ze%” is - naast e*°* - een oplossing.

xF=1e®® oplossin-

Algemeen geldt: als ag een k-voudige wortel is, dan zijn €% ze®® ... |
gen.
Dit geldt ook als cg = a + bi een k-voudige wortel is:

27e20% cosbr A x7e®% sinbx | j =0,1,2,...,k — 1 zijn oplossingen.

De differentiaalvergelijking van Euler is een homogene DV van de vorm:

Ap(a+bx)"y™ + A,y (a+ b)) Ty 4k Ay(a + ba)y' + Aoy =0

Substitutie van a+bx = oe* | a+bxr > 0= 0 = 1 Aa+bx < 0= 0 = —1 geeft een homogene
LDV met constante coéfficiénten.

De LDV L -y = b(z) is op te lossen d.m.v. de methode van variatie van constanten:
n
Stel: y = Y ¢k fr(x) is de algemene oplossing van L -y = en ¢ = Ci(z) —
k=1
n n

v= 3 G@)fi(@) =¥ = ¥ CL)fule) + 3 Ga)fil)
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Stel: 3% Ca)fule) =0y = 2 CL)f{(a) + 3 Chla)fi(2)

Stel: 32 C@) () =0 =" = & CL@) (@) + 5 Cula) ().

v = 3 G @) + 5 Gl @)

Substitutie van y@ | j =0,1,2,...,nin L -y = b(z) geeft: él CL(z) £ (@) = i((”;))

De functies C}(x) volgen uit het stelsel lineaire vergelijkingen:

Cl(x) fr(z) + -+ C(x) fulz) =0

Ci@)fi" @)+ + CL@)f" V(@) = bla) /an(@)
Integratie van de C},(x)’s geeft na substitutie in y een particuliere oplossing ¢o(z) — algemene
oplossing: y + ¢o(z)

De differentiaalvergelijking van Bessel is van de vorm:

22y +ay + (22 —n?)y=0|n>0

o
Substitutie van y = > cpz¥ P | k < 0 = ¢, = 0 geeft:
—o0

§ [(k+B)(k+ B —1)cp + (4 B)eg + cpo — nPecx)a® P =0 = [(k + B)? — n?cpcr_o =0

—o0
k=0= c_o =0 — indexvergelijking: (32 —n?)co =0 — co #0 — B2 =n? = eta = +n

B =n=k(2n+ k)cx + cx_o = 0; substitutie van achtereenvolgens k = 1,2,3,... geeft:

0 —Cp 0 —C2 €0 N

Cl1 = CHO — ——, Cq —= Cyp = g

LR T oen 2 T M T 42n+4) 2-4(2n+2)2n + 4)
+2 +4 a? at

n n n n
Yy = cor” + Tow + csx + cox [ 2(2n +2) + 2 4(2n +2)(2n + 1) ]
1'2 .’E4
= —n= ni1 = — ...
f=-n= o [ 2(2—2n) | 2-4(2—2n)(4—2n) ~

1'2 $4
—Ox" 1 — ...
y=Cz { 22n+2) " 2-4(2n 1 2)(2n +4) }+

n ¢ IN

.1'2 x4
Dz {1 T 22 —2n) " 2-4(2—2n)(4—2n) _}

De Besselfunctie van de eerste soort en orde n J,(x) wordt gedefinieerd als:

P P P v S G e €
" 2(2n+2)  2-4(2n+2)(2n +4)  ZrlT(n+r+1)
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Hieruit volgt voor n = 0:

2 4 6
x x x
@ =1-%top ppe’ "

De algemene oplossing van de Besselvergelijking is nu te schrijven als:

ly=AJy(x) + BJ y(x) [ n ¢ IV|

o 0 (_1)r(lm)—n+2r
Hierin is J_p(z) = Z 2
ril(-n+r+1)

Voor n € IN zijn Jy(x) en J_p(z) lineair afthankelijk, daar geldt dan:

[ Jonlw) = (=1)"n()|

Voor de polynomen J,(z) gelden de volgende recursieformules:

Tsa(5) = 2 guw) = Ja(a)

To(2) = Hnr(2) = Jnsa (@)

2 I (2) = nJn(x) — 2 pi () = Jpy () — nJn(z)
Dala" (@) = 21 ()

Dale"Ju(w)] = 2" Ty (2)

Substitutie van J,,(z) resp. J_,(x) in de DV van Bessel, vermenigvuldiging van de 1-ste met
J_pn(x) en de 2-de met J,(x) en aftrekking geeft:

223 (@) T () = T2 () Jn ()] + 2T} (2) () = T (2) I (2)] = 0 &

Dala{Jp(2)Jn(z) = I, (2) Jn(2)}] = 0 = Jp(2) Jn(z) = I, (2) Jn(2) = ¢/x

x" zn !
bstituti n(@) = Gy (@) = o
Substitutie van J,(x) T+ 1) s () 27T (n) )
J— x—n—l
J_n - xr J/ — — ... ft:
(x) T (—n 1) en J_,(2) 27T (—n) gee
e 2 _ 2sinnm
 I'(mP(1-n) o«
55
T ()T -aa) = I @) Jnfa) = 25
4

De voortbrengende functie voor Besselfuncties wordt gedefinieerd als:

e%m(t*%): Z Jn(x)t”

n=—0oo

y (m):imm/z)é“":<x/z>1/2_ @22 (@9
i AN+ 3) (1/2vE U322V | 21(5/2)3/2)(1/2)yr

r
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; analoog voor J_5(x) —

@V 2 at _ @/ sinw
Jl/z@)—(l/g)ﬁ{l‘g!*s!"“}_ 12V @

2 2
Jl/Q(x)zy/Esmx A J,l/Q(:c):Ugcosx

Substitutie van n = 1 resp. n = —3 in J,_1(2) + Jpt1(z) = (2n/z)Jn(z) geeft:

2 [(sinx —xcosx 2 [xsinx + cosx
J32(x) = o <x) AN Jogp(r) = —yf — (x)

M: t = eei — eéx(emfe—@i)

— glesine _ % Jn(x)em? = § Jn(z)[cosnb + isinnb] <

n=—oo n=—oo

e ST = [ Jo(x) 4+ 2J2(x) cos 20 + - - | 4+ i[2J1 (z) sin 6 + 2J3(z) sin30 + - - -] —

cos(zsinf) = Jo(x) + 2J2(x) cos 20 4 2J4(x) cos 460 + - - -
sin(zsin @) = 2.J;(z) sin @ + 2J3(x) sin 30 + 2J5(x) sin 56 + - - -

cos(x sin0) cosnfdl = Jo(z) [ cosnbdh + 2J2(x) [cos20 cosnfdf + ---|n =0,2,4,... <
0 0

cos(zsin6) cosnfdl = Jo(x)m + Jy(x)m + - -+ = 7wy ()

Ci—my O—=3 9O—3y

sin(x sin 0) sinnfdf = 2.J;(x) [ sin 0 sinnf@df+2.J3(z) [ sin 30 sinnfdf+- -- = 0ln = 0,2,4,... —
0 0

Jn(x) = (7)1 [cos(x sin §) cos nf + sin(x sin @) sinnb]df = (7)~* [ cos(bf — z sin 6)do
0 0

Analoog geldt voor n =1,3,5,...:

Jn(x) = (m)~! [sin(zsin @) sinnfdf en [ cos(xsinf)cosnddhd =0 —
0 0

n € IN
T

1 7T
In(z) = — /cos(n@ — xsin6)df
0

De Besselfunctie van de tweede soort en orde n ofwel Neumannfunctie Y,,(z) wordt
gedefinieerd als:

Yo(x) = In () cos‘mr — J_n(x) nd IV
sin nm
Voor n € IN wordt Y,,(x) gedefinieerd als:
V() = lim 2@ 0spm = Jop(@) | gy
p—n sin pm

De algemene oplossing van de DV van Bessel is nu te schrijven als:

’y = c1Jp(x) + c2Yp () ‘
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o~

0 W\x 0 Z

Voor n € IN is Y, (x) in een reeks te ontwikkelen:

_ 2 1 1 1 okn 1w k %x%ﬂ
V(@) = —{In b + 7} () - gkzzjom— k=12 — ;k;(—l) {ek) + @+ k)b o7

Hierin is v =~ 0, 58 de constante van Euler en is ®(p) = 1+27'+3714+...4p~1 | ®(0) = 0.
Voor n = 0 geldt voor Yp(z):

2 4 6

x x 1 x
(1+2 )+22-42-62

2 2
Yo(x) = ;{ln %:L‘ +v}o(x) + —

De Hankelfunctie van de eerste soort HT(Ll)(x) wordt gedefinieerd als:

qHM (@) = Ju(2) + iV, (2)

De Hankelfunctie van de tweede soort H7(12)(z) wordt gedefinieerd als:

1P (2) = Ju(2) — iV, (2)

HO (2) = Jo(2) + i [Jn(a;) cosnm — J_n(x)} _ Jn(x) sinnm + iJ,(z) cosnm — iJ_,(x)

- =
S nm

sinnm

—

HO(2) = i {Jn(x){cos nm —isinnm} — J_n(:z:)} . [Jn(;c)e—mri — J_p(2)

sin nw sin ni
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Substitutie van —i voor 4 geeft voor a? (x):

"™ o (x) — J_pn()

tsinnm

H?) (z) =

n

De gemodificeerde differentiaalvergelijking van Bessel is van de vorm:

.CEQy” + xy/ _ (xz 4 nZ)y =0

De gemodificeerde Besselfunctie van de eerste soort en orde n I,(z) wordt gedefi-
nieerd als:

I(z) = i "Iy (iz) = e 2" ], (iz)

Als n een geheel getal is, dan geldt:

L n(@) =I(z) | n € Z|

De gemodificeerde Besselfunctie van de tweede soort en orde n K, (z) wordt gede-
finieerd als:

Kn(x)zéw[ n & IN

Lon(z) — In(ﬂf)}

sinnmw

Voor n € IN wordt K, (x) gedefinieerd als:

I ,(zx)—1
Kn(z) = i1 lim M n € IN
2" pon sin pmw

De algemene oplossing van de gemodificeerde DV van Bessel is dan:

y=AlL,(x)+ Bl_,(z) | n ¢ IN
y=Cly(z)+ DKy(x) | n€ IN

De complexe differentiaalvergelijking van Bessel is van de vorm:

22y + xy — (iz? +n?)y =0

De Ber- en Beifuncties Ber,(z) en Bei, (z) worden gedefinieerd als het reéle en imaginaire
deel van J,, (i%/%z):

Jn(i322) = Ber,,(z) + i Beiy, ()

De Ker- en Keifuncties Ber,(z) en Kei, (z) worden gedefinieerd als het reéle en imaginaire
deel van e_%”mKn(il/Q:U):

e 2" K, (iY/22) = Ber, (x) + i Keiy (z)

De algemene oplossing van de complexe DV van Bessel is dan:

y = EJ,(i%%x) + FK,(i'/?z)

103



Voor grote waarden van z zijn J,,(z) en Y, (x) te schrijven in asymptotische vorm:

T — inm)

=
—~
8
~—
&Q
Q
]
2
8
|
NI

Lnm)

<
2
Q
5
19
=.
=
8
|
N
3
|
[N}

Substitutie van Az| A € IR in de DV van Bessel geeft:

$2y” + xy’ + (/\21.2 _ nZ)y =0

De algemene oplossing van deze DV is dan:

v = GJu(Aa) + HY, ()

Als y1 = Jp(A\x) en yo = Jp(ux) oplossingen zijn, dan geldt:
22y + zy) + (V22?2 — n?)y; = 0 en 2294 + 2y + (u22% —n?)y2 = 0
Vermenigvuldiging van de 1-ste DV met 35 en van de 2-de DV met y; en aftrekking geeft:

Yoy — y1yh) + x(youl — yiyh) = (12 — XN)aPy1y2 &
Dz (yayl — niyh)] = (12 = X)zyry2 — (02 — X2) [ zyiyeda = z(y2y) — y1ys) + C —

N2 £0 = / 2 Jn (A2 (p)da = x[AJn(Mx)JqQ();)_ ;Jn(xx)J,g(w)] o
1
0

Ay (1) I (A) = Jn(A) T} (1) — pdn(A) 7 (1) o
2p

AJPZ(N) = Jn(N)JL(A) = A (N)J)(N)

22

Substitutie van J”(X) uit A2J"(\) + AJ.(A) + (A2 — n?)J,(\) = 0 geeft:

1
p=X= [zJ?(\x)dr = lim
0 n—A

1
[xJ2(\z)dx =
0

1
/xJ,%(Ax)dx =1 lJf(A) + (1 - ;f) Jﬁ()\)]

0

Stel: w en A zijn 2 verschillende wortels van PJ,(z) + QxJ),(x) =0 | P,Q € IR —

PJn(A) + QJp(A) = 0 en PJy(p) + QJy (1) =0

Vermenigvuldiging van de 1-ste vergelijking met J,,(x) en van de 2-de met J,,(\) en aftrekking
geeft: AJp (A)Jn(p) — ey, (1) Jn(X) = 0 —

1
/mJn(Ax)Jn(ux)d:E =0
0
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Dit betekent dat de functies v/zJ,(Ax) en /xJ,(uz) orthogonaal in het punt (0,1) zijn,
ofwel dat J,(Az) en Jy,(uz) orthogonaal zijn m.b.t. de dichtheidsfunctie z.

Als f(x) aan de Dirichletvoorwaarden voldoet, dan kan f(z) in elk punt van het interval
0 < x <1 als een Besselreeks geschreven worden:

ZAJ (Mpz)|0<z<1

Hierin zijn A1, A2, A3, ... de pos. wortels van PJ,(x) + QzJ)(z) =0 | Q #0

}xJn(Akm)f( )dx = Z Ap fﬂ:J (M) JIn(ANpz)da = Akfl%]%()\k@dl“ &
0 p=1 0

1

1 n2
J zIn (M) f(2)dx = %Ak/ l%()\k) + (1 - )\]2) Jg(/\k)]

0
0
PJu(Ak) + QM) (M) = 0 = T (Ar) = R2JZ (M) /SPA —
fla:Jn(Aka:)f(:E)daz = A HRQ + A2 —n } J,%()\k)] —
1

207
T -n?+ (Rzk/sz)ug(Ak) 0/ v Jn (o) f (2)dz —

0 A2, (Ap) /
T) = 2;::1 2 + (R?/S2)]2(\) O/xjn()‘px)f(»”?)dl'

— 2
)\pn

1
QR=0= Jn()\p) =0— J$Jn(>\k$)f(l')d$ = %Akjrll()\k) = %AkJQ_H()\k)

_2; 7.0 /J (A\pz) f(z)dx

De differentiaalvergelijking van Legendre is van de vorm:

(1—2?)y" — 22y +n(n+1)y=0

o0
Substitutie van y = Y. 2P | k < 0= ¢ = 0 geeft:
k

=—00

o0

Z [(k+5+2)(k‘+,3+1)0k+2 — (k—f‘ﬁ)(k—i‘ﬁ—l)ck —2(k+6)Ck+n(n+1)0k]xk+5 =0—=

k=—o0

(k+B842)(k+ B84 ey + [n(n+1) — (k4 B)(k+ B8+ 1)]c, =0
Stel: k=-2—=c2=0ABB-1)co=0—-=0Vi5=1
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B=0= (k+2)(k+1)cgs2 + [n(n + 1) — k(k + 1)]cx, = 0; substitutie van achtereenvolgens
k=-1,0,1,2,3,... geeft:

. _ _nn+1) . _1-2—n(n+1)c . _[2-3—n(n+1)]c .
2 — 2.1 3 — 3.9 1, ¢4 — 4.3 290
y= o {1_ n(n2—'4— 1)x2+n(n—2)(n4—'|— 1)(71—1—3)3:4_”_] n

T xT

n—1)(n+2 n—1)n—-3)(n+2)(n+4
o fo- EINEOE 5, (DYt Dot 5 ]

Daar er 2 willekeurige constanten in de oplossing staan is het geval 8 = 1 irrelevant.
Daar er voor n = 0,2,4,6,... de 1-ste reeks een polynoom geeft en voor n =1,3,5,7,... de
2-de reeks, bezit de DV dus polynoom oplossingen.

Voor k = n volgt uit (k + 2)(k + 1)cgyo + [n(n + 1) — k(k + 1)]cxp, = 0 dat ¢pq0 = 0 —

Cnt+d4 = Cnig = -+ - = 0, terwijl voor achtereenvolgens k =n —2,n —4,... volgt:

—1 —2)(n — —D(n—-2)(n—

2(2n - 1) 4(2n - 3) 2-4(2n —1)(2n — 3)

Y = Cp xn_wwﬂ*2+n(n_l)(n_Q)(n_S)xn%_”_

2(2n —1) 2-4(2n —1)(2n — 3)

In—12n—-3)---3-1
M:Cn:(n )(n'S) 3 .
n!

Legendre polynomen P, (z):

o) = (2n — 1)(2nn!— 3)---3-1 [m"—

n(n—1)
2(2n — 1)

—Dn=2)(n=3) .4
4(2n —1)(2n — 3)

xn—2 +

n(n
2.

Voor alle n € IN geldt:

Pa(l)=1 A Py(=1)=(-1)"]

Voor de 1-ste 6 Legendre polynomen geldt:

Py(x) =1
Pi(z)=1

Py(x) = % 3z2 —1)
Ps(z) = 1(523 — 3x)
Py(z) = g

Ps(z) = §

z z 2n—1)(2n—-3)---3-1 n e nn—1) o,
Of---oan(:U)dw'-dx:( )((2n)') 2" — na? 2—1—(2!)302 e
z oz _ (2n-1)(2n-3)---3-1 n (@@=
Of.”({Pn(x)dx"'dx_(2n)(2n—1)(272—2)---2'1(382_1) = o
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Formule van Rodrigues:

1 " .
Pol@) = gt g @ Y

De voortbrengende functie voor de Legendre polynomen wordt gedefinieerd als:

1 o.)
—_— = Z P, (z)t"
V1-2zt+t2 =

Voor de polynomen P, (z) gelden de volgende recursieformules:

n+1]Ppt1(z) = 2n + 1]z Py, (z) — nP—1(x)
(@) = Py (x) = [2n+ 1Py (x)
P (z) —xFy(x) = [n+ 1] Pu(x)

2Py (z) — By () = nby(x)

Afhankelijk vann = 0,2,4,6,...0of n =1,3,5,7, ... is één van de reeksen in de serie oplossing
van de DV van Legendre nul. Hieruit volgen voor |z| < 1 de Legendre functies van de

tweede soort Q,(z):

_1)379n n/2)11? n—1)n

Ouw) = D20/ {x_<12))<!+2‘>x3+
(n—1)(n—3)5<!n+2)<n+4>x5__.} n=0,24,. .
(=122 (0 = 1)/2) Y [} +1)

Qn(z) = 1-3-5---n [1_ 2! =4
(n —2)( 4J!r )(n + )334_...] ‘ n=1,3,5...

Voor de 1-ste 3 Legendre functies van de 2-de soort geldt:

1+=x
Qo(x) = %lnl—x
1
Qi(x) =—-1+ %xln%
1
Q2(7) = -1z + 1(32° — 1)In 1+x
-z

De algemene oplossing van de DV van Legendre is nu te schrijven als:

’y = c1bu(2) + c2Qu(z) [ n € IN‘

Als P, (x) en P,(x) oplossingen zijn, dan geldt:
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(1 —22) P! (x) — 22 P, (x) + m(m + 1)Pp(x) =0 en
(1 —2?)P!(x) — 22P,(z) + n(n + 1)Py(x) = 0

Vermenigvuldiging van de 1-ste DV met P,(z) en van de 2-de DV met P, (z) en aftrekking
geeft:

(1 = 2?) [Py (2) Po() — Py(2) P (@)] — 22 [Py, (2) Po(2) — Pp(2) P (2)] =
n(n+1) —m(m+ 1)|Pp(x)P,(z) &

Dy[(1 = 2?){Pp(x) Py (2) = Pu(z) Py (2)}] = [n(n + 1) = m(m + 1)] Py (2) Po () —
[n(n+1) —m(m+ 1)]f11 P (2) Py (z)dx = [(1 — 2*){Py(x) P}, (x) — Pn(x)Py(x)}]1, =0 —
1
/Pm($)Pn(x)dx = m#mn
-1
T L P e g = 3 3 PP
1 1
/11 2ta:+t2 B 207;)tm+”/13m w)dw =
1,1+t & 2t™ "
Elnﬁ:;;; —ZtQ /P2 )dx —
/ 2
[Pg(x)dx T o+l

Als f(z) aan de Dirichletvoorwaarden voldoet, dan kan f(z) in elk punt van het interval
—1 < 2 <1 als een Legendrereeks geschreven worden:

Z AkPk ‘ —l<z<l
1 - 1 1 "
— 2 — m
/1 P (wdr = 3 4 /1 Pon() Pe(@)da = Ay, /1 P2 (a)da = 5~

De Geassocieerde differentiaalvergelijking van Legendre is van de vorm:

1—=x

(1 2\, ! / m2 .
—z7)y" —2ny + |n(n+1) — 5| y=0
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De Geassocieerde Legendre functie van de eerste soort P! (z) wordt gedefunieerd als:

dm
—0F,
T En(@)

m

N

Py () = (1—a?)

De Geassocieerde Legendre functie van de tweede soort Q!'(z) wordt gedefunieerd
als:

m
dx™

De algemene oplossing van de geassocieerde DV is voor m,n € IN nu te schrijven als:

Prz) = (1 - 2%)3" = Qu(x)

v = P (@) + caQy ()

Analoog aan de Legendre polynomen geldt:

1

/ P () Pl (2)d = O

-1

n#k

Voor n = k geldt:

2 (n+m)!

[2dz = :
T o1 (n—m)!

»—A\,_.

In het interval —1 < z < 1is f(z) te schrijven als:

(k+m)!

) Z o 41 Mp,;n(x) / PP (2) f(x)da

De differentiaalvergelijking van Hermite is van de vorm:

’y”—Q:Uy’—FQny:O‘

De oplossingen van deze DV worden gegeven door de Hermite polynomen H, (z) die volgen
uit de corresponderende Formule van Rodrigues:

Ho(a) = (1) (o)
Voor de 1-ste 5 Hermite polynomen geldt:
Hy(x)=1
Hi(x) =2z
Ho(z) = 4a?
H3(x) = 823 — 12z
Hy(x) = 162* — 4822 + 12
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De voortbrengende functie voor Hermite polynomen wordt gedefinieerd als:

0 n
2z—t2 _ Hy ()t
e - Z n!

n=0

Voor de polynomen H,(z) gelden de volgende recursieformules:

Hy1(z) =22H,(x) — 2nH,_1(x)
H) () =2nH,_1(z) = 2o0H,(z) — Hp41(x)

Als H,,,(z) en Hy(z) oplossingen zijn, dan geldt:
Hl! (x) —2zH], (z) + 2mHp,(x) =0 en H)!(x) — 2zH] (z) + 2nHy,(z) =0

Vermenigvuldiging van de 1-ste DV met H,(x) en van de 2-de DV met H,,(z) en aftreking
geeft:

Hy (x) Hy(z) — Hyl(2) Ho () = 20[H}, (2) Hy(2) — Hy (2) Hin(2)] = 2[n — m]Hp (2) Hn (1) <
Dyle™* {Hy(x) Hy, (x) = Hyn (@) Hy (2)}] = 2(n = m)e™™" Hyn () Hy () —

2n—m) | ¢ Hy(@)Hu(@)dz = e ({H,(x) Hiy (@) = H(w) B ()} = 0

o0

/ e~ Hy, () Hyy (x)da = 0

—0o0

m=#mn

62t17t2€25x752 Hn(m')Hm(x)t”sm .

_ 2tr—t242sx—s2 _ SRS
=e =2 X

n=0m=0 nlm!
o0
[ ety = s / %, (2) Hy (2)da
m= On Om'n‘
—00

28t f (z—s—t) d$—628t fe—udu_e%tﬁ_fz 2Ms mtmg)

o0

/ e_x2H3L(x)dx = 2"nl\/m

—0o0

Als f(x) aan de Dirichletvoorwaarden voldoet, dan kan f(z) in elk punt van het interval
—00 < x < 00 als een Hermitereeks geschreven worden:

= i Ay Hy, ()
k=0

[ e Hy(a)f(z)dzx = ’2) Ay [ e Hy(a)Hy(z)de = Ay, [ e H2 (x)dz = 2™m!\/T A —

\/’Z 2kk:' /€7I2Hk(a:)f(x)dx

—0o0
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De differentiaalvergelijking van Laguerre is van de vorm:

\wy”+(1—~’r)y’+ny:0

De oplossingen van deze DV worden gegeven door de Laguerre polynomen L, (x) die volgen
uit de corresponderende Formule van Rodrigues:

"
L,(x) = ex%(x"e_z)
Voor de 1-ste 5 Laguerre polynomen geldt:
Lo(z) =1
Li(x)=1-x
Lo(z) =2 — da + 22
L3(z) =6 — 187 + 922 — 23
Ly(z) = 24 — 96z + 7222 — 1623 + 24

De voortbrengende functie voor Laguerre polynomen wordt gedefinieerd als:

e—xt/(l—t) 0 Ln($)tn
1—t¢ _;::0

n!

Voor de polynomen L, (z) gelden de volgende recursieformules:

Lpyi(x) =20+ 1 — 2] L, (2) — n?L,_1(z)
nLp_1(z) =nL,_,(z) — L, (x)

n—1

Als Ly, (z) en Ly (x) oplossingen zijn, dan geldt:
xL (£)+ (1 =)L), () + mLy(z) =0en xL!(x) + (1 —z)L),(x) + nLy(z) =0

Vermenigvuldiging van de 1-ste DV met L, (z) en van de 2-de DV met L,,(z) en aftreking
geeft:

(L () Ln (2) = Ly () Lin ()] + (1 = 2) [ Ly, () L (2) — L, (2) Ln (2)] = [0 —=m] L () L (2)
Dylre™{Ln(2) Ly, (x) = L (2) Ly, (2)}] = [0 — m]e™ Ly () Ln(z) —

(n—m) ZoewLm(x)Ln(x)dx = xze *[L,(z)L], () — Ly (z) L, (2)]* =0 —

[e.e]

/ewam(x)Ln(x)da: =0 m#n
0

o3

e ?L2(x)dz = [ e ®Ly(x)e” D (e *2™)dx = [ e %Ly (x)D% (e z")dr <
0 0

111



°o—g

[ee]
e L2 (z)dx =n! [ e 2"dz =n!T'(n +1) —
0

[e.o]

/e_”"Li(x)d;r = (n!)?

0

Als f(z) aan de Dirichletvoorwaarden voldoet, dan kan f(z) in elk punt van het interval
[0; 00 > als een Laguerrereeks geschreven worden:

@) =3 AuLi(a)
k=0

°o—3g

e P Ly (z)f(z)dr = § Ay ofoe_ILm(m)Lk(x)dx =An Ofoe_wL?n(x)dx = (m!)A,, —
k=0 0 0

o0

/ e " Li(z)f(z)dx

0

_ 1 Li(=)

De differentiaalvergelijking van Airy is van de vorm:

[&.°] o0 [&.°]
Substitutie van y = > cp 2™ geeft: 3 n(n — a,z™ 2 — Y a2t =0 <
n=0 n=2 n=0

ioj (n+2)(n+ 1)ap422™ — ioj 12" =0
n=0 n=1
2as +n§;[(n+2)(n+ Dant2 —an—1]z" =0 = a3 =0A apt2 = % neINt —
Substitutie van achtereenvolgens n =1, 2,3, ... geeft:
ag al a9 as a4 al
agzﬁ, a4—m, a5:m,a6:ﬁ, ar = ke 7'6-4'3’”'—>

i/l and
Wi
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FEen Sturm-Liouville stelsel is een grenswaarde probleem van de vorm:

% [p(x)flﬂ +[g(z) + M (2)]ly=0 | a<z<b
a1y(a) + a2y’ (a) =0 A byy(b) + bay/(b) =0

Hierin zijn ai, ag, by en by constanten, is A een parameter onafhankelijk van z en is r(x) een
gewichtsfunctie die i.h.a. pos. is. Het stelsel heeft alleen oplossingen voor een aantal bepaalde
waarden van A, de zgn. eigenwaarden van het stelsel. De corresponderende oplossingen heten
de eigenfuncties van het stelsel, waarbij bij elke eigenwaarde 1 eigenfunctie hoort. Als p(z) en
q(x) reéle functies zijn, dan zijn de eigenwaarden ook reéel. Tevens vormen de eigenfuncties
een orthogonale verz. m.b.t. r(z).

Stelsels homogene LDV-en met reéle coéfficiénten zijn van de vorm:

: at y y| aco
z(y) = ax(t) x(t) = Ae Q>
L { i) =ay(t) " ylt) = Be } -
3(t) = A egt> + B<62t> A Br= Ay = x
E ¥ y

t(y) = ax(t) z(t) = Ae

" { gt =by(t) T yt)=Be [
at

i(t) = A(eo + B<€2t> A Cy® = Dazb i z 0 X

y(t) = ay(t)

z(t) = Ae™ | e e . .
Stel y(t) = Beot }, substitutie in &(t) en y(t) geeft: 0eo

at

azaenBzO—)Ul(t):<Ag> X
Stol: F(B) = (p+gt)e”!

y() = (r + stheat }; substitutie in Z(t) en y(t) geeft:

teat
s=p=0eng=r=1—0(t) = L al0

ea

o et te™ A 1
v(t)_A<O>+B<eat> A :C—Ey+ay1n
i
V. ¢ .
L

Stel: mg

y) = ax(t) + by(t)
t) = —bz(t) + ay(t)

t
t

<

; _ peot }; substitutie in &(t) en y(t) geeft
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2 complexe wortels ay en ag — {05 + 05}/2 en {U] — U5} /2i zijn oplossingen —

at o} bt at bt
17(t):A<e Sin >+B<6 CO‘S > A x2+y2:(A2+B2)€2at

e cos bt —eat sin bt

De Laplacegetransformeerde F van f wordt gedefinieerd als:

P(s) = L{f(0)} = [ F0)e'd
0

Uit de definitie volgt:

(L{ethi(t) + eafo(t)} = lL{f1(0)} + c2L{fo(1)} ]

C{f(at)} = / et f(at)dt = 2 / e~/ £ (), —
0 0

£isany = o7 (2)

g(t)
stel: o)

flt=a)|t>ana>0 O
0 l0<t<a }—>£{g(t)} [ e ' f(t—a)dt ge f(u)du —

o

L{g(t)} = e L{f(t)}

o0

L{e % f(t)} = [e Ste”®f(t)dt —

o,

L{e'f(t)} = F(s +a)

C{f(0) = méfe*stf’() = im0 [ e (0t =~ FO7) L {0} -
CUM(0)) = L{F(1)] — s F(07) — 2 f/(0F) — s B f1(0%) — - — D (0%
Stel: g(t) = Oftf(U)du S L{g(8)} = sCig(t)} — g(07) -

{/f du} L)

Uit F(s) = L{f(t)} volgt voor de invers Laplacegetransformeerde f(t) van F(s):

f(t) = L7HF(s)}
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(e}

F(s) = [ —tf(t)e "t = L{~tf(t)} —

L7EF(s)} = —tf (1)

o0 1
Stel: f(t) =1 — F( ):fe’Stdt:g—>
0
1
L(1) =~
1=1
oo 1 oo o0
Stel: f(t)=t"|ne€IN — F(s) = /t”e*“dt = —f/t”d(e*‘gt) =7 /t”*le*“dt —
s s
0
L(t") = %E(t”‘l) =
n n!
L(t") = pres]
7 1
Stel: f(t) =e™ — F(s) = /e(a_s)tdt = —
s—a
0
1
L at
(€)==,
Analoog geldt voor e~%:
1
L —at
(™) s+a
Stel: f(t) =sint — F(s) = 706_St sintdt = 1 —
= = - 1+
0
1
) —
L(sint) T
Analoog geldt voor cost:
s
L(cost) =
(cost) = 175
1 1
nat) = - —
L(sinat) o 11 (s2/a?) —
a
L(sinat) = ———
(sinat) P
Analoog geldt voor cos at:
s
L )= —5——
(cosat) P
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L(e % sinbt) = L(sinbt)s_ys1q —

b
Llesinbt) = 5————
(e sinbt) = G s ap?
Analoog geldt voor e~ cos bt:
s+a
L(e”"cosht) =
(7 cosbt) = s 1 0

Een LDV met constante coéfficiénten kan d.m.v. een Laplacetransformatie in een algebraische
vergelijking worden omgezet waarin de beginvoorwaarden zijn verdisconteerd.

Stel: agy”(t) + a1y (t) + aoy(t) = f(t) | y(0) = yo A y'(0) =y —

a2 L{y" ()} + a1 L{y' (1)} + aoL{y(t)} = L{f (1)} &

az[s*L{y(t)} — sy(0) = ' (0)] + a1 [sL{y(t)} — y(0)] + aoL{y(t)} = L{f (1)} &
ﬁ{y(t)} _ ‘C{f(t)} + (CLQS —+ al)yo + a2y(/)

282 +a1s+ ap
Het convolutieprodukt f * g(t) van 2 functies f(¢) en g(¢) wordt gedefinieerd als:

Voor het produkt van 2 Laplacetransformaties geldt nu:

L(f *9) = L)L)

t
Uit de definitie volgt: f = 1(t) = [ f(7)dr
0

Een parabolische partiéle differentiaalvergelijking van de 2-de orde is van de vorm:

2
OF _,.9f _,
Ox? oy
d’X ay d’X ay ¢
Stel: ¢ = —a2 — X(2) = cicosax + casinaz A Y (y) = cge= @/

f(z,y) = (Acosax + Bsin ax)e_(GQ/k)y

Een hyperbolische partiéle differentiaalvergelijking van de 2-de orde is van de vorm:

0*f  ,0%f

0x2 " o2
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Stel: f(z,y) = X(@)Y(y) > Y(y)5 5 - ($)Ty2 =0
d’°X d’y k
oz = kX(@) A e 2y ()

Stel: k =0% — X(z) = Ae® + Be ™ A Y(y) = Cell/DY 4 De= /0y

Fz,y) = (Ae" + Be t)(Ce®/¥ 4 De=/ay)

Stel: k = —b*> = X(x) = Acosbz + Bsinbz A Y(y) = Ccos(b/a)y + Dsin(b/a)y —

’ f(z,y) = (Acosbzr + Bsinbzx)(C cos(b/a)y + Dsin(b/a)y) ‘

ST A EY TV ETETS

2 * *
Substitutie in de hyperbolische PDV geeft: ) =0— o7 = F*(v) —
0z0v v
f*=F(v) + G(z) — Oplossing van d’Alembert:
f(x,y) = Fy + az) + Gy — ax) |
De Laplacevergelijking is van de vorm:
0%f  O*f  O%f
0x? + 0y? + 022 0
Stels (2.5, 2) = X(@Y (1) 2() > Y (1)) o+ X(@)Z(2) 55+ X@)y (1) 2 — 0.
Stel: f(z,y,2) = X(2)Y (y)Z(z WZ(2) 1 T Zdy2 )Y (y) s =
1 d2X+ 1 d2Y+ 1 dQZ_O_>
X(z) dx?2  Y(y) dy*  Z(z) d2?
X 2y 2z

Oplossingen van de Laplacevergelijking in rechthoekige coérdinaten zijn lineaire combinaties
van de volgende termen:

X (z) = ¢1 coshaz + ¢ sinh ax
Y (y) = cg cosh by + ¢4 sinh by
Z(z) = c5 cosh ez + cgsinh ez

Overgang op cylindercodrdinaten geeft: f(z,y,2) — V(p,p, 2):

1 82v+a2v+82v+1 v _,
p? 02 9p* 9z p Op
Stel: V(p, ¢, 2) = R(p)®(p)Z(2) —
R(p)Z(z) d*® IR 2z  ®(p)Z(z) dR
: () Z(2) 22 ) -
e a2t (¥)Z(2) 02 + R(p)®(0) 7 + p i =
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1 RRL 1 d’R 1 dR 1 d*z

+ + S e df
p*®(p) de*  R(p) dp* = pR(p) dp Z(z) dz?

dQ—Z—i-kZ(z)—O/\ L de 1 LR, 1R
dz? P*®(p) dp*  R(p) d¢*  pR(p) dp

k

d*z 1 d*® p* &R p dR
Stel: k= —a? - — —a’Z(z) =0 A — : = : + e
2 ) () 42 R d® TR dp
d*® @R dR
Z(z) = c1e” +cee™ ™ A a2 +mPP(p) =0 A p2d—p2 + iy +a*p*R(p) = m*R(p) —

D(p) = c3cosmp + cqgsinmep

d’R* dR* 9 2 1o
Dit is de DV van Bessel met als oplossing J,,(x) — oplossingen van de Laplacevergelijking

in cylindercodrdinaten zijn dan lineaire combinaties van de volgende termen:

Stel: z = ap — R(p) — R*(z) — x*

e Jm(ap) cosmep, € Jy,(ap)sinme

e Jn(ap) cosmep, e~ J,(ap)sinmep

Overgang op bolcodrdinaten geeft: f(z,y,z) — W(r,p,0):

82W+ 1 62W+i 82W+g OW  cotf oW _
or?2  r2sin?6 92 r2 002  r  Or r2 00
Stel: W(r,p,0) = R(r)®()0(0) =
d’R  R(r)0(0) d*® R(r)®(¢) d*’© 20(p)O(0) dR

P . . it

(£)0(6) dr? ~ r2sin?6  dp? R a2 " r &
R(r)@(p)cot dO

2 o

1 d2—® + cot 9@ + ! @ _ ! T2d2R + 27“@ —
o) \ do? de d(p)sin?f dp?  R(r) dr? dr

d*R dR 1 (d*© do 1 d?®
27 —_— = _— _— _— . =
" +2Tdr +cR(r)=0 A 0 (dQQ +cot9d0> +Q>(cp)sin29 i c

2 % *
Stel: r =e“ — R(r) = R*(u) — &—i—@—I—CR*(u) =0 KV.:t?4+t+c=0
du? du
Stel: t; =m — to = —(m + 1), daar t; +ty = —1 — R*(u) = c;™* + cpe~ (DU
R(r) = e1r™ + cor—(m+1D)
1 (d*© do 1 d*®

c m(m+1) — o) <d62 +cot9d0> + B(p) 520 dg? +m(m+1)=0«

1 [(d*e oy . , 9 1 d*®
@ (d02 +C0t9d0> Sin 9+m(m+1)81n 9— —w . d7(702 —

118



e, 1 [d%6 doe 9 5 9
—_— (b = _— _— _ 1 1 1 =
007 +n°®P(p) =0 A o) <d92 —|—cot9d0>sm 0+ m(m+1)sin“ 0 = n* —

2 2

@+cotecf§+{m(m+1)— r }@(0):0

D(p) = czcosnp + ¢gsinng A

462 sin?
Stel:  =cosf — O() — O*(x) —
d>e* de* n?
2 * _

Dit is de geassocieerde DV van Legendre waarvan de oplossing van de vorm is P/ (x) —
Oplossingen van de Laplacevergelijking in bolcodrdinaten zijn dan lineaire combinaties van
de volgende termen:

P! (cos0)r™ cosnp, P (cos@)r™ sinng
P (cos 0)r— "D cosngp, P (cos)r— "+ sinng

Voor oplossingen die onafhankelijk van ¢ zijn moet n = 0 zijn; de geassocieerde DV gaat
dan over in de DV van Legendre.
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Variatierekening

Een kromme Y = y(x) | y(z1) = y1 Ay(x2) = y2 is een extreem als voor een gegeven functie
2

F(z,y,y") de integraal [ F(z,y,y’)dx of een min. of een max. is, ofwel een extremum of
1

stationaire waarde. Een dergelijke integraal heet een functionaal.

2
Stel: De kromme Y = y(x) verbindt de punten (x1,y1) en (z2,y2) zo, dat [ F(z,y,y')dx
1

een extremum is.

Y =y(z)+en(z) [ n(z1) = n(r2) =0 Y
Voor de integraal I(e) langs de 2-de kromme geldt: (prz)
160 = T Fla, (@) + enfa), o (@) + enta))de = | Fle)do -
T2 (%)
dl(e) OF (e) O0F (e) , i
de _/{ dy @)+ oy’ n(x)}d:“:) 0 X

1

1 O[] ] (252 o

x1 X1

T2

Vﬁ?Lﬂ:/{%Z_igi}“@m_é

1

@
[ F(z,y,y)dz is een extremum als [dI(€)/de]e=o = 0, ofwel als de integraal in het rechterlid

1
nul is. Daar n(x) een willekeurige functie is, volgt hieruit de Eulervergelijking:

Yy
dx \ Oy’ oy

Dit is een noodzakelijke voorwaarde opdat Y = y(z) een extreem is.

dF _OF OF 0y OF oy 0F OF , OF ,
de Oz Oy Oz Oy Oxr Oz 8yy 8y’y

d ([ ,0F ,OF  ,d (OF

i (V5y) =y i (o)

L (poyZDy 28 (084 (OP))
dx oy’ ox dy dx \oy

d<F_ ’8F>_8F_
dz y@y’ or

0

Als F(x,y,y') niet expliciet van x afhangt, dan is 0F/0x =0 —

/
—J = =0
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2
Een nevenvoorwaarde is een conditie waarbij de kromme waarvoor [ F(z,y,y")dr een
z1

€2
extremum is tevens de integraal [ G(z,vy,y’)dx constant houdt.
1

Een isoperimetrisch probleem is hiervan een bijzonder geval, nl. dat waarbij de kromme
een bepaalde lengte heeft zo, dat de door de kromme omsloten oppervlakte max. is.
Vermenigvuldiging van de 2-de integraal met een constante A en optelling bij de 1-ste integraal

z2

geeft [(F + AG)dz, welke dan een extremum moet zijn. Met H = F + AG wordt de
1

bijbehorende Eulervergelijking dan:

d (8H> OH _

dz \oy') 9y

De variatie §F van een functie F(x,y,y’) wordt gedefinieerd als:

OF OF
. d d d
Uit 6y’ =6 (di) =en = %(677) = %(614) volgt:

6 (ZZ) = %(531)

Als Fy = Fi(z,y,y') en Fy = Fy(x,y,y'), dan geldt:

5(F1 + Fg) =0F + 0
5(F1F2) = 0 + F16F,

5 (Fl) _ yF — Fi6F
) F?
SF" =nF" 16F |ne IR

oy = (6y)™) | n € IR

Analoog aan het differentiéren onder het integraalteken geldt:

x2 €2
5/F(x7y7y’)dw = /5F(x7y7y’)d$
Tl 1
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7{?57;() o (o) }dx—()@/{en )+ Gl @) do =0 e

/{(?)F(S +2F/5 }dx—/éFdx—é/Fdx—O—)

1

Als [ Fdx = 0 een extremum is, dan is een noodzakelijke voorwaarde dat geldt:
1

T2
5/Fdx:0

Stel: F'=F(t,z1,...,Tn,&1,..., &) | &y =dx;/dt | i=1,2,....,.n —
€2

Analoog aan [ F(xz,y,y")dz geldt dat voor de noodzakelijke voorwaarde opdat
1

| F(t,z1,...,%n,T1,...,%,)dt een extremum is, moet gelden:
x1

d (OF\ OF
(=)= = =1,2,...
(55,) ~ gm0 £ 22

T x2
Stel: T = [[p(x)y”? — q(z)y?]dx met nevenvoorwaarde J = [ r(x)y*dr =1 —

1 x1

H=I1-\= T[p(x)y’Q —q(z)y? — Ar(x)y?|dz = ?QFdaz —

1 1

& (8F> o = o)+ law) + M)y =0

oy Ay " dx

De extremen van I onder de nevenvoorwaarde J zijn oplossingen van de Sturm-Liouvillevergelijking.
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Goniometrie en Trigonometrie

De goniometrische verhoudingen sin, cos 7
. . r
en tan van een hoek a in een scherphoekige P
driehoek ABC worden gedefinieerd als: 7 J
. P q p sina
sino = — cosa= - tana= - =
r r q cosa

Hieruit worden de volgende goniometrische verhoudingen gedefinieerd:

cota =

seca = -
tan o COS & sin o«

sina = cos 8
sina = cos(3m — @)
cosa = sin 3 1
— | cosa =sin(3m — )
cota = tan 3

cot a = tan(m — )

B:%W—Ot

P =125 (/0 + (afr) =1 [sn’a + coa =1

tan®a + 1 = sec? «
cot? a4+ 1 = cosec? a

sinec il Y i
N\ _

Hieruit volgt: cotaha

coda seca

Miz T/ | ol{j Z JRVE

|

&
L
E
)
5

~ar |- o1 w | an
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Uit de goniometrische grafieken volgt:

tan o = tan(« + k)

sin(—a) = —sina sina = sin(r — «)
cos(—a) = cosa cosa = —cos(m — «)
tan(—a) = —tan« tana = —tan(m — «)
sina = — cos(3m + ) sina = —sin(m + «)
cosa = sin(ir+a) cos v = —cos(m + «)
tan o = —cot (37 + ) tana = tan(m + «)

sina = sin(a + 2km)

cosa =cos(a+2km) | ke Z

FG = OF sina = pcos Bsina

OG = OF cosa = pcos Bcos o
DH = DF cosa = psin 3 cos a

HF = DF sina = psin 8sin «

sin(a+ ) = DE/p = (psin B cos a + pcos Bsina)/p)
cos(a+ ) = OE/p = (pcos Bcosa — psin Bsina)/p

tan(a + ) =

psin B cos «a + pcos fBsin o

pcos B cosa — psin B sin a

R 0

tan(a + 8) =

sin(a + ) = sinacos B + cos asin
cos(a+ ) = cosacos § — sin asin

tan a + tan 3
1 —tanatan

Substitutie van § = —f geeft:

sin(a — ) = sinacos 8 — cos asin
cos(a — ) = cosa.cos 3 + sin asin 3

tan(a — ) =

tan o — tan g3
~ 1+tanatanf

Substitutie van 8 = « geeft:

sin 2a0 = 2 sin o cos «
2

cos 2 = cos“ o — sin
2tana
tan2a = ————
1 — tan“ «

2

a=1-2sin2a=2cos?2a —1
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1 1

. _ . 1 1 _ l o
sina = 2sin 5o cos 5a sin? v = (1 — cos 2av)
. cosa = cos® Sa —sin? Lo cos? a = (1 + cos 2a)
Hieruit volgt:
2tan & 5
tan @ = ———=4—
I —tan® S«

BC = CDsina — a=2Rsina Ab=2Rsin3Ac=2Rsiny —

b
Sinusregel: ‘a = — = — S 2R
e sina  sinf  sinvy

CD° = ¥ sina ¢
) ——=\9 9 —
DB” = (c— AD)* = (¢ — bcos ) 4
a
a? =b? + ¢® — 2bccosa A c '_;)ﬁ_B
Cosinusregels: b2 =% +a? — 2cacos 3

? =a®+b> —2abcosy

Optelling en deling door 2 geeft:

becosa + cacos B+ abeosy = $(a® + b + c?)

AD = bcosa . ’ — G+b ‘
DE = acos 3 ¢ = acos cos «
CD asin g
tana = =—— = — —>
AD c¢— DB
asin
tanaqg = ———
c—acosf

; analoog voor

DO

b2+02—a2> b+ c+a)b+c—a)
N 4bc

CoS 5 a: \/%l—i-cosa \/

1
sin 204

Stel: b+c+a=2s —

sin 2o = /(s = b)(s — ¢) /be

cos tar = \/s(s —a) /be

Hieruit volgt voor tan %a:

tan o= /(s —b)(s — ¢)(s — a)
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Opp. AABC = Jc.h = ebsina —

Opp. NABC = %absin’y = %acsinﬂ = %bcsina

0= %.ZR sina.2Rsin Bsiny —

Opp. NABC = 2R? sin asin Bsin~y ‘

%bcsina = besin %a cos %a —

Opp. AABC = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢)

Optelling van sin(a+ ) en sin(a— 3) geeft: sin(a+ ) +sin(a— ) = 2sin a cos ; substitutie
van a + 8 = p en a — 8 = q geeft dan de zgn. p,q-formules:

sinp + sing = 2sin%(p+q COS%(P—Q)
sinp —sing=2cos3(p+q)sin(p—q)
cosp+cosq= 2cosi(p+q)cosi(p—q)
cosp—cosq:—ZSin%(p—l-q)SiH%(P— )

a+B sina+sinf sin 1 (a + B) cos 3 (a — B)
a—b sina—sinfg sin%

Tangensregel:

a+B tang(a+p)
a—b  tani(a—p)

Uit de goniometrische grafieken volgt:

sinz =sina = r=a+2kr Vo=nm—a+2kn|keZ
cosr =cosa = r=da+2kr|keZ
tanr =tana = rz=a+kr | ke Z

acosz + bsinw =c — cosz + tan sinx—gﬁcos(x— )—Ecos
Stel : tanp = b/a ? Ca PI= Y

Hieruit volgt voor de voorwaarde voor oplosbaarheid:

a? a?

c 2 2 2 2
—cosp| <1< cos < —=———->3c"<a“+0b
‘a @‘_ 2T 2 -

cos T + &

b
x :acosa:—l—bsina::\/aQ—i—bz{a sin:c}
f( ) a2+b2 a2+b2
f(z) = Va?+b%(cospcosz + sinpsinz) = Va2 + b? cos(z — ¢)
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Opp. AMAB < Opp. MAB < Opp. AMAC <

1 . 1.2 1 1
arrsmz < 5xrt < T.T tanr & 1 < — <
sinx cosx
sinx
1> > cosT — M
T
. sinx
lim =1
z—0 X
Uit deling van 1 > sinz/z > cosx door cosz volgt:
. tanz
lim =1
z—0 X

Uit de reeksontwikkeling van sin x, cos z en tan x volgt dat deze voor kleine positieve waarden
van z te benaderen zijn als functie van x:

sinx ~ x
tanz ~ x

cosr~1— %:cQ

y
S~
— — — — S
Als 7= OP = xi + yj + zk een hoek o met de 'L e
pos. X-as, een hoek 8 met de pos. Y-as en ’7 - R(\{,H,Z)
een hoek v met de pos. Z-as maakt, dan geldt: 0P B_ | )
cosa—ﬁ/\cosﬁ—i/\cosy— & — //Ct
7 7 7 7

2 2, .2 £

COS204+C0826+COS2’)/:M—> L

r2

’cosza—l—coszﬁ—i-cos%: 1

De getallen cos «, cos 3, cosy heten de richtingscosinussen van de vector OP.
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Overige goniometrische identiteiten:

2

se(:2 « COSGC2 o = SeC2 « + cosec” «

costa — sin* o = cos? o — sin? «
costa +sintfa =1 — 2sin? a cos
seca — cos« = tan asin o

2o

sin avsec & + €OS (r COSec v = Sec (¥ COsec
sin(a + B) sin(a — B) = sin? a — sin? § = cos? B — cos
cos(a + B) cos(a — ) = cos? a — sin? B = cos? B — sin
sina + sin 3 + siny = 4 cos %oz oS %5 cos %’y
sin 2« + sin 28 + sin 2y = 4 sin asin B siny
tan o + tan § + tany = tan o tan 8 tan
(sina + sin 8)% + (cos a + cos 8)? = 4 cos® 1 (a — B)
(sin v — sin 8)? + (cos a — cos 3)? = 4sin? 3 (o — B)
sin(a + 3) + sin(a — ) = 2sina cos 8
tan a + cot o = sec « cosec «
sin a 4 2sin 20 + sin 3o = 4 sin 2 cos? %a
sin « 4 sin 3 + sin S + sin 7o = 4 sin 4« cos 2ax cos «
cos 2a — cos 4a + cos 6ar — cos 8 = 4 sin S cos 2ar sin «
sin® o = (3sina — sin 3a)

3 1(3cosa + cos 3a)

2a

2o

cosa + sin «
tan(a + %7[') =
cos o — sin o

cos® o =
1l —sina
——— =seca — tan«o
1+ sina

tan o — cot . 9 9
—— =sgin“a — cos” «
tan o + cot «

sin(a +
tana—{—tanB:M

cos acos f3

sin(f — «
cota—cotBZM

sin o sin 8
sec v — Cos & 3

= tan” o

cosec o — sin «
tana +tan s sin(a 4+ )
tana —tan 8 sin(a — 3)
l+tanatanB  cos(a — )
1 —tanatanB  cos(a+ f)

l—l—tan%oz _ 1+ sina
V1 —sina

1
1 —tan 5

cosa+cosf3

1 sin & 1 —cosa 1 —cosa
tanga: = - =4 —
1+ cosa sin o 1+ cosa
. 2tan a 1 —tan? «
sin 2a = —— cos2a = ——
1+ tan“ « 1+ tan“ o
sina +sinfg tan%(a+6)
sina —sinf3 tan 3 (a — 3)
5(

cot 5

tan 2 (o + ) =

cot 1 (a+ B) =

sina — cos o

cosa —cosfB

1
tan 5 (a - B)
sin v + sin 3
cosa + cos
sina — sin 3
cosa — cos 3
sin o + cos o 2

sin a + cos a

sina —cosa 1 —2cos?a
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Vectoranalyse

Voor 2 vectoren A en B geldt:

+n)A=mA+nA|m,ne R
m(A+ B) =mA+mB | me IR

Voor een rechtsdraaiend rechthoekig codrdinatenstelsel met eenheidsvectoren ;, f, k geldt
dat rotatie van ¢ naar j over de kleinste hoek de richting van k geeft.

Een vector A is in componentvorm te schrijven als:

g = Alf—f— Agj—i- Ag];:

Voor de grootte ofwel magnitude geldt:
|A] = \/A} + A} + A3
Voor de positievector 7= zi + yj + 2k geldt dan:

|7l = /22 4+ y? + 22

Het scalarprodukt A - B van 2 vectoren A en B die een hoek 6 met elkaar maken wordt
gedefinieerd als:

A-B =|A||B|cos b

In componentvorm is A- B te schrijven als:

A.B= A1B1 + A3By + A3 B3

Voor het scalarprodukt geldt:

A-B=B-A

A (B+C)=A-B+A.C
m(A-B)=(mA)-B=A-(mB) | melR
ii=j-j=k-k=1

i j=j-k=k-i=0

Tevens geldt:




Het vectorprodukt A x B van 2 vectoren A en B die een hoek 6 met elkaar maken wordt
gedefinieerd als:

A x B = |A||B| sin 0@

Hierin is 4 een eenheidsvector in de richting van A x B.

In componentvorm is A x B te schrijven als:

I A . . )
A x B = A1 A2 A3 = (Ang — AgBQ)i + (AgBl — AlBg)j + (A1B2 — AQBl)k
B, By Bs

Voor het vectorprodukt geldt:

Ax B=—(BxA)

Ex(§+é)zjx B+ AxC

m(A x B) = (mA) x B=Ax (mB) | me IR
fo:ij:lgxﬁzl
fo:EAfxE:f/\ Exf:]

—

AxB=0=A|B|A=B+#0

Tevens geldt:

|Ax B2+ |A- B> = A2B?sin?0 + A2B2 cos2 ) —

[ Ax BI” + |A- B|* = |AP|B?

Het scalar tripelprodukt A - (E X C_") van 3 vectoren A, B en C wordt gedefinieerd als:

Ay
By
Cq

A
By
Co

As
Bs
Cs

]
@
o+
<
a
a
(s
(@]
M
[
=
o
o)
)
o,
o)
M
(]
A
o
=X
(sl
N}
X
—~
o]l
Q
N—
2
3
=
a.
-+
09
[¢)
a.
@
=
=3
e
oD
=
a.
)
@

Tevens geldt:

Vector identiteiten:

N
X
Qu a
T x
N
\_@/1
&
Q

N
™
i

X
—~
1 Qv

5o = T oo o S

X

X
Q
x &t
SL
I
/Ql
N
S]]
X
\_D/l
|
/_D\l
N
]l
X
Q

—~
[

X

ENENENEN
X 4+ X X
AT
X 4+ X

T X

N

X

B

&

X

El

I

o
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De afgeleide functie van een vector Ff(u) wordt gedefinieerd als:

dR i R(u+ Au) — R(u)
du  Au—0 Au

- -

Stel: 7(u) = ()i + y(u)j + z(u)k —

ar_ duy | dug, dep
du  du du‘7 du

Als ff, B en C differentieerbare vectorfuncties van u zijn en ¢ een differentieerbare scalaire
functie van u is, dan geldt:

—

&
du du du
(Ax (Bx0)) = x(gxé>+gx<fxé>+gx<gxf>
u

U

De partiéle afgeleide functie van een vector A= ff(a:, y, z) naar x wordt gedefinieerd als:

DA Az + Ay, 2) — Az, y, 2)
— = lim
oxr  Az—0 Az

Analoge definities gelden voor A /0y en &E/ 0z.
Voor de 2-de orde afgeleide functies geldt:

—

?A A
0xdy  Oyox

Stel: A(w,y,2) = Ai(w,y,2)i + As(w,y,2)] + As(x,y, 2)k —

ai= 944, + aAdy + o4,
x oy 0z
. o d - - L dA
Stel: |A| =const. - A- A = |A||A| =const. - —(A-A)=24" =0—

dt

|A| = const. = A L dA/dt
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L dA dA
AT AT

M: ﬁ(x7yazvt) = Fl(xvywzvt);_'_ Fz(x,y,z,t)f—kFg(x,y,z,t)/;:'%

dt 0t Oz dt Oy dt 0z dt
De Nabla-operator V wordt gedefinieerd als:
- 0- 0
V=—i+—+—k
oz + 3y‘] + 0z

De gradiént V¢ van een scalaire functie ¢(z,y, z) wordt gedefinieerd als:

0p- O0p- 0¢-
—i+ — —k
VO=a:' T oy’ T o
0. 09~ 0P - - - 00 0P 0P
S.-di=—i+—j+—k|- 3 ) =—d —dy+ —d
Vo - dr (8:{:z+8y‘7+62k> (dxi + dyj + dzk) 9 :B—i—ay y+8z z —
Vo .di=d®d
De divergentie V - V van een vectorfunctie ‘7(3:, y, z) wordt gedefinieerd als:
- 0Vy  OVy  OV3
v-V= x| Oy 0z

De rotatie V x V van een vectorfunctie 17(33, y, z) wordt gedefinieerd als:

B i j k ) . .
VxV=|08/0x 8oy 0/9z —(?’-?)H(‘z‘ﬁ_%%).Jr(%‘@_?)k
i V2V v rooo z Oy

Nabla-identiteiten:

V- (¢A) = (Vo) - A+ (V- A)

V x (pA) = (V§) x A+ ¢(V x A)

V- (AxB)=B-(VxA) —A-(VxB)
Vx(AxB)=(B-V)A-B(V-A)—(A-V)B+ A(V-B)
V(A-B)(B-V)A+ (A-V)B+ B x (Vx A)+ Ax (V x B)
V- (Vo) =V

V x (V¢) =0

V- (VxA)=0

V x (VxA)=V(V-A) - V24




Vit = V(a2 + 2 + 22) 2" &
0

Ay 222"}

n_ﬁ 2 2 2\ iny? Q 2 2 2\iny 7
Vit = A g )TN R )

Vrt = n(2? + 4% + 22)%”71(xz?+ yj + 2k) = n(TQ)%”flf’%

’ Vr't = nr”_2f"

Voor n = —1 volgt hieruit:

Vin|f = 3Vin(z? +¢y? + 2%) &
Vinlfl = b g {InGe? 402+ 274 e g lInle? 74 )T+ (G bR )

ZEZ—}— yj'+ 2k

Vi = "
n |l 22+ % + 22

Vin|r] =

7
7"2

2 2, .2 .2\-1%
V; <97:2+8y2+8272>($ +y +2) 2 &

vzl_ 22 — y? — 22 2% — z? — 22 n 222 — 2 —y? R
ro (22 + 2+ 22)5/2 " (22 + 42+ 22)5/2 " (22 4 y2 + 22)5/2
1
V2= =0
T

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

+z7 - o427 = Tty -z T

Y . + . Y + y4 _r
r

Viinr =

r r

1
Viinr = -
r

V27,n — nrn—Z 4 (n2 _ 2n)x2rn—4 + nrn—Q 4 (Tl2 o 2n)y27,n—4 4 nrn—2 + (n2 . 2n)z2rn—4 P

V2rm = 3nr" 2 4+ (n? — 2n)r" 2 —

V2 = n(n + 1)rn—2

V- ==V -3 =(Vr3) F+r3V. 7= -3r°F. F+r 3.3

ﬁw‘ =

V-(UVV)=VU-VV +U(V-VV)=VU-VV + UV
V- (VVU)=VV-VU+V(V-VU) = VU -VV + VV2U

V- (UVV —=VVU)=UV?*V - VV2U
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V x {Ff(r)} =V x {af(r)i +yf(r)] + 2f(r)k} <

Vo At} = (5 g ) T+ (o

of of or  fl(r)x

af 3f>*-
0z Z@x J

()

0 0
= ; analoog voor 8—f en 6—f; substitutie geeft dan:
r

oxr  Or Ox Yy z
V x {Ff(r)} =0
VX——VX(T 2P = (Vr2) x P4 r 2V x 7= —2r 47 x 7 —
r -
VXT*QZO
Of = Of+ 0fp_ [r= fhy+ [0)
Vf(r)= o +a j—i—a i+ . -
/
Vi) =Tr
G I N i BN S N A N
ox  r r T o2 or Ox
ﬁ {F"(r) \/7224_1]0/ (r? _y 2 22)- ;}T—f/ WrZ— 2 — 22 \fr2 — 2 — 22
o2 r
*f _ f'(r)a®  f'(r)  f'(r)z? *f 0*f
92 = + T3 ; analoog voorﬁenﬁ—)
1 / /
V2f(r): fT(Q"”)($2+y2_I_22)+3fT(T> _ fr(;)(x2+y2+22)—>
d*f(r) 2 df(r)
2 — — .
Vi) = dr? +r dr
o dF _OF dx 8de aFdzﬁi
Stel: =), y) 2O = Gr =50 oy wt o T
dj_ <69F7+ aiF_"_'_ aF];;) (dx_"_'_ dy_’_|_dz]€)+8F_>
it \oz' "oy’ T 5 at' T a? T a ot
dFf  OF _ dF
a oV

V(oY) =V + oV = V- (Vor)
VE(@) = (V) - (Vo) +9(V - Vo)

= V- (V) + V- (¢VY) &
+(Vo) - (Vi) + 6(V - V) —

V2 (¢v)

= ¢V +2V¢ - Vb + V3¢
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De integraal van een vectorfunctie B(u) = Ry (u)i + Ra(u)j + Rs(u)k van u = a naar u = b
wordt gedefinieerd als:

b b b b
/ﬁ(u)du = ;/ Ry (u)du —i—j/Rg(u)du + E/Rg(u)du

Als 7(u) = z(u)i + y(u)] + 2(u)k een kromme C bepaalt van Py (a) naar Py(b), en
A(z,y,z) = Ai(x, v, i)ﬂ— As(x,y,2)7 + As(x,y, 2)k is een vectorfunctie langs C, dan wordt
de lijnintegraal van A langs C' van Pj(a) naar P5(b) gedefinieerd als:

/Z- 47 = /Aldx + Agdy + Asdz

L d?A d (- dA
/Axdtht_/dt<A><dt>dt—>

- dPA dA
A x Ax —
/ = a T C

Py
= RN ¢- 0P~ ¢ > = = 7
. F=V¢— | F-di= | (==i+——j+—k) - + dyj +
Ste ¢ P/ dr = / (8 ayj a2 (dzi + dyj + dzk) <

Py
P
P

. Py
= V¢ = [ F-dris onafhankelijk van de weg van P naar Ps.
Py

F= Vo =V x F=Vx V¢ = 0; F is dan conservatief.

47 = /7(1 +%d +—d —/dcb O(Py) — ¢(Pr) —

’ﬁl

Voor een gesloten kromme C' geldt dan:
¢ Fai-
C

Als AS, | p=1,2,...,n een oppervlakte-element van een oppervlak S is, A een vectorfunctie

door S, ffp(x/p, Up, 2p) = /_fp | P(zp,Yp,2p) € AS), en 1) de eenheidsnormaalvector in P, dan
wordt de oppervlakte integraal van A over S gedefinieerd als:

O:nlLHSOZAp-ﬁpASp://A-ﬁdS://A-dS
p=1 s s
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Hierin is /Yp -1, de normale component van /Tp in P.
Als R de projectie is van S op het XY -vlak, dan geldt:

_ AzpAyy

|ﬁp'k|

O— //A nda:dy
7t - k|

Stel: bg AEB :y =Yi(z) en bg AFB :y = Ys(x) .
= M en N willekeurige functies van z en y
z=b [ y=Y22 oM b
//—dzdy = [{ ] Sdvpdo= [0y - My
Yy
r=a y:Yl(x) a

//—dmdy— /MxYld:U—/Mng fMd:L‘

Analoog voor bg EAF : z = X;(y) en bg EBF : x = Xo(y // —dmdy = %Ndy —

Stelling van Green:

//(M—a)dxdy—j{de—i—Ndy
Jy
C

Stel: A= Mit+ N }—>ff-dF:(M7+Nf)-(dxf+dyf):de—irNdy/\
r=x1+Yj
L AN, oM. [ON oM\ - L. . AN oM
A=_2% Cach A k= o1
VX o2 " o j+(6m ay) S (VXA k= -y
//(VXE)-EdR:fE dF
R C

Stel: M = —yAN =z — 2 [[dzdy =20pp. = § zdy — ydx —
R C

Opp.= %%mdy — ydz
C
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SI:Z:fl(xay)
Stel:
2te Sy iz = fa(z,y)

Als R de projectie van het gesloten oppervlak S rond volume
V op het XY-vlak is, dan geldt:

A A
///agdmdydz—// / %dz dxdy <
R

z=f1

///7d:ndydz = // {As(z,y, f2) — As(z,y, f1)} dzdy

Voor Sy geldt: cosy2dSe = k- 712dSo N
Voor Sy geldt: — cos~y1dS1 = k- 711dS7

///aA?’da:dydz— //AgE-ﬁgng+ //Agé-ﬁldslz/ Ak - idS
S
Analoog Voor///—dxdydz en///—dmdydz—)

Divergentietheorema:
///V-Edvz//fi’.ﬁds
\%4 S

//rndS ///v FdV = ///(&c % )dV—?)V

Stel: A= ¢C | C =const. — [ [ [V-¢CdV = [[$pCdS <
\% S

{/f{(v¢)~5+¢(v-é)}dV:é- fsf¢d§<:>6~f‘£fv¢dV:@~ £f¢dg—>

/‘//VqﬁdV:é/gbdg

[[[V-7dV = [[7i-7dS = [[dS —
|4 S S

/V//v-ﬁdvzs

Substitutie van A = ¢V in het Divergentietheorema geeft:
f‘{IV (@Veh)dV = {gf((ﬁW)) -dS

Substitutie van V - (V) = ¢V?1) + V¢ - Vi) geeft de Eerste identiteit van Green:

| ] [tev20+vo-vayav = [ [@vv)-as
1% S
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Verwisseling van ¢ en 1 en aftrekking geeft de Tweede identiteit van Green:

[ [ Jovrv—vwarav = [[t690 - wvo).-as
v s

Uit Vo - i = dyp/dn en V¢ - it = d¢/dn volgt:

/ / [16920 — yv2gpav = // {6 —vihas

Substitutie van A = qu_; | C =const. in het Divergentietheorema geeft:
[ LIV (¢C)dV = [[¢C-itdS < [ [ [C-VédV = [[C - ($i)dS —
\% S \% S

/V//VqﬁdV:é/@ig

Substitutie van A = B x C | C =const. in het Divergentietheorema geeft:
[[[V-(Bx)V = [[(BxC)-NdS < [[[C-(VxB)dV = [[C-(7xB)dS—
\% S 14 S

///VXEdV://ﬁxﬁds
1% S

[[ix7FdS=— [[FxndS=— [[Vx7dV =0—
S s v

//de§:0
S

Substitutie van A = 7/r3 in het Divergentietheorema geeft: ///V X dV // —dS

Alsr£0inV,dwz OV, danis V- —0—>//ﬂd5:
S

Stel: is een boloppervlak rond O met straal a met O € V' N
= 7 1is het gebied begrensd door S en s

// ISP // IS // ISP ///V—dV—O(r;éOmT)

S+s

r 4
Opsgeldt:r:a/\ﬁ:—z—)r —>//—de 2/ s = 7[';1
a a
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Stelling van Gauss:

//7615_4#

Stel: S is een open oppervlak begrensd door een kromme C' en met :
vergelijking z = f(x,y) resp. x = g(y, 2) resp. y = h(z, 2) |
|

VxAlz—%j—%k: (VXAJ)-ﬁdS:(aAlj-ﬁ—aAIE-ﬁ)ds o t—5
0z oy 0z oy R
oF of d
S:iz=flay)=>F=ai+yj+ flepk— 5 =7+ k|5~ - o
oy oy
ﬁLﬁa&-ﬁ:fﬁJrgE-ﬁ:O@j ie-Ypal
dy y dy oy
O (0AL 9Ay Of\ - .
(V x Ayi) - 7dS _(8 5, a)k nds

DA, 0A, Of OF

oy Tz oy T oy
//(VxAlz -1idS = //——k ndS = — // dxdy

Als T' de grenskromme is van R, zijnde de projectie van S op het XY-vlak, dan is de
dubbelintegraal over R volgens de Stelling van Green gelijk aan § F'dx. Daar voor V(z,y) € T’
r

Op S geldt: Ai(z,y,2) = Ai(z,y, f(z,y)) = F(z,y) —

de waarde van F gelijk is aan de waarde van A; in elk punt (z,y,z) € C, geldt: § Fdx =
r

f AldiL‘ —

r

[[(V x A7) - idS = § Ajdz. Analoge uitdrukkingen gelden voor As en Az —
S C

//(Vxﬁ).ﬁdszj[ff-df
S C

Substitutie van A = ¢C_" ] C =const. in de Stelling van Stokes geeft:
[[V x(¢C)-dS = §¢C-di & [[{(Ve) x C+ ¢(V x C)}-dS = C - § ¢pdif =
S C S C

Stelling van Stokes:

C- [[dSx (V$)=C - §¢pdi —
S C

Z/dswgb:g{mf

m:x(ul,UQ,u;z,) Uy :ul(x,y,z)
Stel: { y=y(ui,ug,uz) = ug = ug(x,y, 2)
z = z(u1,u2,us) uz = ug(z,y, 2)
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De coérdinaten (u1,uz2,u3) van een punt P heten de kromlijnige coérdinaten van P. De
oppervlakken u; = c¢1,us = co en ug = c3 met c1, ¢ en c3 constant heten coé6rdinaatopper-
vlakken waarbij elke 2 paar elkaar snijden in coérdinaatkrommen. Als deze elkaar loodrecht
snijden, dan hete het kromlijnig codrdinatenstelsel orthogonaal. Stel: 7= i + yf—k 2k is
de positievector van een punt P — 7= i"(uq, ug, u3)

Een raakvector aan de kromme u; in P is dan 07/0u; — de eenheidsraakvector €] is dan:

4= 5“1/ ‘3U1

Stel: hy =

Lo
8u1 8u1
or or

= h2€2 en — — h3€3
8U2 ou us

Daar Vu; L u; = ¢1, geldt voor de eenheidsnormaalvector El op het oppervlak u; — ¢1:

= Vu1 = = = VUQ — VU3
1 = ———; analoog voor E3 en F3: Ey = en B3 =
V|’ [Vus| |Vus|

Voor een orthogonaal kromlijnig cotrdinatenstelsel geldt: €, = o8 ln=1,2,3

= hy€1, analoog voor €5 en €3 rakend aan us resp. us:

or or
= F(ul, U9, U3) — dr = %dul + ou —dug + Tdug = hidui€y + hodusés + hyduszés
u2

- = - =

Voor orthogonale stelsels geldt: €} -é5 = €5-€3 = €3-€1 = 0; het kwadraat van het lijnelement

ds = (dr - dF)/? is dan:

ds® = hidu? + hadu3 + hadu3

Voor het volume-element dV' geldt dan: dV = |[(hidui€}) - (hadugé?) - (haduses)| —

| dV = hihohsduy dusdus |

In cylindrische coordinaten geldt: © = pcos¢p A y=psing N z2=2 —
dx = dpcos ¢ — psin pdo
dy = dpsin ¢ + pcos pdp —
dz =dz

ds® = dp? + p?d¢? + dz?

In bolcodrdinaten geldt: © = rsinffcos¢p A y=rsinfsing A z=rcost —
dx = drsin 6 cos ¢ + r cos 0df cos ¢ — r sin 0 sin pd¢

dy = drsin 0 sin ¢ + r cos df sin ¢ + rsinf cos pdp —
dz = dr cos — rsin 0d6

ds® = dr? + r2d6? + 12 sin® Od¢?

In parabolisch cylindrische coérdinaten geldt: x = %(uz — V) ANy=uv A z=2—

dz = udu — vdv
dy = vdu +udv —
dz =dz

ds® = (u? 4+ v?)du?® + (u?® 4 v?)dv? + d2?
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In parabolische coordinaten geldt: © = uvcos¢ A y =wuvsing A z= %(u2 —v?) =

dx = du - v cos ¢ + udv cos ¢ — uv sin pdo
dy = du - vsin ¢ + udv sin ¢ — uv cos pdpp —
dz = udu — vdv

ds? = (u? + v?)(du® + dv?) + u?v3dg?

In elliptisch cylindrische cotrdinaten geldt: x = acoshucosv A y = asinhusinv A z =2 —

dxz = asinh udu cos v — a cosh u sin vdv
dy = acoshudusinv + asinhwcosvdv —
dz =dz

ds® = a?(sinh? u + sin® v) (du? + dv?) + dz?

De volume-elementen volgen uit vergelijking met ds* = hidu? + hodu3 + hzdu en de uit-
drukking in de resp. coordinatenstelsels. Substitutie in dV geeft dan:

cylindrisch: dV = pdpdpdz

bolvormig;: dV = r?sin Odrdfde

parabolisch cylindrisch: dV = (u? + v?)dudvdz
parabolisch: dV = uwv(u? 4 v?)dudvde
elliptisch cylindrisch: dV = a?(sinh® u + sin® v)dudvdz

Stel: V@ = fie1 + faéa + f3€3 —
d® =V - dif = (f1€1 + f2€2 + f3€3) - (hidu1€] + hadugés + hzdusés) <
d® = hq fidui + ho fodus + hs fsdug

P oo} d
Tevens geldt: d® = a—dul + 8—dug + idug &
ouq Ougy Oug
1 00 1 00 1 00
fl hl 8u1 f2 h2 8u2 f3 h3 8U3
Gradiént in orthogonale kromlijnige co6rdinaten:
1 00 1 00 1 00
Vb= . &g+ . g4+ _. "¢
h1 Oup “ ho  Ous 2 hs Ous “
é‘n 52 X 53 51
tel: & = — = — =1,2.3 > = — —
Stel Up — VU, I n ,2,3 = Vug X Vug Talts Talts

€1 = hohgVus X Vus; analoog geldt: € = hgh1Vus X Vuy en €5 = h1hasVuy X Vuo

V- (Algl) =V (Alhgh;gVUQ X U3) = V(Athhg) . VUQ X VU3 + A1h2h3V . (V’UQ X V’ng) =
AV (A1€1) = V(Alhghg) . 672 X 2 <~
ho  hs
o 1 8(A1h2h3) . 1 8(141}7,2}13) - 1 8(A1h2h3) . } 51
A [ S S [ S . .
V- (A4ie) {m o T T owm P ous S ek
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) . 1 . 8(141}12}13)
B h1h2h3 8u1
Analoog voor V - (A2€) en V - (Azez) —

V(A

Divergentie in orthogonale kromlijnige co6rdinaten:

VA=

1 {8(h2h3A1) L Olhshds) a(hlthg)}
hl h2h3 8u1 8UQ 8’LL3

—

V x (Algl) =V x (A1h1Vu1) = V(A1h1> X Vul + A1h1V X Vu1 = V(Alhl) X % =
1

1 0(Aih 1 0(Aih 1 0(Aih g
VX(Algl):{ (11)_’ (11)—v (11)_,} €1

B 0w T he w2y dus S T
_ L Ohy) 1 9(Aih)
- h3h1 811,3 2 hlhg 8”LL2

Rotatie in orthogonale kromlijnige co6rdinaten:

V x (Algl)

é3; analoog voor V X (Agés) en V x (Asés) —

8U3 8u1

Vx Ao {a<A3h3) 8(A2h2)} > 1 {a(Alhl) 9(Ashs) } Gyt

h2h3 8’&2 B 3U5 et hghl

8u1 au2

1 {8(A2h2) a(Alhl)}g
hiho 3

In determinantvorm is dit te schrijven als:

hlél hggg h3€3
7 1 ) ) )
Vx A= L < Y
hihahg ouy Oua Jus
h1A1 hoAs h3As

L oV gL 1 %y

Stel: A = A= —- — . A Aa = —
2 vw—> ! h1 0w 2 ho  Ous 3

- h3 . 811,3
V3=V -V =V A; substitutie van A, As en As in de uitdrukkingen voor V - A geeft de
Laplaciaan in orthogonale kromlijnige coérdinaten:

V2= — {0 <h2h3 . (W) L9 (hshl .W> L9 <h1h2 . W)}
N h1h2h3 6u1 hl 6u1 8u2 hg 61@ OU3 h3 8u3
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In cylindrische codrdinaten geldt:

(ulv uz, ’U,3) = (p7 ¢7 Z) A (517 g?a 63) = (€p7 é»(1)7 gz) A (h17 h27 h3) = (17 2 1)
Substitutie in de nabla-uitdrukkingen geeft:

L 02

o 1 09
- €p + %ez

p 09

L 10 94, D
V'A—p{ PA)+8¢+82(PAz)}

vX,ar:;[{aa@ oAn} o+ {52 - 6;}e¢+{§p<pA¢>—%i}]

S opr pr 992 022 p Op

In bolcodrdinaten geldt:
(ula uz, Ug) = (’l“, 07 ¢) A (éla 52, 53) = (€T7 597 5(25) A (hla h27 h3) = (17 rTr sin 0)
Substitutie in de nabla-uitdrukkingen geeft:

vq)—a—q)*Jrl 8—@*+—1 o,

_87“&, T 3060 rsin 6 aqb%

10, 1 [0 DA
VoA=550 Ar”m{ae(sm“@) a¢}

- 1 0 0A, 0 ) .
VA= g |{ggtronons - gyiran o + {5 - g mean frns

0 A,
{8 (rdp) — 50 }rsméed,}

02— 0 ( aq>> Lt 1 5, <S 90q>> N 1 *®
_ — . — mn - .
r2 Or or r2sind 00 06 r2sin?6 O¢?

In parabolisch cylindrische coordinaten geldt:
(u1,ug,u3) = (u,v,2) A (€1,8,8€) = (€u, v, €) A (h1,ha,h3) = (Vu? + 02, Vu? +02,1)
Substitutie in de nabla-uitdrukkingen geeft:
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VP — 1 0P 1 0P 0

—

Vet ot v a0 9"

—

VxA u2+v2 H

(Vs

1 2P 9% 2P
2d&
Ve = <8u2+8v2>+822

V-A= { (Vu? +v2A, +a(\/u2+v2Av)}+
u2+v2 ou dv
— ;(\/ u? + UQAU)} Vu? + v2e,+
2
}\/u2+v2é’v+
u

u? Ay)
(T, - S (@) e

0A,
0z

In parabolische coordinaten geldt:

(’U,l, uz, ’LL3) = (U,’U, (b) A (517 527 €3> = (€U7 étln €¢) A (hlu h27 h3) = (\/U’Q
Substitutie in de nabla-uitdrukkingen geeft:

+ 02, Vu2 + 02 uw)

Vo 1 6<I>4+ 1 8<I>4+ 1 00
= €tV F€,+ — €
Vairo? ou T Valr e ov w997
- 1
V.A:[ (v T P AL) WmA> 0
wo(u? 4+ v2) |0 ¢

- 1 0 0
- - ) = _ 2 2 =
VXxA= o2 1 02) { U(uvA¢) (Vu?+v AU)}eu+

1
uv(u? 4 v?)

{ (Vu? +v2A,) uvA¢)} Evt

b ﬂ,/2 2 _ﬁ,/z 2 >
u2+v2{8u( ut vt Ay) (%( Y —H)A")}ed’

1 1 0 0P 1 0 0P u? +02 0%®
ot )L A 0
v u? 4 v? {u du \ " du + v v \"du + u?v?  0¢?

(u® +v*)Ag}

In ellpitisch cylindrische coordinaten geldt:
(uy,ug,u3) = (u,v,2) A (é’l,é'g,é},) (€, €y, €) /\
(h1, ha, h3) = a\/smh u+ sin®v Q\/smh u + sin? v, 1)
Substitutie in de nabla-uitdrukkingen geeft:
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1 0% 1 00 0D
Vo = e+ Syt 5t

aV/sinh?u +sin2v  Ou “ aV/sinh? u + sin? v v
V-A= ! 0 \/sinh? inZvA
A= —— — %(a sinh®u + sin® v A, )+

a2(sinh? u + sin? v)
A
%(a\/m&,) + a?(sinh® u + sin? v) aazz }

V x A= 1 {aAz — 2(a\/ sinh? + sin? UAU)} €yt
av/sinh?u +sin?y | Ov 0z

1 0 \/2—2 0A, }
—_ h Au ()
am{a (ay/sinh® +sin“ vA,) — 90 (€ +
1 0 \/2—2 0 \/2—2 >
—5 {8u(a sinh” +sin“ vA,) %(a sinh” 4 sin vAu)}ez

a2(sinh? u + sin® v)

1 82@ 82® 82@
Vi = . )
a?(sinh? u + sin? v) { Ou2 + 902 + a”(sinh” v + sin® v) — 5.2

Als f een afbeelding is van de verz. vectoren V in E naar F, dan hoort bij elke vector & € V
een vector f(Z) € F; f is dan een vectorfunctie van een vectorvariabele.

Als (€1,...,6,) | n € INT een basis is in E en & = 21€] + - - - + npéy, dan is f(f) te schrijven
als f(z1,...,x,) en stelt een vectorwaarde functie van z1, ..., z, voor.
Als (G1,---,Gm) | m € INT een basis is in F, dan is f(Z) te schrijven als:
(Z) = f1(@)g1 + - + fin @) G
De componenten van ft.o.v. (g1 -+, Gm) zijn hierin reéle waarde functies.

Een vectorfunctie f in E naar F' is lineair als geldt:

fa+b) = f@ + fo
f(ka) =kf(a) | k€ IR
Er geldt dan: f(f) = f(:ﬁéi +oxpey,) = flf(gl) T+ xnf(gn)

F(E1) = angh + ao1do + - -+ + a1

f(€n> = alngl + a2n§2 +---+ amngm

(@) = (anzy + - 4 a1n@n)fr + - + (@am1Z1+ + QmnTn) Gm

De componenten van een lineaire functle f ( ) zijn dus reéle waarde lineaire functies van
(21,...,x,). Uit f(0) = f(0—0) = f(0) — f(0) = 0 volgt dat als f een lineaire afbeelding is
van E naar F, dat dan de oorsprong in F steeds wordt afgebeeld op de oorsprong in F.

Als ¥y € V en 4y € E, dan wordt de richtingsafgeleide Dy, van f in de richting van
gedefinieerd als:

> lim f(&o + hily) — f(Zo)
h—0 h
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De partiéle afgeleide Dg, van f naar de k-de component van ¥ wordt gedefinieerd als de
afgeleide in de richting van een basisvector € van

fo o ow_ OF @+ h&) - f@)
Dkf(ﬂc)—Dkf—Tk—}ng% h <
if —1lim f(xla s Tk +ha 7xn) - _)(xlﬂ ,.In) o
8£Ek h—0 h
f T fl(':vla 7$k+h>' 71'71,) _fl(xh ,xn)—»
o0xp _hlﬁ(] h g1+ *

;) h m =
of  of ., Ofm .
8.%'k N 81‘k91 + + (%ck Gm

—

Voor de differentiaal df van cen lineaire vectorfunctie f(7) geldt:
€n)

df(0) = df(v1&1 + - + npén) = 01df(@1) + -+ + vadf(&2) = 1 Dg, f+ -+ + v Dz, f —

o o Of of
d —o = g, 2L
f(¥) =v Py +- 4w Do
Daar de differentialen dz1,...,dz, van z1(Z) = z1, ..., 2, (Z) = z, voldoen aan
o Of . of
df(0) = dx;1(7) . +-- 4 dxn(v)axn —
r_ Of of
df = ——d s ——d
f 8%1 Tt + 8xn n

Als f en ¢ vectorfuncties van een vectorvariabele zijn, dan geldt:

d(f+§) =df £dj
dhf = hdf + (dh)f | h € IR
d(i.g):f;d*+(dﬂ g
d(f x g) = fxdjg+(df) x g

Als f een vectorfunctie van E naar F'is en ¢ een vectorfunctie van F' naar G, dan is h = go f
een samengestelde vectorfunctie van E naar G.

Y1 =a1121 + - + aipTy z1 =bnyr + -+ bimYm

146



—

m n
Componenten van Z = §(f(%)) : z; = > bk <Z akjmj) —
k=1 j=1

n m
21:Z<Zblkak]> izl,...,r
k=1

Jj=1

Als (a;;) de matrixvoorstelling van fis en (bi;) die van g, dan is (c;5) = (i bikakj> de
k=1

matrixvoorstelling van /, met (cij) = (bij)(aij)-

- h  Oh hy
Stel: h:hlé’1+~--+h7«é}—>a—:bé’1+~--+a €y
6xj 83?]' 8wj
hi i i m | . .
Substitutie van ng = 251 -gii+-~-+ gygm %ZJ i=1,....,rANj=1,...,n geeft:
oh _ (dq1 g1 Oym \ - dg, 0 g, Oym \ -
Oh _ (991 oy O Oy . . . (D9 O Og Oym). .
Ox;j Oy1 Oz; OYm Ox; Oy1  Oz; Y Ox;
oh (9 dgr .\ O d 9gr _\ OYym
:(ma+uﬁ_ga>zn m+<£ha+m+ 9&>21
Ox; oy oY1 0 OYm, OYm 0z
Kettingregel:
oh 0§ on ., 04 o
ox;  Oy1 Ox; OYym Oxj
Uit Dz f = of — oh G+ + Ofm Gm volgt voor de 2-de afgeleide in de richting van €:
‘ ox; ox; o0x;
.0 0 f1 0f
D2 . f— — Gi+ 4+ —2 G,
ejeif O0x;0x;  Oxjox; ot 8563'8561'9

Analoge uitdrukkingen gelden voor hogere orde afgeleiden.

Uit Dy F = ﬁul + -+ ﬁun volgt voor de 2-de afgeleide in de richting van -
0x1 o0xy,
D%.f = Dyg(Dgf) = <8D~f) v+t <8D~f> Uy &
v v u axl u axn u n
- (O°F 0*f 0*f *f
D2 f— (2L " ot =Ly, | vp
v (83:% U Ozvlaxnu Vit 0z, 011 up et axg” v

Analoge uitdrukkingen gelden voor hogere orde afgeleiden.
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Tensoranalyse

Stel: Sy is een hyperruimte met punten P(z") en Q(z" +dz") | r =1,2,...,N — Pen Q
definieren een infinitesimale vector P() met componenten dz”
: s . .oz
Als in een ander codrdinatenstelsel de componenten dz” zijn, geldt: dT" = ﬁdx
x
Een stel grootheden T" verbonden met een punt P heten componenten van een contra-
variante vector als ze bij een coordinatenovergang transformeren volgens:

e

T =
oxs

Een contravariante vector is een contravariante tensor van de eerste orde.
Analoog vormen de grootheden 77 de componenten van een contravariante tensor van de
tweede orde als ze transformeren volgens:

—_ or" 0x°
T'rs — qmn 9T
ox™ OJxm™

Algemeen geldt voor de componenten van een contravariante tensor van de p-de orde:

T _ e O8O,
Ox oz
Een scalar is een tensor van de nulde orde:
T=T
Dit is een invariant, d.w.z. de waarde is onafhankelijk van het gebruikte codrdinatenstelsel.
Stel: ¢ is een invariante functie die aan elk punt (x!,...,2"V) van Sy een invariant ¢(z!, ..., zV)
0¢ ¢ 0x°

toekent — =

= . —
ox" Oz 0T
Een stel grootheden 7, verbonden met een punt P heten de componenten van een cova-
riante vector als ze bij een cotrdinatenovergang transformeren volgens:

Een covariante vector is een covariante tensor van de eerste orde.
Analoog vormen de grootheden T).s de componenten van een covariante tensor van de tweede
orde als ze transformeren volgens:

ox™ IJx"
" oET 0TS

Trs = Tm

Algemeen geldt voor de componenten van een covariante tensor van de g-de orde:

Ozt Oz

L gun e

Tuln-uq =T,

148



Een stel grootheden T" "7, .., verbonden met een punt P heten de componenten van
een gemengde tensor van de orde (p+q) als ze bij een codrdinatenovergang transformeren
volgens:

oz ox™ Ox™t oz

Ve gest Jgse OTU OTUa

1 Tp __ 818
T gy = TV

De Kronecker delta §"; wordt gedefinieerd als: 6" = { 1 voorr=s —
0 wvoorr#s

5 — or" Q™ _ dr" Oda™ Oz _gm gz"  Oa"
5 9zm gzt 9xm Oxzn Oz "oxm 0z

tensor.

0™, is dus een gemengde 2-de orde

=084y =14+ 1
0" =N

Een tensorvergelijking is een vergelijking waarvan het linkerlid een tensor is en het rechterlid
nul. Daar de transformatievergelijkingen voor een tensor lineair en homogeen zijn, blijft
een tensorvergelijking dezelfde onder een transformatie van een codrdinatenstelsel I naar een
codrdinatenstelsel II.

Tensoren van hetzelfde type kunnen worden opgeteld en afgetrokken door hun overeenkom-
stige componenten op te tellen resp. af te trekken:

rieeT — AT1T rieeT 1T
D™ pur--uq = A" pU1~~~uq + B™ pul~~-uq -Ccn pul~-~uq

Een 2-de orde tensor A, is symmetrisch in een paar indices als A, = Ay, en anti(scheef)
symmetrisch als A,; = —Ag,.

Een contra- of covariante tensor blijft (anti) symmetrisch onder een coérdinatentransformatie;
dit geldt niet voor gemengde tensors.

Elke 2-de orde symmetrische tensor A™ is te schrijven als:

ATS — %(Ars +Asr) + %(Ars o Asr)

Het uitwendig produkt van 2 tensoren wordt gedefinieerd als:

o prper—. —— e
ATV B — O R

De contractie van een gemengde tensor wordt gedefinieerd als het gelijkstellen van een
bovenindex aan een onderindex, hetgeen de orde van de tensor met een factor 2 vergaagt.
Het inwendig produkt van 2 tensoren wordt gedefinieerd als een contractie toegepast op
een uitwendig produkt; dit kan op meerdere manieren.

Zo geldt voor A,sB™, = ApsB™, = Csp of ApsB™), = Appy B™y, = Dy

Stel: A" is antisymmetrisch en B, is symmetrisch —

A By = —A"B,s = —A" By, = —A™B,s > 2A™B,; =0 — A™B,s =0

De toegevoegde metrische tensor ¢™” van g,,, wordt gedefinieerd als:

Gmrg™" = Grmg™™ = 0™,; g™ is dus een 2-de orde contravariante tensor.

mn

Dit is equivalent met ¢"" = met g = |gmn| en A™" de cofactor van |¢g""|
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Olnlg| _ dln[g] Ogmn _  mnO9mn

Er geldt: =
rEe ox" O9mn  Ox" 9 orr
, . . DA;
Stel: vectoren A; € P(z') A (A; + dA;) € Q(z' + da') — (A; +dA;) — A, = dA; = D dx’
Stel: i A;j — dA; = A; jda’; dit is i.h.a. geen tensor, daar A; ; geen tensor is.
Bij parallelverplaatsing in Ry van een covariante
vector wordt A; verplaatst naar punt () zonder dat de Ai Ai+dAi A.+0A.
1 l

grootte en richting van A; veranderen; de componen-

ten van deze verplaatste vector A;+0A;zijn in Ry niet

gelijk aan de componenten van A; (dit is wel het geval

in Ey). i i i

De verschilvector wordt nu gedefinieerd als: P(x) Q(I ~‘-a’x )
(A; +dA;) — (A; +0A;) = dA; — §A; = Aigjdxj, met A;.; de covariante afgeleide van A;.
Stel: in En zijn A; de componenten van een vectorveld t.o.v. willekeurige kromlijnige
codrdinaten z* en Bj de componenten t.o.v. orthonormale coérdinaten T

oy’ oz’
82yz’
Hieruit volgt voor de parallelle verplaatsing van A;: §A4; = — dkaj N 0Bj =0 —
Oxtoxk

82yi ozl )
U B i
0 (8:61(%’“ Oy’ ) de

Een affiniteit ofwel affiene verbinding ofwel samenhangfactor Fék tussen de punten van
de ruimte wordt nu gdefinieerd als:

Tt = Py’ 87‘73[
k= \ ozioxk  Oyi

De definitievergelijking voor parallelle verplaatsing in Ry wordt dan:

§A; =T, Ajda*

dAi — (SAZ = Ai;jd.f] = wdxj — Fl-jAkdw] = (69:9 — FijAk> dv? —
0A4;
—A. . k _ ? k

Hieruit volgt: Ffj =0=>A4;;=4;;

Een tensorvergelijking die in alle coordinatenstelsels geldt bevat uitsluitend covariante afge-
leiden, daar i.h.a. niet alle N3 componenten van Ffj nul zullen zijn.

— Zz —k — _ T o s t
Aij = ?ﬁ:ﬂ — FZ-A;C; substitutie van A; = (;:;Ar en A;.; = g; . g;ijAs?t geeft:
ox® Oxt ox" 0z% O0A, d%x" — Ox"

A, —-T A,

o7 o T gm ow oav | omow 4 ozk
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0A,

Substitutie van Ay = "+ Ar en vervolgens verwisselen van dummies geeft:

dxt
Y
Yozt ozt ozl ' 0FoT
oz ozt ox" oz
Vermenigvuldigen met % geeft, samen met a—xr . % = a—fk — 3 &, de transformatie-
x x T T

vergelijking voor een affiniteit:

O e oz _ 0%x"
or' gz v OT 0T

T oF  dx° Oxt

v g

fij transformeert dus niet als een tensor, waaruit volgt dat als alle componenten van Féj
nul zijn in het ene codrdinatenstelsel, deze niet nul hoeven te zijn in een ander stelsel (Het
verschil van twee affiniteiten is wel een tensor).

In het algemeen geldt dat Ffj =+ Ffi; echter, als I' symmetrisch is in ¢ en j in een codrdinatenstelsel,
dan is ze ook symmetrisch in elk ander stelsel.

Voor een scalar ¢ geldt onder een parallelle verplaatsing in elk cotrdinatenstelsel: d¢ = 0 —

a6 — 66 = dg = 22

EI dzt —

ApB* is een invariant — 6(A,B*) =0 < AdB* = —B*6 A, = —FfjAkBid:Bj —
Parallelle verplaatsing van een contravariante vector:

§B* = —T¥ Bidx)

Analoog aan het bovenstaande volgt dan voor de covariante afgeleide van B:

OBk

ko _ pk o, Tk opi
B;j—Bu+Fz‘sz—W+

I}B

AijBiCj is een invariant — (5(AijBiCj) =0& BiC’j(FAij + AijéBiCj + AijBiéC'j =0<
5Aij = FéinleEk — F%kAljdl‘k —
Covariante afgeleide van een gemengde tensor:

DA o
= _ FékAll + F%kAl]

Al =
i ozk

Algemeen geldt voor de covariante afgeleide van een willekeurige tensor A dat deze de al-
gebraische som is van de partiéle afgeleiden en een stel termen, één voor elke index; deze
bestaan uit I'A met steeds als boven(onder) index een contravariante(covariante) index in T’
en een dummie in A die tevens als onder(boven) index optreedt. De resterende index in I is
de afleidingsindex. De overige indices van A blijven behouden. De covariante termen krijgen
een minteken.
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Parallelverplaatsing van een vector A; langs een gesloten pad
van 3 cirkelbogen geeft aan het eind i.h.a. een /(A;, A}) # 0.
Daar A; steeds op elke cirkelboog dezelfde hoek maakt met de
raaklijn aan de cirkelboog, is dA; —6A; =0 — A;;; =0 Alsde 3
cirkelbogen infinitesimaal zijn, dan geldt voor de totale variatie
AA; van A; over het hele pad:

AA; = §0A; = T A, da! —

Voor de waarde van A; binnen het pad geldt:

0A;
0 ox!

n
il

Volgens het Theorema van Stokes geldt: % Aydat = / /

Hierin is dS* een antisymmetrische tensor met componenten die de projecties zijn van het
oppervlakte-element op de coordinaatvlakken —

0A 0A
ki 1 k ik ki 1 k zk‘
//axk 45 // gzt 007t // 457 = //(81” axk)ds

Bij integratie over een infinitesimaal gebied kan de term tussen de rechte haken als constant
genomen worden —

AA;, = % (8 7 (T Ai) — Txm( ,dAi)> ASI s
or dA;  OTY . OA; "
AAk:;< St Ai+ Tt — 5t Ai = k’axm>ASl &

Fz Fl .
AA, =1 (aak;m g MLA; + T8, THA, F}dl“?mAn> ASIm

7 n T TN _ 1 7 AR pt) n 7
b DA — T T0 Ap = T Ty Ay — T, A = TR T A — TR A —

AA, =1 (Qr};m _

S 09 A S ;;,) A; A8

De Riemann-Christoffel-krommingstensor R’j;,,, wordt nu gedefinieerd als:

M T

R =
M O E)xm

FZ ZF FZ ’fL

De verandering A Ay van A in een punt bij een parallelverplaatsing over een infinitesimaal
gesloten pad is dus evenredig met A;, het oppervliak AS"™ en de intrinsieke kromming R’y

AAy = LRy, ASM™ A,

A(AkBk) = AkABk + BkAAk = %AkRiklmASlmBz‘ + BkAAk =
A(AkBk) = %AinRiklmASlm + BkAAk = Bk(%AiRkilmASlm + AAk) =0—-

AAR = _L1Rky  AgIm Al
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DA dAy, OAi

Ai;k Oz ak FZ]CA — Az ;kl = Ozl - ;,’nlAr;k - FZlAi;T A Ai;lk = W - F;kAr;l - F;kAi;r —
0A;n A
Ai;kl - Ai;lk = a;é - 8:;’“7 f:“lAr;k: - FZlAAT;l + F;‘k;Ar;l + F{k;A’i;T

Stel: Iy = Iy —

Ajgr — Ajar = 9 {%} 0 {FZkA]}_ 0 {8Ai} 0 {szA }— Ark+ i Ay &

ozl \ozF | B2t oxk | ox! 83:’“
8ka ; 0A; OI‘fl 8Aj » OA, j 0A,
At — Ajie = alA_F’kal Dk A+ ’lﬁk_ ik T Lol A4, +sz81
P- Pj Aj =
81” or’
A — Asii = o llkA + Dok ZlA + I, FikA zk;F Aj —
Aigt — A = RV i A
Analoog geldt:
A?kzl - A?lk = R/ g A™
Ai;lk — Ai;kl = RjilkAj — Ai;kl — Ai;lk = _RglkAj — R is antisymmetrisch in k en [:

|Riikl = —Riy |

) ) ] -k
p 0t o 1ai'k{ax{k+jax'}©

Stel: z' =7" + %a;kfjf —

ozl oz o o

ot i 1k sk i i i =k
8fj:6j+§ajk(x +7707;) =0 —i—2ajk($ +:U)—5j+ajk:n —

02t p ; oxt
SoiggE — ki voor een punt P(z" = 0) geldt: e 8"
ozt oz Oxt ; ; oz’ oz ;
= = = 6 =6 — — =10
ozl dzk — ok " F 7oz " gk O F
Substitutie in de transformatievergelijking voor fl-v geeft: fl., = 64,.0%6¢ -I‘Tt—l—élrafj = I‘éj—i—aéj
Stel: Fl = Fél, de coéfficiénten a . kunnen dan zo gekozen worden dat a I‘éj —

=l
ij — 0

Als I symmetrisch is, dan bestaat er dus een codrdinatenstelsel zo, dat alle componenten van
I" in een bepaald punt nul worden.Dergelijke codrdinaten heten geodetisch; wegens flz-j =0
zijn de covariante en partiéle afgeleiden dan gelijk (A; = [04;/0z*] — l“gkAj).
FEen tensorvergelijking geldig in een geodetisch stelsel is dus ook geldig in een willekeurig
ander stelsel.
o, B ory,

oxt dx™

Voor de Riemann-Christoffel-krommingstensor geldt nu: Rix,, =
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8 i .
oxtox™  Oxtox™
RS P 821_‘75"771 . aQFit

T ggnoxt Qzndx™
Optelling van de 3 uitdrukkingen geeft de Bianchi-identiteiten:

0213, o0°Ts,
Oxmoz™  Jx™Oxt

s _ S —
R rmn;t — R rnt;m —

’ Rsrmn;t + Rsrnt;m + Rsrtm;n =0

Stel: jij (A7) = (9i5A7) g = 9i (AT 1) + giji A — gij Al =0 &

09ij _ 99k _ 1o

Hieruit volgt: gij;x = Dk kGir — Ujpgir = 0 = Gjkyi = g Lgidrk ~ [rigjr =0 —
OGri
Ikizj = 335; —T%jgri = 50k = 0 —

9gjk , Ogki  Ogij Ogjk | Ogri  0gij
9ikyitGkij—Gigsk = 85;' + ale— a;g L9k =Tk = 0 g T}y = 5 ( a;i ale - 8;;)

Het Christoffelsymbool van de 1le soort [ij, k| wordt gedefinieerd als:

L 99jk | Ogri  Ogij
=T, = ro—1 J _ 27
[2.77 k] - Fzyk - gkrrw 5 ( B + O 890"?)

. dg;i  0g; 09k
hj i = 4 (ax]k T L a:ff) .

y .. Ogri
(i, k] + [kj, 1] = 575

Het Christoffelsymbool van de 2e soort {S} wordt gedefinieerd als:

]

S ..
{ij} = g°Fij, k] = ¢°*"Tij, = L7

(97 gri)0 = 6'ka =0 A (97 grs)0 = 9" 1915 + 9" (gri0) = 97 49k = 97 4985 = 0 —

97,=0

)

Uit gpstrmn = Rgrmn en _gpstrmn = gpstrnm = Rgpnm volgt:

Rsrmn = - Rsrnm

Tevens geldt:

Rsrmn + Rsmnr + Rsnrm =0
Rsrmn + Rsmnr + Rsnrm =0
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R = R = aan - aFgm + 17 1° — T 17 &
srmn — Yqsit rmn = Ygs Oz Yqs O Gqst pmdrn = Gast pnt rm

R g O Jal_ . 9 Jal, pl)al _ p )y
srmn = Jgs ox™ | rn Jas ox™ | rm Jas rn| | pm Yas rm | | pn
9 Jal|_ 0 al| Jal9gs 0 ) a | 99qs
Yas ox™ {rn} -~ Qxm [gqs {rnH {rn} dx™  Jxm [rm, ] rn | 0x™ -

B 0 i p p agqs q 8gqs q
Rermn = S [rn, s] e [rm, s] + {rn}[pm’ 5] {Tm}[Pn, 5] 9™ ) rn + 92" | rm

0
Substitutie van de definitievergelijking van [rn, s] en [rm, s] en Lq; = [sn, q] + [gn, s| geeft:

ox

0 an 857’ a'rn 0 ams 0 T 87‘m
Rsrmn: [%( gs+ J - J ):l |:%< J + Js - I )]—I—{p}[pm,s]—

ox™ ox" ox™ ozs )| Oxn ox” ox™ oxs ™

{Tfn}bm, s] - {fn}usm, al + lam, s]) + {rfn}asm + [an. s])

Stel: ¢ =p —

d%g d%g d%g d%g p p
_ l sn rm o ™M o sm o
Haormn = 2 ((%maxr + ox"0xs  Ox™mOxs  Ox"Ox" + rm [sm. 7] rn [sm. p] =

0%g ?g 0?g 0%g
. l sn m _ rn _ sm _
Rormn = 2 <8xm6xT 0zn0xs  ormdrs | drrdxr | gpatlrm. allsn,p] = [sm. plirn. ]}

Verwisseling van s en r geeft:

’ Rsrmn = _Rrsmn ‘

Tevens geldt:

’ Rsrmn;t + Rsrnt;m + Rsrtm;n =0 ‘

In Ry is het aantal componenten van R 4* = 256; t.g.v. symmetrie in R is dit terug te brengen
tot %N 2(N? — 1) onafhankelijke componenten. Het aantal onafhankelijke componenten in

Ryis dus & - 16 - 15 = 20.

{ n } 1 mn <5gnm agmr agrn

- ); verwisseling van n en m in de laatste term geeft:

|~ 27 oz” oz Oz
g 0 0
L nmZonm _ 1 1/2 _ |, —1/2 1/2
29" o = pr 219l 91" 5= al

n __ m _8Tn n m_aTn L 8 m
V-T _T5"_axn+{mn}T _8m”+<\/§ axm\@)T —

1 0
ln.n - . ln
7 Vg oz" (VoT™)
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0o . . . .
Vo = 5, 1s een covariante le orde tensor; de geaassocieerde contravariante le orde tensor
9¢

is dan: A7 = g9 — — V2p=V- (Qflraqé) N
ox ox

_1 9
_\/g Ox4

De Riccitensor R,,, wordt gedefinieerd als de contractie van de le en 4e index van R*,py:

v (Vo 52

’ Rim = R n = gnsRsrmn ‘

er = gnsRsrmn = gnsRmnsr = annr = Rmr —

Contracties op de le en 3e of 2e en 4e index geven hetzelfde resultaat met een minteken.
Uit R™, = g™ Rs en R,/ = g™ Ry volgt nu d.m.v. contractie een invariant, de zgn.
krommingsscalar R:

|R=R', =R,

le'm = (gmiRil);l = gmiRil;m = QMileij;m = gmigijklij;m ~

)

le'm = _gmigjk(leji;k - Rmk’ji;l) = _gjk(Rilji;k - Rik:ji;l) = _gjk(le;k - Rkj;l) =

)

R™p.py = —gijﬂ;k + gijkj;l = —Rkl;k + Rjj;l & Ry = %Rjj;l — divergentie van R:
OR
_ 1 _ 1
Rm=gRa =557

De Einsteintensor G’ ; wordt gedefinieerd als:

G'j=Rj - 30'R

; ; . OR ; OR

G 1
V-Gl = Ry - Edlj ozt = Ry - % Oxd
De covariante divergentie van G'; (en G en Gj;) is dus nul.

¢*Gl, = "Ry — 397%6" R —

= R'ji — Ry =0

G = Rij — LgiiR

Analoog voor gikaj:

Gij = Rij — 59ii R

Gii = Rii — %(yzR —

G=R-1INR
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Een vectorruimte V is een abstracte ruimte met elementen u, v, w, ... (vectoren) waarvoor
2 lineaire operaties zijn gedefinieerd m.b.t. de optelling en scalaire vermenigvuldiging;:

u,veV = ut+veV
utv=v+u

(u+v)+w=u+ (v+w)
HVeV:iu+0=u
VueV:3—ueV | |u+(—u)=0
ueV = a-u=auecV |aclR
alu+v)=au+av|ac€lR
(a+bu=au+bu|abeclR
(ab)u = a(bu)

l-u=u

De eerste 5 axioma’s definieren een vectorruimte als een Abelse commutatieve groep m.b.t. de
optelling. In de algemene definiéring van een groep G wordt de binaire operator gedefinieerd
als een vermenigvuldiging die niet-commutatief hoeft te zijn:

uv €G = weG

(uv)w = u(vw)
JeeG:eu=ue=u
VueG:ulteG|luwwtl=utu=e

Een basis voor een vectorruimte V' wordt gedefinieerd als een maximale lineaire onafthan-
kelijke verz. van vecoren by, b, b3, .. .; als de verz. een eindig aantal van n elementen bezit,
dan is V ei ndig-dimensionaal met dimensie n, anderss oneindig-dimensionaal.

De standaardbasis voor R"™, de vectorruimte van n-koppels, is van de vorm:

e1 =(1,0,0,...,0) A e2=(0,1,0,...,0)...A...en=(0,0,0,...,1)

Twee mathematische systemen zijn isomorfisch als ze qua structuur identiek zijn.

Een isomorfisme is een bijectieve (1-1) lineaire afbeelding ¢ van de ene vectorruimte naar
de andere waarvoor geldt:

p(u+v) =p(u) + p(v)
plau) = ap(u)

Een isomorfisme voor een groep is een bijectie ¥ waarvoor geldt:

[ (uv) = Y(w)p(v)]

Een homomorfisme is een isomorfisme die niet noodzakelijk bijectief is.

Als U en V' 2 vectorruimten zijn, dan wordt de verz. van geordende paren (u,v) ofwel het
Cartesisch produkt U x V in een vectorruimte omgezet door het definiéren van een optelling
en een scalaire vermenigvuldiging:

(p,q) +(r,s)=(p+r,q+s)
a(p,q) = (ap, aq)

Een dergelijke produktruimte wordt geschreven als U @ V; U —V = U @V — U?
Het produkt van k vectorruimten V3, Va,..., Vg isdan V1 @ Vo ® --- ® Vj,
Vi=Vo=..=V4=V=>V®  --9V=VF
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Een lineaire functionaal ofwel 1-vorm is een afbeelding van een vectorruimte V naar de
reéle getallen R zo, dat geldt p(u + v) = p(u) + ¢(v) en p(au) = ap(u).

De algebraische duaal van een vectorruimte V' is de verz. V* van alle lineaire functionalen
die een vectorruimte vormt onder gwone optelling en scalaire vermenigvuldiging:

(f +9)(v) = f(v) + g(v)
(Af)(v) = Af(v)

Elke lineaire functionaal op R is te schrijven als een lineaire functie van de cotrdinaten:
v=ole; +viey +... +n", — f(v) =vif(e1) +v2f(e2) +... +v"f(en)
Substitutie van a; = f(e;) geeft:

f(v) = a1vt + agv?® + - + av”

Elke lineaire functionaal op R™ is dus geheel bepaald door het n-koppel (a1, ag, ..., ay), zodat
verschillende functionalen overeenkomen met verschillende n-koppels. Lineaire functionalen
kunnen daarom in differentiaalvorm als een 1-vorm geschreven worden:

w = aydxt + asdz?® + - - - + a,dz™ ‘

Voor een vectorruimte die niet overeenkomt met R" geldt voor de afbeelding van
v = vlby + v?by + --- + Vb, = v/bj, met by, by,..., b, een willekeurige basis, onder de
1-vorm w = a;dx":

w(v) = w(v/b;) = (a;dz?)(v7b;) = a;v°

De uitdrukking a;v* is bilineair in de 2 vectorvariabelen v en w.

Een basis by, bs, ..., b, voor V legt tevens een basis vast voor de duale ruimte V*, daar elke
v =17bj € V een lineaire functionaal definieert: p(v) = vl'dz! + v?dx? + coeFotda”
De n lineaire functionalen (vectoren in V*) gedefinieerd door ¢(b;) = B' | i = 1,2,...,n

vormen dan een basis voor V*. De basis {,8’} in V* heet de duaal van de basis {b;} in V,
met 3'(v) = (¢(b;))(v7b;) = (dz*)(v/bj) = v".

De standaardbasis {e;, ea,...,e,} voor R" genereert zo de standaardbasis voor (R")*:

Ble)=dz' |i=1,2,...,n

Als {b;} en {b;} 2 verschillende basissen voor V zijn en {3'} resp. {BZ} de overeenkomstige
basissen voor V*, dan geldt:

bi=Alb; = B =AF | (A)= (4!

Als f(vh,v?, ..., v™) een afbeelding is van m vectorvariabelen naar R zo, dat de afbeelding
die verkregen wordt als op 1 na alle variabelen constant zijn een lineaire functionaal is, dan
is f multilineair in alle m variabelen.

Een (‘Z)—tensor wordt nu gedefinieerd als elke multilineaire functionaal T die p 1-vormen en
q vectoren afbeeldt naar R:

T(w!, ... ,wPol,. . v)): (VVPRVI— R
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Een (é)—tensor geeft reéle getallen T'(w) voor alle 1-vormen w als argument. Een dergelijke
tensor komt overeen met een contravariante tensor.

Een (?)-tensor geeft reéle getallen T'(v) voor alle vectoren v als argument. Een dergelijke-
tensor komt overeen met een covariante tensor.

Een G)—tensor geeft reéle getallen U(w;v) voor alle geordende paren in V*®V als argument.
Een (g)—tensor wordt gedefinieerd als een inwendig produkt in kwadratische vorm:

G(u,v) =u'Ev

Hirin is E een (n,n)-matrix en zijn v en v n-dimensionale vectoren.

Een (g)—tensor G(u,v) is symmetrisch als voor elke u en v geldt:

’ G(u,v) = G(v,u) ‘

Een (9)-tensor G(u,v) is niet-singulier als voor elke u en v geldt:

’G(U,U)=0=>’U:O‘

Een (9)-tensor G(u,v) is positief-definiet als voor elke u # 0 geldt:
G(u,u) >0

Een metrische tensor is een (g)—tensor die symmetrisch en tevens niet-singulier is.

Als C = Cj een (n,n)-matrix is en a; en v/ zijn de componenten van w resp. v m.b.t. de

standaardbasis in R" en zijn duale basis, dan wordt een (D—tensor over R" gedefinieerd door
het matrixprodukt:

T(w;v) = wCv = aiC}vj

Als by,...,b, een basis van V is en B%,..., 8" zijn duale basis in V*, dan geldt voor de
componenten van een ((1))— resp. ((1))— resp. (})—tensor:

)T =T(5)
& = (8 0)

Onder een translatie van de basis in V' en V* geldt voor de componenten van een ((1)) resp.
((1))— resp. (})—tensor:

T(B)=T(A,8")=AT(B)=T"4,
T(bi) = T(Ajb,) = A[T(b,) = T, A} '
:<F£»=T<mfm o) = ALAST(B7;b,) = TI AL AS

o )
I

<

Analoge vergelijkingen gelden voor hogere orde tensors.

De omgeving U, van een punt p wordt gedefinieerd als de verz. punten in R" die binnen
een bepaalde afstand van p liggen.
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Een verz. is open als ieder punt van de verz. een omgeving heeft die geheelit punten bestaat
die tot de verz. behoren.
FEen open omgeving is een omgeving die tevens een open verz. is.

Een manifold of veeloppervlak is een verz. met de eigenschap dat elk punt kan dienen
als de oorsprong van lokale codrdinaten die geldig zijn in een open omgeving van dat punt,
waarbij de omgeving een exacte afbeelding is van een open omgeving van een punt in in R".
Voor een manifold M in R™ geldt dan dat M elke verz. in R™ is met de eigenschap dat voor
elk punt p € M er een open omgeving U,, € M bestaat en een afbeelding ¢, die U, afbeeldt
op een omgeving in R". Hierbij is ¢}, een homeomorfische afbeelding, d.w.z. ¢, en ¢ 1
zijn continu en ¢, is bijectief.

Een kaart of lokale codrdinatie wordt gedefinieerd als het paar (U, y,) voor elk punt
pe M.

Een atlas voor M wordt gedefinieerd als elke verz. van kaarten met de eigenschap dat de
omgevingen U, samen M bedekken.

Als de omgevingen van (U, ¢p) en (U, ¢q) elkaar in M overlappen, dan genereert het gebied
U,NU,; =W een afbeelding ¢ tussen de beelden van W onder ¢, en ¢4 : ¢ = 40 gp}jl

Als ¢ en ¢! van de klasse C* zijn, d.w.z. in elk punt continue partiéle afgeleiden van de

k-de orde bezitten, dan is W eveneens van de klasse C*.

Een differentieerbaar manifold wordt gedefinieerd als een manifold dat een atlas bezit
zo, dat alle overlappende gebieden W van de klasse C' zijn.

Een C'*°-manifold is een manifold met een atlas waarvan de ovrlappende gebieden van de
klasse C'*° zijn.

Voor 1 < j < m wordt de afbeelding ¢, 1 die M koppelt aan de codrdinaten 2° geschreven

als: oM (xh 22, 2" = r(at, 2?, L a") = (Y (ah, 2P, 2™)
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Een vectorveld V' op een manifold M is een raakvector aan M die continu en differentieerbaar
van punt tot punt varieert.

Als ¢ = r(x'(t),2%(t),...,2"(t)) = (v (2}, 22,...,2")) | 1 < j < m een kromme op M is,
dec dr  Or dx’

dt — dt ~ oxt dt

dan geldt:

V wordt nu gedefinieerd als het raakveld van ¢: V = Vip, = Viof?ri, met de vectoren 7;
rakend aan M. .

Voor elk differenticerbaar manifold M met kaart U, in elk punt p wordt de raakruimte
T + p(M) in p gevormd door de opspanning van de vectoren 71, 73,...,7,. De vereniging
van alle raakruimten voor alle punten behorende tot M heet de raakbundel T'(M) van M.
Een vectorveld V' op een manifold M wordt nu gedefinieerd als elke C'°°-functie die M
afbeeldt op zijn raakbundel T'(M ), ofwel voor elk punt p € M is het beeld V(p) = V, een

vector die behoort tot de raakruimte 7,,(M) in p. Voor scalaire functies V? geldt dan:

ayi
ozt

V=Vir=V-L1=V|j=12..m

Elk vectorveld op een manifold M bezit een stelsel stroomkrommen ofwel integraalk-
rommen op M, dit zijn krommen waarvoor de raakvector in elk punt samenvalt met het
vectorveld in dat punt.

Als voor elk punt p € M T;(M) de duaal is van de vectorruimte T,(M), dan heet de
vereniging 7%(M) van alle dualen de duale raakbundel van M.

De differentiaal van een functie f : R® — R wordt gedefinieerd als een 2-vectorfunctie
df : R" — R die elk paar (z,v), met 2 een punt behorende tot R” en v = (dz',dz?, ..., dz")
een richting in R™, naar een reéel getal afbeeldt:

_Of ;1 Of o on_ 4o
df (x,v) = 5l dz” +--- + axndac = fidx
Als f(zt 2%, ... 2") = flyt(z!, ... 2"), 3 (2, . 2", .y (2, ..., 2™)) een willekeurige

reéle-waarde functie C* op M is, dan wordt een differentiaalveld df op M, zijnde een
1-vorm, gedefinieerd als:

9 . Of oy
& = glftredst = 55 20

dz' = (Vf-r;)da’
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Hieruit volgt dat df dus op te vatten is als een afbeelding van M — T*(M), d.w.z. df in
een puntt p € M is de 1-vorm (V f(p) - ri(p))dz" in Ty (M).

Een (Z)-tensorveld op een manifold M wordt nu gedefinieerd als een afbeelding

T :[T*(M)]"®[T(M)]* — C¥(R™) die r differentiaalvelden en s vectorvelden op M afbeeldt
naar reéle-waarde C*-functies f op R™, waarbij voor T, geldt:

Tp(wh . o W™ Vi, V) = T(w;,...,w;;vlp,...,\/;p) = f(p).
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Planimetrie

Door elk tweetal punten A en B in het platte vlak wordt een oneindig lange rechte lijn ofwel
rechte [ bepaald. Het stuk tussen A en B inclusief deze punten is een lijnstuk. Een halve
rechte is een lijn met aan de ene kant een eindpunt en die aan de andere kant onbegrensd
is. Twee niet-samenvallende rechte lijnen snijden elkaar als ze 1 punt gemeen hebben.

Een hoek wordt gedefinieerd als 2 halve rechten, de benen, die een gemeenschappelijk eind-
punt hebben, het hoekpunt. Een gestrekte hoek is een hoek waarvan de benen in elkaars
verlengde liggen. Een rechte hoek is een hoek die de helft is van een gestrekte hoek. Een
scherpe hoek resp. stompe hoek is een hoek die kleiner resp. groter is dan een rechte
hoek.

Een graad 1° wordt gedefinieerd als het 1/180-deel van een gestrekte hoek.

Er geldt: 1° = 60" en 1/ = 60”

Twee hoeken zijn elkaars supplement als ze samen 180° zijn en elkaars complement als ze
samen 90° zijn.

Nevenhoeken worden gedefinieerd als hoeken die 1 been gemeen hebben en waarvan de
beide andere benen in elkaars verlengde liggen. Ze zijn dus elkaars supplement.
Overstaande hoeken worden gedefinieerd als hoeken waarvan de benen van de ene hoek
in het verlengde liggen van de benen van de andere hoek. Ze zijn dus even groot.

Een driehoek wordt gedefinieerd als 3 niet op 1 lijn liggende punten, de hoekpunten, die
onderling met elkaar door lijnstukken, de zijden, zijn verbonden.

C ¢
Als in AABC door C een lijn getrokken wordt B’ AN A
parallel aan AB, dan volgt uit de figuur dat r
a+ [+ =180° —
14

Een gelijkbenige driehoek is een drichoek met 2 gelijke scherpe basishoeken. De 2 op-
staande zijden zijn dan ook gelijk.

Een gelijkzijdige driehoek is een driehoek waarvan alle 3 hoeken 60° zijn. De 3 zijden zijn
dan ook gelijk.

Een rechthoekige driehoek is een driehoek waarvan 1 hoek 90° is. De 2 andere hoeken

zijn dan elkaars complement. C
In AABC is de loodlijn uit C op AB de hoogtelijn

van AABC, het lijnstuk dat /C middendoor deelt

een bissectrice van AABC en het lijnstuk dat C'

verbindt met het midden van AB een zwaartelijn

van NAABC'. De nevenhoek /By van /Bj is een

buitenhoek van AABC. "
Stel: /By = — /By = 180° — 3 A -
[A+/B1+/C=180°—= A+ /C=180°—-3 — /By=/A+ /C —

De som van de hoeken van een driechoek is 180°. A

3
o3

Een buitenhoek van een driehoek is gelijk aan de som van de 2 niet aanliggende binnenhoeken.

Twee driehoeken zijn congruent als ze:

1. 2 zijden en de ingesloten hoek gelijk hebben (ZHZ).

. 1 zijde en de beide aanliggende hoeken gelijk hebben (HZH).

. 1 zijde, een aanliggende en de overstaande hoek gelijk hebben (ZHH).
. de 3 zijden gelijk hebben (ZZZ).

=W N
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Twee rechthoekige driehoeken zijn congruent als ze een rechthoekszijde en de hypothenusa
gelijk hebben (ZZR).

Als 2 rechten [ en m door een 3-de rechte s gesneden wor- ! e
den in de punten A en B, dan zijn /A1, LAy, /By en /Bg
binnenhoeken, /Ay, /A3, /B; en /B4 buitenhoeken, > /i 21\

/A1 en /B3, /A4 en /By verwisselende binnenhoeken 3 ey
en /Ay en /By, /A3 en /By verwisselende buitenhoe- A‘r B
kenen /Aj en /By, LAy en /By, /A3 en /B3, /Ay en /By

overeenkomstige hoeken.
Als I en m evenwijdige rechten zijn, dan zijn de overeenkomstige hoeken gelijk, alsmede
de verwisselende binnenhoeken —

Parallellenpostulaat: Door een punt buiten een rechte lijn [ kan juist 1 rechte lijn gaan
die evenwijdig is met .

C
In de rechthoekige AABC geldt: = 90° — v
AD is een lijn zo, dat geldt: /DAB = — D
/ADB =180°-28 — L/ADB =20
T 1 : Z AD = °— =
evens geldt: /C 90° - B =v— A o B

AD=CD —

In een rechthoekige driehoek is de zwaartelijn op de hypothenusa gelijk aan de helft hiervan.

Een vierhoek wordt gedefinieerd als 4 niet op 1 lijn liggende punten die met elkaar verbonden
zijn door lijnstukken.

7 B
In vierhoek ABCD verdeelt AC de vierhoek in 2 driehoeken.
In AABC geldt: aj + 71 + 3 = 180° } N A <X C
In AADC geldt: ag + v2 + 6 = 180° 5
D

a+pB+7+08=2360°=2-180°

Algemeen geldt voor de som > n van de hoeken van een n-hoek:

(X0 =(n-2)180°

Een parallellogram is een vierhoek waarvan de overstaande zijden evenwijdig zijn.

In parallellogram ABCD verdeelt AC' het parallellogram

in 2 congruente driechoeken: AABC = ACDA — D ¢
/ABC = /CDA
Analoog voor de diagonaal BD: NABD = ACDB — 5
/BAD = /DCB
A B

In een parallellogram zijn de overstaande hoeken alsmede de overstaande zijden gelijk.
Daar AASD = ACSB, volgt hieruit:

In een parallellogram delen de diagonalen elkaar middendoor.

Een rechthoek is een paralellogram waarvan de hoeken recht zijn.

Hieruit volgt dat in een rechthoek de diagonalen gelijk zijn.

Een ruit is een parallellogram waarvan 2 opeenvolgende zijden gelijk zijn.
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In ruit ABCD geldt dat AASB = AASD —

[S1 =15
/51 + /Sy =180° — /S1 =90° — AV 1L BD —
In een ruit staan de diagonalen loodrecht op elkaar. A

Daar tevens geldt: /Ay = LAy, /By = /By, /C1 = /Cy en /D1 = /D5 volgt hieruit:
In een ruit delen de diagonalen de hoeken middendoor.

Een vierkant is een rechthoek die tevens ruit is.
Een trapezium is een vierhoek waarvan 2 zijden evenwijsig zijn.
Een gelijkbenig trapezium is een trapezium waarvan de niet-evenwijdige zijden gelijk zijn.

In het gelijkbenig trapezium ABCD is EC || AD; daar v
AFECD een parallellogram is, geldt: AD = EC' = BC —

(B =/B=/A—

In een gelijkbenig trapezium zijn de basishoeken gelijk. !

In ABCD is AABD = ABAC — AC = BD — A E B
In een gelijkbenig trapezium zijn de diagonalen gelijk.

In AABC zijn I, m en n de middelloodlijn van resp. BC,C' A
en AB.

Stol: Sel—SB=SC

T sem—>SC=5A

SA=SB—-Sen—

De 3 middelloodlijnen van een driehoek gaan door 1 punt.

In AABC zijn I,m en n de bissectrice van resp. /A, /Ben A
/C.

Stel:

Sel—d(S,AB)=d(S,AC)
s€m — d(S,AB) = d(S, BC)
d(S,AC)=d(S,BC) —» S en—

De 3 bissectrices van een driehoek gaan door 1 punt.

In AABC zijn I, m en n de hoogtelijn van resp. /A, /B en
LC.

Als EF | BC,FD || CAen DE | AB, dan vormen ABCD
en ABCFE een parallellogram AB=CD en AB=CFE —
CD=CFE

Tevens geldt: n L AB en AB || DE —-n L DE —

n is de middelloodlijn van DE.

Analoog zijn [ en m de middelloodlijn van EF resp. F'D.
Daar de 3 middelloodlijnen van ADFEF door 1 punt gaan, volgt hieruit:

De 3 hoogtelijnen van een driehoek gaan door 1 punt, het hoogtennnt,

Als in AADE geldt dat BC || DE, dan zijn de zijden van /\
AADEFE alle een even groot aantal keren zo lang als die van B/ c
ANABC, ofwel de zijden van AADFE zijn evenredig met die / \
van NABC, ofwel: D

|AB: AD = AC : AE = BC : DE|

=3
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Tevens geldt: A
|AB: BD = AC : CE|

In ANADE is AB=BD en AC=CEFE. — B G
AB:BD =AC:CE=1:1— BC | DE
AABC = ACPE — BC = DP = PE — BC = {DE —

byl

P &
De lijn die de middens van 2 zijden van een driehoek verbindt, de zgn. middenparallel, is

evenwijdig met de 3-de zijde en gelijk aan de helft daarvan.

Als een punt P t.0.v. O wordt vermenigvuldigt met een getal k, dan geldt voor de afstand
van het beeldpunt P’ tot O:

OP' =Fk-OP

Hierbij ligt P’ rechts van O voor k > 0 en links van O voor k < 0.

Als een n-hoek met een factor k vermenigvuldigd wordt, dan geldt voor de produktfiguur:
1. De zijden zijn evenwijdig aan die van de oorspronkelijke figuur.

2. De zijden zijn k maal zo lang als die van de oorspronkelijke figuur.

3. De hoeken zijn even groot als die van de oorspronkelijke figuur.

Twee figuren zijn gelijkvormig als er een vermenigvuldiging bestaat zo, dat de produktfi-
guur congruent is met de andere figuur.

Twee driehoeken zijn gelijkvormig als ze:

1. 2 hoeken gelijk hebben (HHH).

2. 1 hoek gelijk hebben en de omliggende zijden van de ene driehoek evenredig zijn met die
van de andere driehoek (ZHZ).

3. de zijden van de ene driehoek evenredig zijn met die van de andere driehoek (ZZZ).

Twee rechthoekige driehoeken zijn gelijkvormig als een rechthoekszijde en de hypothenusa
van de ene driehoek evenredig zijn met die van de andere driehoek.

In trapezium ABCD verdelen de diagonalen AC en BD 2 C
het trapezium o.a. in AABS en ACDS. f

ZSl = ZSQ en ZAl = ZCl — ANABS ~ ACDS —

In een trapezium verdelen de diagonalen elkaar in stukken

die zich verhouden als de evenwijzige zijden: B
|AS:CS=AB:CD|
D a.
In trapezium ABCD is EF || AB|| DC en DE: EA=p:q. P/ ; \
DH|CB—-HB=GF=DC=aen AH=AB—-HB=b—a B G
In ANAHD geldt: EG: AH = DE : DA &
EG:(b—a):p:(p—Fq)—)EG:M 7
. P+q
pr=pcyor=""9% ¢
P+q
BF— aq + bp
P+q
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In AABC staat AD | BC en BE 1 AC.
ANADC ~ ABEC — AD : BE = AC : BC —
De hoogtelijnen van een driehoek zijn omgekeerd evenredig

met de zijden waarop ze staan:

ACDA~NANCEB —-CD:CE=CA:CB
LC=/.C— ACDE ~ ACAB, ofwel:

Van een scherplijnige drichoek ABC snijden de verbindingsrechten van de voetpunten van
de hoogtelijnen driehoeken af die gelijkvormig zijn met AABC.

De voetpuntsdriehoek van AABC wordt gedefinieerd als de driehoek die als hoekpunten
de voetpunten van de hoogtelijnen van AABC heeft.

In AABC is CD = DB en CE = FA.
CE:FA=CD:DB=1:1— DFE | AB —

(A1 =/Diyen /71 =/[7y — NABZ ~ A ANDEZ —
AZ :ZD =AB:DFE
AB:DE=AC:EC=2:1—

AZ :ZD =2:1, ofwel:

De zwaartelijnen van een driehoek verdelen elkaar in stukken die zich verhouden als 2 : 1.

De 3-de zwaartelijn C'F verdeelt AD ook in 2 stukken die zich verhouden als 2 : 1. Daar AD
door BE ook wordt verdeeld in 2 stukken die zich verhouden als 2 : 1, moeten BE en C'F
dus AD in hetzelfde punt Z snijden —

De zwaartelijnen van een driehoek ABC gaan door 1 punt, he
In AABC'is /Cy = L0y, AA" 1. CD en BB’ 1. CD —

NAA'D ~ ABB'D — AD : BD = AA’ : BB’ . ,

AAA'C ~ ABB'C — AC : BC = AA': BB' P Bp~__\
De bissectrice uit Z/C van AABC verdeelt de overstaande ST \\\:,/ :D' 3
zijde AB in 2 stukken AD en BD, waarvoor geldt: A

|AD: BD = AC : BC|

Analoog geldt voor de buitenbissectrice uit /C:
Als de buitenbissectrice uit ZC van AABC het verlengde van AB in D snijdt, dan geldt:

|AD: BD = AC : BC|

De projectie van een punt P op een rechte [ wordt gedefinieerd als het voetpunt P’ van
de loodlijn uit P op I.

De projectie van een lijnstuk AB op een rechte [ wordt gedefinieerd als het lijnstuk A’ B’
dat de prjecties van A en B op [ als uiteinden heeft.
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AN
\\\
In AABCis ¢ = p+q,CD L AB en ABCD ~ ABAC — ¢
BD : BC = BC : BA N\
Tevens geldt: AADC ~ NACB — AD : AC = AC : AB — )‘\E
o) y
a’® = pc \i
b? = qc G B

Uit a? 4 b% = (p + q)c volgt de Stelling van Pythagoras:

ANACD ~ ACBD - AD :CD=CD :BD —

h* = pq

In NAABC is CD=h. 1 ABen AD =p. —
a® = hi +(c—p)? = hi+c® —2cp+ p? A
Substitutie van h? = b? — p? geeft de Projectiestelling:

iy

’a2:b2+62—2cp‘

Analoog geldt in een stomphoekige driehoek:

’a2:b2+02+2cp‘

Substitutie van p = (b2 + ¢? — a?)/2c in h? = (b+ p)(b — p) geeft:
2+ b+ cF—a? 2bc—b—cF4a?  (b+co)P—a* a®—(b—c)?

2 _
e 2¢c 2c B 2¢ 2¢
B2 (be+a)b+c—a)la—b+c)la+b—rc)

4c2

Stel: a+b+c:23—>h2:45(5—‘1)(8_6)(3_‘3) N

In AABC verdeelt punt D zijde AB in AD =d
en DB=c¢; AE=p,CD=zen CE 1 AB.

In AADC geldt: 22 = b? + d? — 2dp

In AABC geldt: a? = b + ¢ — 2¢p —

p=*+c2—a?)/2c

Substitutie in 22 geeft: 22 = b? + d% — [d(b? + ® — a?)/c] & <

168



z%c = a’d + b*(c — d) — ed(c — d)
Stel: c—d=e —

Formule van Stewart:

’.’L‘ZC = a%d + b%e — cde

Als CD = m, de zwaartelijn uit /C is, dan geldt: AD = DB = %c —

m2c = ta’c+ $b%c — 1P —

2 _ 1.2, 132 1.2
m; = 5a° + 5b° — zc

In AABC is CD = d. de binnenbissectrice van /C —
d%c = a?d + b*e — cde en d/e = b/a
Substitutie van e = ¢ — d resp. d = ¢ — e geeft:

be ac 9 abe b2ac
a-+b a+b a+b a+bd
2 2
dg:m_dezw_de%
a-+b a-+b
d. = vab — de

De oppervlakte-eenheid wordt gedefinieerd als een vierkant met zijden 1.

De oppervlakte O van een rechthoek met zijden a en b wordt nu gedefinieerd als:

(74
Orechthoek = ab o ¢
In parallellogram ABCD is DA’ 1. AB en CB’ 1. AB. & &
ADAA =~ NCBB' — Oapcp = Oapcp — L 3

o _
A A a B B

’ Opm"allellogram = ah = acsina ‘

In AABC is AD | CB en BD || CA.
NABC = ABAD — Oabcd = 2OAABC = aha = absin*y — b h
@
Odrichoek = %aha = %ab sin 7y c '! LQ B

In trapezium ABCD verdeelt diagonaal AC' het trapezium in
2 driehoeken, waarvoor geldt: D b C

Ir

Ocpa = 3bh

Otrapezium = %h(a + b)
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Als ANABC met een factor k£ wordt vermenigvuldigd, dan
geldt voor de oppervlakte van de produktfiguur:

Owpcr = 3ad'hl, = tka - kh, = $k*ahq, = k*Oapc

een willekeurige veelhoek AjAsAs... A, is te verdelen in
driehoeken door vanuit een willekeurig hoekpunt alle diago-
nalen te trekken. Bij vermenigvuldiging van de veelhoek met
een factor k wordt de oppervlakte van elke driehoek met k2
vermenigvuldigd. —

Als een veelhoek met een factor k vermenigvuldigd wordt, dan wordt de oppervlakte k% maal
ZO groot.

! 2 2
. a a OAA’B’ / a

Voor een driehoek geldt: k = — < k% = — = ZoABCT —
a a Opapc @

Dit geldt analoog voor veelhoeken —

De oppervlakten van gelijkvormige veelhoeken verhouden zich als de kwadraten van overeen-
komstige zijden.

Een cirkel ®(M, r) wordt gedefinieerd als de verz. punten die een gegeven afstand r tot een
gegeven punt M hebben.

Door 3 punten die niet op 1 rechte lijn liggen, gaat 1 cirkel. /\
In ®(M,r)is MR L [ en is PQ een koorde van de cirkel. / M
AMRP = AMRQ — PR = RQ — W
Een loodlijn uit het middelpunt van een cirkel op een koorde c1 Z
deelt de koorde middendoor. Pk 7@

De centraal van 2 cirkels wordt gedefinieerd als de verbindingslijn van de middelpunten van

de cirkels.
Als ®(My,71) en ©(Ma,12) elkaar snijden in de punten P

en (), dan geldt:
M P = MQ — M; € middelloodlijn van PQ N
MsP = MsQ — Ms € middelloodlijn van PQ

PR =RQ —

Als 2 cirkels elkaar snijden, dan is de centraal de middelloodlijn van de gemeenschappelijke
koorde.

Twee cirkels raken elkaar uitwendig als ze aan verschillende kanten van de gemeenschappelijke
raaklijn liggen en inwendig als ze aan dezelfde kant van de raaklijn liggen. In beide gevallen
ligt het raakpunt op de centraal en staat de raaklijn hier loodrecht op.

Een middelpuntshoek van een cirkel wordt gedefinieerd als een hoek waarvan het hoekpunt
het middelpunt van de cirkel is. Hierbij geldt dat gelijke middelpuntshoeken op gelijke bogen
staan en dat 2 middelpuntshoeken evenredig zijn met de bogen waarop ze staan.

Een booggraad wordt gedefinieerd als een boog waarop een middelpuntshoek van 1° staat.
Een middelpuntshoek is nu gelijk aan de boog waarop hij staat.

Een omtrekshoek van een cirkel wordt gedefinieerd als een hoek waarvan het hoekpunt op
de cirkel ligt en de benen elk nog een punt met de cirkel gemeen hebben, dan wel de cirkel
raken.
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In ®(M,r) is /M; een buitenhoek van AAM B —
(M, =/A1+ /B

Tevens geldt: AM = BM — /A, = /B —

LAy = $/M;y = LbgBD

Analoog geldt: /As = %bgDC’ — /BAC = %bgBC —

Een omtrekshoek is gelijk aan de helft van de boog waarop hij staat.

Een binnenomtrekshoek van een cirkel wordt gedefinieerd als een hoek waarvan het hoek-
punt binnen de cirkel ligt.

In ©(M,r) is LA) = /B+ LE = }bgDE + $bgBC = 1(bgBC + bgDE) —
Een binnenomtrekshoek is gelijk aan de halve som van de bogen waarop hij staat.

Een buitenomtrekshoek van een cirkel wordt gedefinieerd als een hoek waarvan het hoek-
punt buiten de cirkel ligt en de benen de cirkel snijden, dan wel raken.

In ©(M,r)is /By =/A+ /E. — JangleA= /B; — /E = %bgDE — %bgBC &

LA = }(bgDE —bgBC) —

Een buitenomtrekshoek is gelijk aan het halve verschil van de bogen waarop hij staat.

In ®(M,r) snijden AB en CD elkaar in punt P.
ANAPD ~ ACPB — AP :CP=PD: PB —

|AP-PB=CP-PD]

Buiten ®(M, ) snijden AB en C'D elkaar in punt P.
APAD ~ APCB — PA: PC=PD : PB —

|PA-PB=PC-PD|

Als PC de cirkel in punt C raakt, dan geldt:

|PA-PB = PC?]

De omgeschreven cirkel v an een driehoek wordt gedefinieerd als de cirkel die door de
hoekpunten van de driehoek gaat.
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Als ®(M, R) de omgeschreven cirkel van AABC
isen CE = h. L AB, dan geldt:
ACDA~NANCBE -CD:CB=CA:CE &

ab abc
2R:a=0b:h, = =
R:a=0 < R h. ~ 2hec
abe
40a4Bc = 2hec — R = @ —
R B abc
OM.R) = 4/s(s —a)(s —b)(s —¢)

De ingeschreven cirkel van een driechoek wordt gedefinieerd als de cirkel die raakt aan de
zijden van de driehoek.

Als ®(M,r) de ingeschreven cirkel van AABC' is, dan geldt:
Onpom = sar
OAACMZ%I)T %OAABC:%((I—FI)—FC)T:ST%
O -1
AABM = 5CT
— b\ (s —
VG aGhG-a

S

B \/(s—a)(s—b)(s—c)
T@(M,r) -

S

Een aangeschreven cirkel van een driehoek wordt gedefinieerd als een cirkel die raakt aan
een zijde van de driehoek en aan de verlengden van de beide andere zijden van de driehoek.
Als ®(M,r,) een aangeschreven cirkel is van AABC,
dan geldt:

Oaprvc = Oapyv + Oacm = 207“@ 1bra—l(b+c)ra—>
Oapc = 3(b+c)rq — Opem = 2(b+¢)ra — %ara VN
Oapc = %(a +b+c—2a)r, = (s—a)r, —

Vs(s—a)(s—b)(s—c)

s—a

Tq =

Analoog voor 1, en 7. —

s(s=b)(s—c¢) \/ s—a)(s—c)
— =
s—a 5—0b

In koordenvierhoek ABC'D geldt:
a= %bgB CD

_ 1 o _ o
A R }—>a+7—2 360° = 180° —
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De som van 2 overstaande hoeken van een koordenvierhoek is 180°. ,ﬁ»"’ﬁ@z TN

In koordenvierhoek ABCD is AC =m en BD = n.

Als F een punt van AC' is zo, dat /ADE = /BCD,
dan geldt, daar /DAC = /CBD : NADE ~ ABCD —
AD:BD=AF:BC&d:n=AFE:b&n-AE=10bd

o= aQ >
/ADB = /EDC \\\ e
ZABD:ZDCA}—>AADB~AEDC—> e

AB:EC=DB:DC<a:EC=n:cen-EC=ac— n(AE + EC) =bd + ac —

abm  cdm  (ab+ cd)m

e

- Sg—

Stelling van Ptolemaeus:

Oapcp = Oapc + Ocpa = ViR T
_>
B _adn  ben  (ad 4+ be)n
Oapcp = Oapp +Ocpp = EtiE= im
mo_ ad + be
n  ab+cd

Een raaklijnenvierhoek wordt gedefinieerd als een vierhoek waarvan alle zijden raken aan
een cirkel.
In raaklijnenvierhoek ABCD geldt: D

AF = AH en BE =BF en CG=CF en DG=DH — H
(AE+ BE)+ (CG+ DG) = (BF +CF)+ (AH + DH) —

AB+CD = BC + AD — \
De som van 2 overstaande zijden van een raaklijnenvierhoek is A/ -
B

gelijk aan de som van de beide andere zijden.

\B

Als de omtrek van ABCD gelijk aan 2s is en de straal van de ingeschreven cirkel r, dan
geldt:
OaBcp = OaBm + Opem + Ocpm + Opan = 57(AB+C + CD + DA) = §r-2s —

Oraaklijnenvierhoek =Ts ‘

Een regelmatige veelhoek wordt gedefinieerd als een veelhoek waarvan alle zijden en
hoeken gelijk zijn.

Een regelmatige veelhoek heeft een om- en ingeschreven cir-
kel die concentrisch zijn. De middelpuntshoeken zijn hierbij
gelijk. Voor een middelpuntshoek ¢, van een regelmatige
n-hoek geldt dan:

360°
Pn =

n




Voor de hoek « van een regelmatige n-hoek geldt: a = /A1 + /B; —

a =180° — ¢, |

Als AB = z, en DE = Z, de zijde van een ingeschreven

- resp. omgeschreven regelmatige n-hoek is en MC 1 AB T
en MF = R | DE, dan geldt: MC? = MA? — AC? < 2
MC? =R?— 122 — MC = §\/AR? — 22 A gf

Tevens geldt: ADFM ~ NACM —
DC:AC =FM:CM & $Zy : 2, = R: 5/AR? — 22 —

t

2zn R

Ty = ——2
" AR — 22

Als AB = z, en AC = zy, de zijde is van een regelmatige A
n-hoek resp. 2n-hoek in ®(M, R) en MC L AB, dan geldt:

AC? = MA? + MC? —2MC - ME = 2R* — 2R\/R? — 122 —

Zon = \/232 — Ry\JAR? — 22

In ©(M,r) is A1 As ... Ag een regelmatige 6-hoek,
A1B1AsB, ... A12B1s een regelmatige 12-hoek,. . . ;
als de omtrek van deze regelmatige veelhoeken
resp. og, 012,018, - .. bedraagt, dan geldt, daar
A1Ay < A1 By + B1As, ... dat 05 < 012 < 018 < ...
Deze rij nadert tot een bepaalde limiet, zijnde de
omtrek van de cirkel.

Het trancendente getal m ~ 3,14159 wordt nu gedefinieerd als het quotiént van de omtrek
en de lengte van de middellijn van een cirkel.

Hieruit volgt voor de omtrek van een cirkel met straal r:

Daar een middelpuntshoek van a° gelijk is aan de boog waarop hij staat, geldt:

Ocirkelboog a’®

- -
Ocirkel 360°

ro
Ocirkelboog = ﬁ

Substitutie van ocirkeiboog = 7 geeft: a = 180/m —
De grootte van een middelpuntshoek is dus onafhankelijk van de straal van de cirkel.

Een radiaal wordt gedefinieerd als de hoek die, als middelpuntshoek van een cirkel opgevat,
staat op een boog met een lengte gelijk aan de straal van de cirkel.
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Daar 1° = w/180°, bevat een hoek van a°® dus ar/180° —

Ocirkelboog = OéR‘

Als in en om ®(M,r) een regelmatige veelhoek wordt be-
schreven, dan verhouden de oppervlakten van de veelhoeken
zich als de oppervlakten van 2 middelpuntsdriechoeken.
Oamap  MP? N

Opmarp  MP?

MP>2_ 51

AMAB ~ AMA' B —

OpmaBOanmap = (MB = cos” 5 —

. OanaB
m ————

=cos’0=1—
n—=00 OAMA' B

De oppervlakte van de ingeschreven - en omgeschreven n-hoek nadert dus tot de oppervlakte

van de cirkel als n onbeperkt toeneemt.

Voor de oppervlakte van een middelpuntsdriechoek van een ingeschreven regelmatige n-hoek

geldt: O = %MP -AB = %rcos %gpn -AB —

1 1 1 1 - 1
On—tock = 57 €08 50 (AB + BC + ---) = 5708 50 - 0 — HILIQO On—hoek = 57+ 271 —

— 2

Daar een middelpuntshoek van a° gelijk is aan de boog waarop hij staat, geldt:

)
Ocirkelsector .«

= —
Ocirkel 360°

Ocirkelsector = W
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Stereometrie

Een plat vlak wordt gedefinieerd door 3 punten die niet op 1 lijn liggen. Twee vlakken die
3 punten gemeen hebben vallen dus samen. Een vlak wordt tevens bepaald door een rechte [
en een punt P buiten [, door 2 snijdende rechten [ en m, en door 2 parallelle rechten [ en n.
Twee rechten [ en m in de ruimte kruisen elkaar als ze
niet in hetzelfde vlak liggen; is dit wel zo maar hebben

/ m
~
ze geen enkel punt gemeen, dan zijn ze evenwijdig. Als 7" \V
P een punt is van m en in hetzelfde blak ligt als [ en I’ is /

een rechte parallel aan I, dan wordt de hoek tussen [ en
m gedefinieerd als de hoek tussen I’ en m.

Als een rechte [ een vlak V snijdt in punt P en loodrecht staat op de rechten m en n van
V die door P gaan, dan staat [ loodrecht op elke rechte van V' die door P gaat; [ is dan de
loodlijn in P op V.

Uit een punt P buiten een vlak V kan slechts 1 loodlijn op V neergelaten worden. Als 2
rechten loodrecht op eenzelfde vlak staan, dan zijn ze evenwijdig, ofwel: als 2 rechten [ en m
beide evenwijdig zijn met een 3-de rechte, dan zijn [ en m onderling evenwijdig.

De projectie van een punt P op een vlak V wordt gedefinieerd als het voetpunt van de
loodlijn uit P op V. De afstand van P tot V wordt gedefinieerd als de lengte van deze
loodlijn. De projectie van een lijn [ op V wordt gedefinieerd als de verz. punten van de
projecties van alle punten van [. Als [ een rechte lijn is die niet loodrecht op V staat, dan is
de projectie van [ eveneens een rechte lijn.

De hoek tussen een rechte [ die een vlak V' in een punt A snijdt en V' wordt gedefinieerd als
de scherpe hoek die [ maakt met elke andere rechte door A in V. Als [ geen enkel punt met
V' gemeen heeft, dan is [ parallel met V.

Als 2 vlakken geen enkel punt gemeen hebben, dan zijn ze evenwijdig, ofwel: als 2 vlakken
loodrecht op dezelfde rechte staan, dan zijn ze parallel. Twee vlakken V en W zijn evenwijdig
als 2 snijdende rechten van V' evenwijdig zijn met 2 snijdende rechten van W.

Als 2 parallelle vlakken gesneden worden door een 3-de vlak, dan zijn de snijlijnen parallel.
Door een punt buiten een vlak V' kan maar 1 vlak worden aangebracht dat parallel is met V.

Een halfvlak wordt gedefinieerd als een vlak dan aan één kant begrensd wordt door een
rechte, een zgn. grensrechte.

Een tweevlakshoek wordt gedefinieerd als 2 halve
vlakken, de zijden, die een gemeenschappelijke grens-
rechte, de zgn. ribbe, bezitten. De standhoek van
een tweevlakshoek wordt gedefinieerd als de hoek die
gevormd wordt door de loodlijnen uit een punt van de
ribbe in elk der zijden. B

Twee vlakken staan loodrecht op elkaar als 1 van de vlakken een rechte bevat, die loodrecht
op het andere vlak staat. Als 2 snijdende vlakken loodrecht staan op een 3-de vlak, dan
staat hun snijlijn loodrecht op dat vlak.

Een veelvlakshoek wordt gedefinieerd als dat deel van de ruimte dat begrensd wordt door
meer dan 3 vlakken die door eenzelfde punt gaan en elkaar 2 aan 2 snijden, waarbij de vlakken
door de snijlijnen begrensd worden. De tophoeken heten de zijden van de veelvlakshoek.
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Als in drievlakshoek TABC zijde AT B het langst is en zijde
ATC is gelijk aan zijde AT D met T'S = TR, dan geldt:
ATPS =2 ANTPR - PS = PR —- QS =QP — RP — QS <
QR

Voor ATQS en ATQR geldt: TQ =TQ en TS =TR

Daar QS < QR volgt hieruit: /QTS < /QTR

Tevens geldt: /STP =/RTP — /QTS+ /STP =/QTP < /QTR+ /RTP —
In een drievlakshoek is 1 zijde kleiner dan de som van beide andere zijden.

Als veelvlakshoek TTABC D E met een plat vlak gesneden wordt,
dan ontstaan een n-hoek en n-drievlakshoeken, waarvoor geldt:

(A< /AL + /Ay
/B < /By+ /B —
[A+/B+--- < /Ay + /[B1+ [Bo+ [C1 + - &
(n —2)180° < 180° — LATB +180° — /BTC + --- &
(n —2)180° < n.180° — som der zijden —
som der zijden < 2.180° —
De som der zijden van een veelvlakshoek is kleiner dan 360°

Een convex veelvlak wordt gedefinieerd als een gesloten oppervlak van veelhoeken en bij-
behorende vlakken zo, dat elke zijde gemeenschappelijk is aan 2 veelhoeken.

In elk hoekpunt van het veelvlak vormen de daarin samenkomende zijden ofwel ribben met
de vlakke hoeken een veelvlakshoek. Een diagonaal is elke rechte die 2 hoekpunten van het
veelvlak verbindt en niet in een zijvlak ligt. Een diagonaalvlak is elk vlak door 2 ribben die
niet tot hetzelfde zijvlak behoren.

Voor alle convexe veelvlakken geldt de Stelling van Euler:

De som van de aantallen zijvlakken en hoekpunten is 2 groter dan het aantal ribben:

Z+H=R+2

Een prisma wordt gedefinieerd als een veelvlak dat ge-
vormd wordt door 2 evenwijdige vlakken, het grondvlak
en het bovenvlak, en verder door zijvlakken die elkaar 2
aan 2 volgens evenwijdige lijnen, de ribben, snijden en die
beide evenwijdige vlakken snijden volgens convexe veel-
hoeken. Een recht prisma is een prisma waarvan de op-
staande ribben loodrecht op het grondvlak staan; als het
grondvlak hierbij een regelmatige veelhoek is, dan hete
het prisma regelmatig.

Een parallellepipedum wordt gedefinieerd als een prisma waarvan het grondvlak een pa-
rallellogram is.

Een kubus wordt gedefinieerd als een parallellepipedum waarvan alle ribben dezelfde lengte
hebben en de opstaande ribben loodrecht staan op een rechthoekig grondvlak.

Als GHK LM een loodrechte doorsnede van het prisma ABCDEA'B'C'D'E’ is, dan snijdt

ze alle evenwijdige ribben rechthoekig. De paralellogrammen die samen het zijdelingse op-
pervlak O, vormen hebben dan de zijden van GH K LM als hoogte. —
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0, = AA'.GH + BB'.HK + - —

Oz,p'risma, = AA/(GH +HK + -- )

Een piramide wordt gedefinieerd als een veelvlak dat ge-
vormd wordt door een veelvlakshoek en een grondvlak dat
alle zijden van de veelvlakshoek snijdt. Een regelmatige pira-
mide is een piramide met een reglmatige veelhoek als grond-
vlak en waarvan de top ligt op de loodlijn op het middelpunt
van het grondvlak. De zijvlakken vormen dan gelijkbenige A
driehoeken en de hoogtelijn uit de top van elke driehoek heet D
apothema ofwel schuine hoogte van de piramide. B c

Daar de doorsnede van een piramide met een vlak evenwijdig met het grondvlak een veelhoek
is die gelijkvormig is met het grondvlak, verhouden de zijden van de doorsnede zich tot de
overeenkomstige zijden van het grondvlak als de afstanden van snij- en grondvlak tot de top.
Hieruit volgt dat de oppervlakten van het snij- en grondvlak zich verhouden als de kwadraten
van hun afstanden tot de top. De doorsneden van 2 piramiden met gelijke hoogten en even
grote grondvlakken zijn dus ook gelijk.

Een regelmatig veelvlak wordt gedefinieerd als een veelvlak waarvan alle zijvlakken con-
gruente regelmatige veelhoeken zijn en alle tweevlakshoeken gelijk zijn.

Er zijn 5 verschillende regelmatige veelvlakken, t.w.:

tetraéder: aan elk hoekpunt komen 3 gelijkzijdige driehoeken samen.
hexaéder: aan elk hoekpunt komen 3 vierkanten samen.

oktaéder: aan elk hoekpunt komen 4 gelijkzijdige driehoeken samen.
dodekaéder: aan elk hoekpunt komen 3 regelmatige vijfhoeken samen.
ikosaéder: aan elk hoekpunt komen 5 gelijkzijdige driehoeken samen.

Gt W=

!
[
|
u
j -
~

-

De inhoudseenheid wordt gedefinieerd als een kubus met ribbe 1.
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De inhoud I van een rechthoekig blok met ribben a, b en ¢ wordt nu gedefinieerd als:

Iblok = abc

Voor elk prisma geldt dat de inhoud gelijk is aan het produkt van de oppervlakte van het

grondvlak G en de hoogte h:

Als TABCD een driezijdige piramide is en AD | BT ||
CFE, met AD = BT = CE, dan ontstaat een driezijdig
prisma met T'DFE als bovenvlak. T'D E wordt door vlak TAC
verdeeld in een 3-zijdige en een 4-zijdige piramide, waarvan
de laatste door vlak TAC' weer in 2 driezijdige piramiden
wordt verdeeld. Daar de inhou7d van de 3 piramiden gelijk
is, volgt uit I,risme = GH voor de inhoud van een driezijdige
piramide: I = %GH

Daar elke piramide te verdelen is in driezijdige piramiden, geldt algemeen voor de inhoud
van een willekeurige piramide:

1
Ipiramide =3 Gh

Als ABCDEFGH een afgeknotte piramide is met hoogte h, op-
pervlakte grondvlak en bovenvlak G resp. B, en TABCD een
piramide met hoogte TQ) = TP + PQ = = + h, dan geldt voor de
inhoud van ABCDEFGH:

I=2%(z+h)G - 1zB = L[hG +2(G — B)]

Tevens geldt: 22 : (x+h)2:B:G—>a::x+h:\/§:\/é<:>
B

“VG-VB

X

Iafgeknotte piramide — %h(G + B+ V GB)

Een omwentelingsoppervlak wordt gedefinieerd als het
oppervlak dat ontstaat als een lijn ABC, de zgn. beschrij-
vende lijn, om en gegeven rechte lijn [ wentelt. De doorsnede
van een omwentelingsoppervlak met een vlak loodrecht op [
is een cirkel, de zgn. parallelcirkel, met het middelpunt op
l.

Een omwentelingscilinder wordt gedefinieerd als het oppervlak dat ontstaat als een rechte
lijn parallel aan [ rondwentelt. Een cirkelcilinder ontstaat als 2 cirkelvlakken als grond- en
bovenvlak worden aangebracht.

Een omwentelingskegel wordt gedefinieerd als het oppervlak dat ontstaat als een rechte
lijn die lijn [ snijdt rond [ wentelt. Het snijpunt verdeelt het kegelvlak in 2 congruente bladen.
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Een cirkelkegel met top T ontstaat als in 1 van de bladen een cirkelvlak als grondvlak
wordt aangebracht. Een afgeknotte cirkelkegel ontstaat door snijding van de cirkelkegel met
een plat vlak evenwijdig met het grondvlak.

Daar een cilinder is op te vatten als de limiet van een regelmatig recht prisma waarvan het
aantal zijden naar oneindig nadert, is de zijdelingse oppervlakte van een cilinder gelijk aan
het produkt van de oppervlakte van het grondvlak en de hoogte. Voor een cilinder met straal
r en hoogte h geldt dus:

’ Oz,cilinder = 27nrh ‘

Analoog geldt voor de inhoud van een cilinder:

_ 2
Icilinder =T7r h‘

Daar een kegel is op te vatten als de limiet van een regelmatige piramide waarvan het aantal
zijden naar oneindig nadert, is de zijdelingse oppervlakte van een kegel gelijk aan de som van
de oppervlakten van de driehoeken van de piramide, d.w.z. gelijk aan het produkt van de
helft van de omtrek van het grondvlak en het apothema van elke driehoek. Voor een kegel
met straal r en apothema a geldt dus:

Ox,kegel =Tra

Analoog geldt voor de inhoud van een kegel:

1.2
Ikegel = 37T h

Daar een afgeknotte kegel is op te vatten als de limiet van een afgeknotte reglmatige pira-
mide waarvan het aantal zijden naar oneindig nadert, is de zijdelingse oppervlakte van een
afgeknotte kegel gelijk aan de som van de trapeziums van de piramide, d.w.z. gelijk aan het
produkt van de helft van de som van de omtrek van het grond- en bovenvlak en het apothema
van elk trapezium. Voor een afgeknotte kegel met stralen R en r en apothema a geldt dus:

Om,afgeknotte kegel — W(R + T)a

180



Analoog geldt voor de inhoud van een afgeknotte kegel, met G = mR? en B = 7r?:

Iafgeknotte kegel = %ﬂ'h(Rz + Rr + 7'2)

Een bol wordt gedefinieerd als het omwentelingsoppervlak dat 1
ontstaat als een halve cirkel met uiteinden behorende tot ! rond N

[ wentelt. Elk punt van het boloppervlak ligt op dezelfde afstand o 1
van het middelpunt M van de halve cirkel. Een grote cirkel is elke -~ M Tk
cirkel die ontstaat bij de afsnijding van het boloppervlak met een

plat vlak V dat door M gaat. Als V niet door M gaat, dan is de
doorsnede een kleine cirkel.

Als een plat vlak een bol afsnijdt, dan verdeelt het de bol in 2 delen die elk een bolsegment
vormen met een gemeenschappelijke cirkelvormige basis. Als 2 evenwijdige vlakken een bol
snijden dan ontstaat een bolschijf. Een bolsector bestaat uit een bolsegment en een kegel
met de top in het middelpunt van de bol. Een bolschil ontstaat als een cirkelsegment om
een middellijn van de bijbehorende cirkel, die het segment niet snijdt, wordt gewenteld.

Voor de zijdelingse oppervlakte van de afgeknotte kegel
AA”B'B met BM = MAen MM' 1 A'B’ geldt:

O, =m(AA"+ BB')AB = 2rMM'.AB

AC L BBPADM 1 AB = NACB ~ AMM'D —

AC: MM' = AB: MD < h: MM = AB :p —
Oz,afgeknotte kegel — 27mph

De oppervlakte van een bolschijf is te benaderen als de
som van de oppervlakten van een aantal afgeknotte ke-
gels:

Obolschijf ~ 27['])(./4,0/ +CO'M+ME' + E/B/) = 27TpA,B,
Als het aantal kegels naar het oneindige nadert, dan na-
dert de loodlijn DM naar de straal R van de bolschijf
en de som van de oppervlakten van de afgeknotte kegels
naar de oppervlakte van een bolschijf met hoogte h:

Oboischijf = 2mRh
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Daar bij een bolsegment punt A met punt P samenvalt, geldt dezelfde uitkomst voor de
oppervlakte van een bolsegment:

’ Obolsegment =27 Rh ‘

Als bgAB = bgP D@, dan geldt dat h = PQQ = 2R —

De oppervlakte van een bolsector is gelijk aan de som van de oppervlakten van de kegel en
het op het grondoppervlak daarvan staande bolsegment:
Obolsector = Okegel + Obolsegment =nmrR+ 2nRh —

Ovolsector = WR(T + 2h) ‘

Hierin is R de straal van de bijbehorende bol, r de straal van het grondvlak en h de hoogte
van het bolsegment.

De oppervlakte van een bolschil is gelijk aan de som van de oppervlakten van de bolschijf en
de hierbinnen liggende afgeknotte kegel: Oporschit = Obpotschijf + Oafgeknotte kegel —

Obolschit = 2mRh + 7(a + b)k ‘

Hierin is R de straal van de bijbehorende bol, i de hoogte van de bolschijf en de afgeknotte
kegel, k de lengte van het apothema en a en b de straal van het boven- resp. grondvlak van
de kegel.

Als de halve regelmatige veelhoek ABCDEF om de lijn
AF = 2R wentelt, dan is de inhoud van het omwentelings-
lichaam gelijk aan de som van de inhouden van kegels en
cilinders. Zo geldt voor de inhoud van de kegel die ontstaat
door wenteling van AABM:

I = in(BB')?AB’ + {n(BB')?B'M = yn(BB')*AM
Opapm = 3AM.BB = JAB.MK —

BB'.AM = MK.AB —

I= %T('MK.AB.BB, = %MKX ronde oppervlak van AB
Algemeen geldt dat de inhoud van elk omwentelingslichaam rond AF gelijk is aan %M Kx
ronde oppervlak van het lichaam.

Als het aantal zijden van de veelhoek naar oneindig nadert, dan nadert de veelhoek tot een
cirkel met straal M K = R en het omwentelingsoppervlak nadert tot een bol —

Iyt = sRATR? —

_ 4 3
Ibol = g?TR
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Voor een bolsector wordt het ronde oppervlak gevormd door wenteling van boog AB, waarvan
het oppervlak gelijk is aan 2nRh — Ipoisector = %R.Qﬂ'Rh —

2 2
Tpolsector = §7TR h

De inhoud van een bolsegment met hoogte h en straal van
het grondvlak r is gelijk aan het verschil van de inhoud van
de bolsector met straal R en de kegel met apothema R.

In AABD geldt: (AB)? + (AD)? = (BD)? &

2+ h?+r2+ (2R —h)? =4R?> 2 =h(2R—h) —
Ibolsegment = Ipolsector — Ikegel = %WRQh - %WrQ(R - h) <~
Ibolsegment = %WRQh - %ﬂ'h(QR — h)(R — h) —

Ibolsegment = %ﬂ—hQ(BR - h)

r? + h?
2h

3r2 + 3h2
2h

Substitutie van R = geeft: Tpoisegment = %WhQ {

_ 1 2 172
Ibolsegment = iﬂh(T + §h )

De inhoud van een bolschijf met hoogte h en straal

van het grond- en bovenvlak van a resp. b is gelijk

aan het verschil van de inhoud van de 2 bolsegmenten:

Tvotschijf = %WCLQ(h +x)+ %ﬂ'(h + )3 — %71'()21‘ — %m’c?’ =
Ibolschijf = %ﬂ-{aQ(h + ‘/E) - bzx} + %ﬂ-h{(h + 1:)2 + :C(h + "E) + xQ}
M:x—l—%h:yen%th—)h—l—x:y—l—penx:y—p% .
Dnotschijs = 5la®(y +p) = b (y = p)] + §mhl(y +p)* + (y = )y +p) + (y = p)’] &
Ibolschijf = %ﬂ-[(az + b2)p + (a2 - bZ)y + hy2 + %hpz]

b2 2
P —2(2R—1) & 2R = -~
T _>b2+x2_a2+(h+x)2
2 2 r h+x
9 a+ (h+x)
= (h 2R — (h 2R=—————"
a* = (h+2z)2R— (h+ )] & 2R ot a
L S N & hy? + (a® — )y = hp® + (a® + b*)p —
r h+x y—p y+p Y y=np P

Tpotseniis = 37((a® + 62)p + hp? + (a* + b*)p + Shp?]
Substitutie van p = %h geeft dan:

Ibolschijf = %Wh(a2 + b2+ %hQ)
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De inhoud van een bolschil is gelijk aan het verschil van
de inhoud van een bolschijf en een afgeknotte kegel met
gelijke grond- en bovenvlakken van a resp. b en hoogte
h —

Tpotschit = Ivotschijf — Lafgeknotte kegel <

Tpoischit = 3mh(a® + b? + $h?) — rh(a® + ab + b?) &
Tyotschit = §hl(a — b)? + h?]

Substitutie van k? = (a — b)% + h? geeft:

_ 1 2
Tpolschit = g'ﬂhk
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Boldriehoeksmeetkunde

Als PQ de diameter van een bol met middelpunt O is die
loodrecht staat op het vlak bepaalt door de grote cirkel
FEAB, dan staat PQ ook loodrecht op het vlak bepaalt
door de kleine cirkel F'C'D die parallel is met cirkel EAB.
De bolhoek SPT tussen de grote cirkels PCAQ en
PDBQ in punt P wordt gedefinieerd als de hoek tus-
sen de raaklijn PT aan boog PDBQ en de raaklijn PS
aan boog PCAQ. Daar PT || OB en PS || OA, geldt:
/SPT =/AOB

Een boldriehoek wordt gedefinieerd als 3 punten die op 1 bolhelft liggen en verbonden zijn
door delen van grote cirkels.

Als R de straal van de bol is, dan geldt voor de lengte van de grote cirkelboog AY':

boog AY = R./AOY

Hierin wordt ZAOY uitgedrukt in radialen. Daar voor elke grote cirkel R constant is, kan
R =1 genomen worden. — boog AY = /AOY

Daar het vlak van F'C'D papallel is aan het vlak van FAB geldt: /CRD = /AOB —

RC RC
CD = m.AB = @.AB = ABcos RCO = ABcos AOC = AB cos AC

Daar PA = 90°, geldt voor de lengte van een kleine cirkelboog;:

’CD:ABCOSAC:ABSHIPC‘

Als in boldriehoek ABC AD de raaklijn in A is aan de
grote cirkel AC en AE de raaklijn in A aan de grote
cirkel AC, dan staat O A loodrecht op AD en AF.

Er geldt dan: bolhoek BAC' = /DAE = qA

/OAD =90° en /AOD = /AOB =c¢ —

tanc = —— en secc = O—D

0OA 0OA
[OAFE =90° en LJAOE = /AOC =b —
tanb = — en secc = @

OA OA

In ADAE geldt: DE? = AD? + AE? —2AD.AE cos DAE &

DE? = OA%(tan? ¢ + tan? b — 2 tan btan ccos A)

In ADOE geldt: DE? = OD? 4+ OE? — 20D.OFE cos DOE <

DE? = OA%(sec? c + sec? b — 2secbsec ccos a)

Gelijkstellen geeft: sec? ¢ + sec?b — 2secbsecccosa = tan? ¢ + tan? b — 2tanbtan ccos A <
1 +tan?c+ 1 +tan?b — 2sechsecccosa = tan? ¢ + tan? b — 2tanbtan ccos A <

cosbcosc+sinbsineccos A

secbsecccosa =1+ tanbtanccos A =
cosbcosc

Analoog voor cosb en cosc. —
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Cosinusformules:

cosa = cosbcosc + sinbsinccos A
cosb = cosccosa + sincsinacos B
cosc = cosacosb+ sinasinbcosC

. cosa — cosbcosc
Uit cos A = . - volgt:
sinbsin ¢

’ cos A = cosec b cosec ¢(cos a — cos b cos ¢) ‘

Analoge formules gelden voor cos B en cos C.

cosa = cosbcosc+ sinbsinc(1 — sin? 1 4) = cos(b — ¢) — 2sinbsincsin® 14
cos(B — ¢) — cosa = 2sinbsincsin? A <

—sin3[(b—c¢) +asin3[(b—c) — a] = sinbsincsin? 4 &

sin$[a+ (b—c)]sinia — (b—c)] = sinbsincsin® £ 4

Stel: 25 = a+b+c — sin(s — ¢)sin(s — b) = sinbsinesin? 14 —

sin(s — b) sin(s — ¢)

sin %A = - -
sin bsin ¢

Analoge formules gelden voor sin %B en sin %C .

cosa = cosbcosc+ sinbsinc(2cos? A — 1) = cos(b+ ¢) + 2sinbsinccos® 14 <
cos(b+c) —cosa = —2sinbsinccos’ 1A &

sin [(b+c¢) +a]sin 1[(b+c) —a] = sinbsinccos? $ A < sin ssin(s —a) = sinbsinccos® 4 —

sin ssin(s — a)

Q
o
n

D=
b
I

sinbsin ¢

Analoge formules gelden voor cos %B en cos %C’ .

Uit sin %A en cos %A volgt:

sin(s — b) sin(s — ¢)

14 _
tan §A =

sin s sin(s — a)

Analoge formules gelden voor tan %B en tan %C’ .

sinbsinccos A = cosa — cosbcos ¢ <>

sin? bsin? ¢ cos? A = cos® a — 2 cos a cos b cos ¢ + cos? bcos? ¢

sin® bsin? ¢ cos? A = sin? bsin® ¢ — sin? bsin? ¢sin® A <

sin? bsin? ccos? A = (1 — cos? b)(1 — cos? ¢) — sin? bsin® csin® A <

sin? bsin? ccos? A = 1 — cos? b — cos? ¢ 4 cos? bcos? ¢ — sin? bsin? ¢sin? A —

1—cos? b—cos? c+cos? bcos? c—sin? bsin® esin? A = cos? a—2 cos a cos b cos ¢+ cos? b cos? ¢ <
sin?bsin? esin? A = 1 — cos? a — cosZ b — cos? ¢y cos a cos b cos ¢

Stel: X?%sin?asin®bsin?c =1 — cos?a — cos? b — cos? ¢g cos a cos b cos ¢ —
) )
sin® A sin A
sin“ a sina

186



sin A

Tevens geldt: Vocgcigoe :8inf >0 — X = —
sina

" B .
s1'n enX:smC

Analoog geldt: X = -
sin sin ¢

—

Sinusformule:

sinA sinB sinC

sina sin b sinc

sin esina cos B = cosb — cos ccosa = cos b — cos ¢(cos bcos ¢ + sinbsin ccos A) <
sin csina cos B = cosbcos? ¢ — sinbsin ¢ cos ccos A <
sin esin a cos B = cos bsin? ¢ — sin bsin ¢ cos ¢ cos A —

’sinacosB = cosbsinc — sinbcosccosA‘

Analoog geldt:

’sinacosC =coscsinb — sinccosbcosA‘

Substitutie van cosc = cosacosb + sinasinbcos C geeft:
cosb = cosa(cosacosb+ sinasinbcos C') + sincsina cos B <
cosb = (1 —sin? a) cos b + sin asin b cos a cos C + sin csin a cos B <

cosbsin? a = sinasinbcos acos C + sin csinacos B <

sinc
2 cos B —

cotbsina = cosacosC +

S1n

cosacos C = sinacot b — sin C cot B A

Als ABC een boldriehoek is en A’ is de pool van BC, B’
de pool van AC en C’ de pool van AB, dan is de bolhoek
B'A'C’ gelijk aan boog LM . Daar B’ de pool van AC is,
is de afstand van B’ tot elk punt van boog AV gelijk aan
90°; analoog voor de afstand van A’ tot boog BC. —

De afstand van C' tot boog A’B’ is 90°, d.w.z. C' is de pool van A’B’, ofwel boog C'L is 90°.
Analoog geldt dat boog BM =90° — LM = LB+ BM = LB + 90°
LB=LC—-BC=90°—a— B'AC'=A"=LB+90°=90°—a+90° =180° — a
Analoog geldt: B’ = 180° — b en C' = 180° — ¢

Tevens geldt voor de zijden: o’ = 180° — AAY =180° — BAc = 180° — C

In boldriehoek A’B’C" geldt: cosa’ = cosb/ cosc’ + sin b sinc’ cos A’ —

cos(180° — A) = cos(180° — B) cos(180° — C') + sin(180° — B) sin(180° — C') cos(180° — a) —

Poolformule:

’—COSA:cosBcosC—sinBsinC’cosa‘

Voor de som en het verschil van de zijden a en b resp. de hoeken A en B gelden de
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Identiteiten van Napier:

tan 3(a +b) =

tan 3(a —b) =

tan 5 (A + B) = T

tan 5(A — B) =

cos 1 (A+ B)

cos 3(A— B)

1
tan 5C

sin (A —

sin (A4 + B)

B
)tan%c

1
coss(a—>b
#cot%C
oS 5 a+b

—

sin 5 (a — b)

(a+b)

1
cot 5C

Ju—y

sin =

N
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Analytische Meetkunde

Een Cartesisch coordinatenstelsel is een

B
coordinatenstelsel waarbij de coordinaatassen dezelfde L
schaalverdeling bezitten. Als de assen loodrecht op
elkaar staan, dan heet het stelsel rechthoekig. De A ¢

X-as heet de abscis en gle Y—aLdg orana2at. L
ILAABC geldt: AB™ = AC™ + BC™ — 2AC - \O 7
BC' cos(m —0) —

|AB|? = (1 — 20)% + (y1 — ¥0)? + 2(w1 — 20)(y1 — Yo) cos b

1 Lly=cos8=0—

|ABJ? = (21 — 20)* + (y1 — yo)?

Als r1 en ro de eenheidsafstand is langs I; resp. lo Y L/
en /(ly,lz) = 6, dan geldt: | Pla,b)
x=0A+0OB=0A+ AP cos¥ N J
y=BP = APsin0 n :y
6 XA )¢
T =ria+ robcosf ar A B
y = robsinf

In een 3-dimensionaal Cartesisch coordinatenstelsel geldt analoog voor de afstand tussen 2
punten P(zo,yo,%20) en Q(x1,y1,21):

|PQ|? = (z1 — 20)® + (y1 — y0)* + (21 — 20)?

Een 3-dimensionale vector 7 wordt gedefinieerd als een geordend tripel van reéle getallen
ni,ng,ng : 0 = (n1,n2,n3)

De som resp. het verschil van 2 vectoren m = (mq,me,m3) en i = (ny,ng2,n3) wordt
gedefinieerd als:

’TT’Z:I:ﬁ:(mlinl,mging,mging)‘

De vermenigvuldiging van een vector 7 = (n1, n2, n3) met een reéel getal A wordt gedefinieerd
als:

]Aﬁ = (Any, Ang, Ang) | A € JR\

Als @ en b 2 vectoren in het platte vlak V zijn, met @ en b niet nul en @ u/b dan is elke vector
¢ te schrijven als een lineaire combinatie van denb:Z=rd+sb | r,s € IR

Hierin zijn @ en b de basisvectoren in V.

Analoog geldt in de ruimte voor 3 vectoren a, b en & die niet in 1 vlak liggen:
d=rd+sb+tZ|rstelR

Een verz. van n vectoren dy, ds,...,d, vormt een verz. van lineair onafhankelijke vecto-
ren als uit midy + mada + ... + mpd, = 0 volgt dat my =mo = ... =m, = 0. Als er reéle
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getallen mq, mao, ..., my, bestaan die niet alle nul zijn zo, dat m1d; +meds + ...+ mud, = 6,

dan vormen de vectoren dj,...,d, een verz. lineair afhankelijke vectoren.

Algemeen geldt dat elke vector slechts op 1 unieke manier te schrijven is als een lineaire
functie van {A} : @1, ..., dy, als {A} een lineaire onafthankelijke verz. is.

Als de eiridpunten A, B en C van 3 vec- H*B%ZL

toren @, b resp. ¢ op 1 lijn liggen, met - il

BC : AC =r :s|r+s =1, dan b

geldt: OC = OB + BC = b+ rBA <

E=b+r(OA—OB)=b+1r@-0b) — 0

Z=ra+(1—rb|relR

Stel: Py(xo,y0) en P(z,y) zijn punten van de lijn [ || 7 = (a,b) —

l:PyP=)i|AelR

(x —x0,y —y0) = Ma,b) & x—x0=Aa Ay —yo=Ab—

- T =10+ Aa
"l y=vo+ A

L)y X-as, Y-as = A= (z —xz¢)/a N A= (y—yo)/b—

l.x—xo:y—yo
T oa b

Stel: Py(xo,yo) en P(x,y) zijn punten van de lijn | L 77 = (a,b) —
PoP -7 = (x — 20,y — yo) - (a,b) = a(x — x0) + b(y — yo) —

’lia(l‘—ffo)*'b(y—yo)zo‘

Voor de vergelijking van een rechte lijn I door de punten A(zg,yo), B(x1,y1) en P(x,y) geldt:
OP = X0A+ (1 = NOB & (z,y) = Mzo,y0) + (1 = A)(z1,51) =

. r=Aro+ (1 - ANy
Nly=Mo+ (1= Ny

Ly X-as,Y-as = A= (z —21)/(xzo — 1) A A= (y—v1)/(yo — 1) —

I S N )|
o — 21 Yo — Y1

Y1 — Yo
Stel: z1 =x0Ay1 =Y = Y — Yo = ——(x — x0)
1 — T
Substitutie van tan ¢ = NZH _ oy geeft:
1 — T

’liy—yozm(ﬂf—wo)‘
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Voor de algemene vergelijking van een rechte lijn in het platte vlak geldt:

liax+by+c=0|abcelR

Voor a # 0 en b # 0 volgt hieruit:

Stel: A_B:(xl—l‘o,yl—yo)/\c_bz($3—$2,y3—y2)—>A_B'C_D:0¢>

(Y1~ %o Ys — Y2
(z1 — 0)(23 — 22) + (y1 — Yo) (Y3 — y2) = <3:1 _ Jfo) (;cg D)

ABLCDijﬂBmCﬂD =-1

Stel: 11 : a1z + by +c1 =0 snijdt Is : asx + boy +co =0 —
Z(ll,ZQ) = Z(ﬁl,ﬁg) =46 ‘ ] = (al,bl) Ll ATy = (GQ,bQ) Ly
ﬁl . ﬁg = |ﬁ1|‘ﬁ2|COS(9 —

):—1—>

'}!

bib ol /£
cos ) — a1az + 0102 ‘0 7 %
Vat +03/a3 + B3 /
cos0=0=10 Ll —
Y
’llj_lgz>a1a2+blb220‘ /
Stel: @ L 1| |7 =1A /4(7i, X-as) = ¢ — e
i = (cos @, sin p) — P =i
OP -7i = (z,y) - (cos p,sing) = xcos ¢ + ysin p < P&)@f’
OP-ii=|0OP|=p— /’ :
Normaalvergelijking van een rechte lijn: %
’l:xcosgo—i—ysingo—p:()‘
Y ’
(%Y,
Stel: Po(xo,yo0) €l:ar+by+c=0AR LI]||A]=1— , /% Y
|PoPy -t = |(z1 — - )( a b )‘(:) \ 7
041 = |T1 0,Y1 — Yo N RN AN
-~ laxy 4 byy — axo — byl .
|P0P1 : n‘ - \/m > ‘Pa(j\iiyp}

po €l —axg+byy+c=0—

_az1 +bys + ¢

d(Pi(z1,91),1) NZEER~)

Analoog geldt voor de afstand tusssen 2 parallelle lijnen 1 : az + by + ¢; = 0 en

lo:ax+by+co=0:
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d(is, 1) = 12—l Y,

N \
. R ity P (xs Y=
Voor het verband tussen Cartesische - en poolcodrdinaten ;P ( 7, 8)
geldt: , e iy
x =rcosf | <& :
. 3 ]
y=rsinf 0 X e

Hieruit volgt voor r, 8 als functie van x, y:

{r—m

0 = arctan(y/x)

Voor de afstand tussen 2 punten Pj(r1,601) en Pa(rg, 02) geldt:
’P1P2‘2 = ‘OP1’2 + ’OP2|2 — 2’OP1HOP2‘ COS(92 — 91) —

|PLPs|? = 12 + 12 — 2r1rg cos(fa — 01)

Stel:

N(p, ) en P(r,0) zijn punten van lijn [ N
d(O,l)=p

Poolvergelijking van een rechte lijn:

’l:rcos(@—gﬁ)):p‘

O€el=p=0—cos(f —¢)=0—

1:0=k|keR

Als @en b 2 niet-parallelle vectoren zijn en Py(xo,yo, 20) is
een punt van een vlak V parallel aan het vlak opgespannen
door @ en b, dan geldt: PyP = \d + ub —

Vergelijking van een vlak:

V:OP=0Py+\a+ub| \pelR

In parametervorm is dit te schrijven als:

T =20+ Aay + by
Viq y=uyo+ Aag + uby
z = 29+ Aaz + ubs
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4

B
3 . Pl¥.u.2)
Stel:  Py(zo,yo0,20), A(x1,y1,21) en B(x,y2, 22) zijn 3 niet B

op 1 lijn liggende punten in P(x,y, z) is een willekeu- A

rig punt van het vlak gevormd door PyAB — 5 v
OP = OPy+ APyA+ puPyB <
X

OP = OPy + MNOA — OBy + p(OB — OPy) —

V:OP=(1-X—p)OPy+XOA+ OB | \,u€ IR

In parametervorm is dit te schrijven als:

r=(1—X—p)zo+ A\r1 + pxy
Vi y=[1-=X=pyo+ Ay + puy 2y T2 =
z2=1=X—p)zo+ Az1 + pzy NABXAC

Als A(z1,y1,21), B(za,y2,22) en C(x3,ys3,23) 3 niet op 1 %P(&U}X\)
B

lijn liggende punten zijn, dan geldt dat AB x AC loodrecht
staat op vlak Y opgespannen door A, B en C' — 40 54
AP-(ABx AC)=0<

(x =21,y —y1,2— 21) - [(T2 — T1,92 — y1,22 — 21) X (23 — T1,¥3 —y1,23 — 21)] = 0 —

r—r1 Y-y z2—2
Viloe—21 y2—y1 22—21 | =0
I3 —T1 Y3 — Y1 23— 21

Stel: Py(xo, Yo, 20) is een punt van vlak V met 7 = (a,b,¢c) L V —
- PP =0<% (a,b,c) (v —20,y —yo,2—20) =0—

’V:a(x—x0)+b(y—y0)+c(z—z0):O‘

Stel: —axg —byg — czp =d —

’V:ax-f—by—f—cz—i—d:()‘

Stol: Vi:iaix+ by + c1z +dy = 0 snijdt Vs : asx + bay + coz + do = 0 onder hoek 6 .
— ﬁl = (al,bl,cl) 1 V1 en ﬁQ = (CLQ,bQ,CQ) 1 V2
|ﬁ1 . ﬁ2| = ‘ﬁ1||ﬁ2| cosf —

laiag + b1ba + crez]
Va? + 8+ 3\ a3 + 03 + 3

cosf =

Stel: Py(zo,y0,20) €V :iax+by+cz+d=0AA LV |]i|=1—

PP i = |( ) ( “ b ‘ >’<:>
‘1| = |(z1 — ®0,Y1 — Yo, 21 — 20) * , ,
’ N N/ ey = e AV ey e A /= g
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_lax1 +byr + cz1 — axo — byo — czo
Va? + b2 + 2
PoeV —saxg+by+czg+d=0—

| PP - il

_laxy +byr + cz1 + d

Va2 + b2 +c?

Analoog voor de afstand tussen 2 parallelle vlakken Vi : ax + by + cz+dy = 0 en V5 :
ax +by+cz+do =0:

d(Pi(z1,y1,21),V)

|dy — di|
Va2 + b2 + 2
Als Py(xo,yo0,20) en P(x,y,z) punten van een lijn [ || 7 = (a,b,c) zijn, dan geldt analoog
aan het platte vlak:

d(V1,V2) =

T =T+ Aa
l:8 y=yo+ A
z =20+ Ac

Als | | X-as, Y-as, Z-as, dan is [ te schrijven als:

T—Zo _Y—Y _ 22— %0

l:
a b c

Analoog aan het platte vlak geldt voor de lijn door de punten A(zg,yo, 20), B(x1, Y2, 22) en
P(z,y,2):

r=Arg+ (1 — Ny
l:] y=Xyo+(1-Nun
z=An+(1—-XN)=n

Als | |y X-as, Y-as, Z-as, dan is [ te schrijven als:

[T _ Yy 22
T — a1 Yo — Y1 20 — 21
Y (x,y)

Voor een cirkel met MP C(xq,y0) en straal r geldt:
CP-CP=r’s r
(93_$07y_y0)'(x_37073/_yo>:T2_> C
Vergelijking van een cirkel:

0 N~ X

2

(z—20)*+ (y—wo)* =7

Als P(r,0) een punt is van een cirkel met MP C(r1, ¢)

en straal a, dan geldt: OP—-0C =CP — Plre)
(QP —qOC’) ~£OP - oQ0) =CP-CPe .

OP-OP +0OC -0C —20P -0C = CPCP < |OP|? + c

|OC|? — 2|OP||OC| cos(0 — ¢) = |CP|> —

Poolvergelijking van een cirkel: o \/

72 4+ 12 — 2rry cos(0 — ¢) = a®
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MP=0O=7r1=0—r=a ¥
MP= (a,0) = r? + a® — 2racos = a?> — r = 2acosf
MP= (a, 37) = 7%+ a® — 2racos(§ — 37) = a> — r = 2asin6

Voor een cirkel met MP (xq,y0) en straal r geldt:

Plx,y)

sinp = (y —yo)/r Acosp = (x — xg) /T — o~

Parametervergelijking van een cirkel:

Yy =1yo+rsing

{ T =g+ 1rcosp

X

y=mr+nnz?+y?=r > m*+ D22 +2mnz+n2=r)=0—-D=r*m?+1)—n? —

D > 0= n?<7r?(m?+1) : 2 reéle snijpunten
D =0= n?=7r%(m?+1) : 2 raaklijnen met RC m:

y=mxErvm?+1

d
dx Z1,Y1 Y1 n

Vergelijking raaklijn in punt (z,y;) van een cirkel met MP in O en straal r:

2

T +Yyr =7r

Cr 2>+’ +ax+biy+cr=0Nc: 2> +y2 +asx +by+co=0—

Vergelijking snijlijn van 2 cirkels:

(a1 — az)a + (b1 — ba)y + (c1 — ) = 0

De macht m van een punt P(z1,y1) t.o.v. ©(M,r) wordt gedefinieerd als:

m = PM° — 2

M(a,b) = PM° = (z1 — a)% + (y1 — b)2 —

WQ—T2:(x1—a)2+(y1—b)2—r2

Plx,%)

Voor elk punt P(z,y) van een parabool geldt:
D(P,F)=d(P) <

VE =2 +y?=a+3p —

Vergelijking van een parabool:

y2 = 2px
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r=BP=CF+FA=rcos(mr—¢)+p=p—rcosp —

Poolvergelijking van een parabool:

_ p
p—=_— £
14 cosp

y=mx+nNy? =2pr = mx? +2(mn —p)r +n?=0—

2 2,2

D= (mn—p)?-m?n? = D=0= (mn—p)?=m?n?<n=p/2m —

Vergelijking raaklijn met RC m:

ly=ma + (p/2m)|

d
2ydy:2pdx—><y> :ﬁ—)y—ylzg(aj_xl)_)
x T1,Y1 1 Y1

Vergelijking raaklijn in punt (z1,y;) van een parabool met brandpunt F(%p, 0) en richtlijn
l:y= —%p:

vy = pla + 1)

P2.y)
Voor elk punt P(z,y) van een ellips geldt:
PFy + PFy = 20 < _—aef" @

Y
2
70
Vie—2)2+9y2=2a—/(z+c)2+9y2 < E 9] TE X
(a2 — 2)z? = a?(a® — 2) — a2y? 2

Substitutie van a? — ¢ = b? geeft de

Vergelijking van een ellips:

In APFF, geldt: (2a —17)% = 4c? + 12 — dercos(m — ) < a? — ¢ = r(a + cos )

De excentriciteit e wordt gedefinieerd als:

e =

a

a(l —e?)

b2 2
b2:a2—02—>:a<1—c> =a(l—¢e*) = b =r(a+aeccosp) »r=—"
a a 1+ecosy

r=— 2
1+ ecosy

y =mz +nNb%z? + a®y? = a®b* — b*2? + a*(m?2® + 2mnz + n?) — a?V? =0 —

D = a*m®n? — (b + a®>m?)(a’*n? — a®?) = D =0 = n = Va?m? + b —
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Vergelijking raaklijn met RC m:

y = mx = Va*m?2 + b2

2 2
a2 b? dx dx ) 41
Vergelijking raaklijn in (z1,y1) van een ellips met brandpunten Fj(c,0) en Fy(—c,0), halve
lange as a en halve korte as b:

rry Y1

2 T ! Y|
Voor elk punt P(z,y) van een hyperbool geldt: ‘ = P(x.9)
|PFy — PFy| = 2a < Iy

(62 _ a2)x2 _ a2y2 — a2(62 _ a2)

Substitutie van ¢? — a? = b? geeft:

Vi =+ =a+cP +y? 2 s E Q %

Analoog aan de ellips geeft y = maz +n N b%x? — a®y? = a?b? de
vergelijking van de raaklijn met RC m:

y = mx + Va*m?2 — b?

Analoog aan de ellips volgt uit (2z/a?) — (2y/b?)(dy/dz) = 0 voor de vergelijking van de
raaklijn in (z1,y1) van een hyperbool met brandpunten Fi(c,0) en Fy(—c,0), halve lange as
a en halve korte as b:

T yyl_l
b

y =mz Nb%2? — a®y? = a®b? — (b — a?m?)2? — a®b? = 0 — 215 = +abVb? — a?m? |
v’ # a*m? — b? = a®>m? = x1 2 = +00 — asymptoten van H(Fy, F3):

Homogene Cartesische codrdinaten van een punt P(z,y) zijn die codrdinaten (x1, x2, x3)
van P waarvoor geldt:

X1 i)
r="2 A y=2
T3 L3
Analoog voor een punt P(x,y, z) in de ruimte:
I i) I3
r=— N y=— AN z=—
Tyq T4 T4




Stel: Pg = (z,y) en Py = (2/,3y'), met X-as || X'-as en
Y-as || Y'-as —

Als Ogr de codrdinaten (o, yo) in S heeft, dan geldt:
OP OO’ O’P@azz—l—yg —xoz+yo]+xz+y] &
xi+yj = (w0 + )i + (yo +')J —

Transformatievergelijkingen van het vlak:

=z —x0
Y =y—1w

Als (2/,4y',1) de homogene coérdinaten van P zijn t.o.v. S’ en (z,y,1) die t.o.v. S, dan is

dit in matrixvorm te schrijven als:

x 1 0 —=x9 T
vy =101 —y Y
1 0 O 1 1

Hierin iss de middelste matrix de translatiematrix My voor S — S’, met det(Myp) = 1.

Analoog geldt voor de transformatievergelijkingen van de ruimte:

T =x—xp
Y =y—1o
Z=z—2
In matrixvorm is dit te schrijven als:
2! 1 0 0 —x9 x
y | _| 010 —y y
2z 000 —z z
1 0 0 0 1 1

Als Z(S S") =6, met Og = Ogr, dan geldt:
z’ = cos i + sin 0]
j = cosfj — sin i

zit+yj=ai+y'§ = @' (cos 07 + sin 07) + ¢/ (cos 0] — sin 07) <

zi4yj = (2/ cosf — i/ sin0)i + (2’ sin 0 + y cos 0)] —

x =x'cos — 1y sinf
y = a'sinf + 4y cos b

Rotatievergelijkingen van het vlak:

Yy = —ssinf + ycosf

{ ' = xcosf +ysinb
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In matrixvorm is dit te schrijven als:

x cosf sinf 0 x
y | = —sinf cosf 0 Y
1 0 0 1 1

Hierin is de middelste matrix de rotatiematrix Mp voor S — S’ met det(Mp) = 1.

Als in de ruimte de richtingscosinussen van i, j en k t.ov. S resp. (cosfi1,cosbi2,cosby3),
(cos Ba1, cos Bag, cos fa3) en (cos b31, cos O3, cos O33) zijn, dan geldt:

i’ = cos 9111 + cos 912j + cos 6131{:
j' = cos 9211 + cos 922] + cos Hggk —

k' = cos 031;4— cos 9325 + cos 9331_5

Ti + y]—l— 2k =o' + y'g —|— S = (0089112 + 005012j + cos&lgk:)
y'(cos 0217 4 cos 093] + cos 923l<:) + 2'(cos 0317 + cos 03] + cos 933k)

2’ = xcos by + ycosbis + zcos b3
1y = xcos a1 + 1y cos b + 2 cos fo3
2/ = xcos 31 + ycosbzs + 2 cos O33

In matrixvorm is dit te schrijven als:

z cosfi; cosfia cosbiz 0 T
y cosfly; cosblas cosbes 0 Yy
z cosf31 cosfzy cosfsz 0 z
1 0 0 0 1 1

Voor de produkttransformatie S 255" 5 S van het vlak geldt:

x! cosf sinf 0 x x" 1 0 —x9 x’
y | =] —sinf cosf 0 y ALY =101 —y y | =
1 0 0 1 1 1 0 0 1 1
" 1 0 —=x9 cosf sinf 0 x
' |=10 1 —y —sinf cosf 0 y | —
1 0 0 1 0 0 1 1
" cosf sinf —xg z
7 | =| —sinf cosf —yp Yy
1 0 0 1 1

Analoog voor de produkttransformatie S K 61 L 8" van de ruimte:

i cosf1; cosBia cosbi3 —xg x
y" | | cosbar cosfa cosbaz —yo Yy
2" | | cosfs; cosfsy cosbsz —zp z

1 0 0 0 1 1
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Voor een spiegeling van het vlak in de Y-as resp. X-as geldt:

= —x =z
/ /\ /
y =y y=-y

In matrixvorm is dit te schrijven als:

—x -1 0 O x T 1 0 O T
Y = 0 1 0 Y A -y | = -1 0 Y
1 0 0 1 1 1 0O 0 1 1

Analoog geldt voor een spiegeling van de ruimte in het XY-vlak resp. X Z-vlak resp. XY-
vlak:

= —x =z ==z
=y AN JY=—y A Y=y
z z =

/

SRS S
I

I
N
w
\
|
w

In matrixvorm is dit te schrijven als:

—x -1 0 0 0 x T 1 0 00 T
y:OIOO y/\—y:O—IOO vyl A
z 0 0 10 z z 0O 0 10 z

1 0 0 01 1 1 0O 0 01 1
T 1 0 0 O T

y | [0 1 0 O Y

-z | | 00 -1 0 z

1 0 0 0 1 1

Het produkt van 2 willekeurige spiegelingen komt steeds overeen met een rotatie.

Een stijve transformatie is een transformatie waarbij geldt dat de afstand tussen 2 punten
invariant is. Translaties, rotaties en spiegelingen alsmede produkten van deze zijn stijve
transformaties.

Elke stijve transformatie 1" kan beschreven worden d.m.v. de matrix

a b c
T=|c d f |,meta®?+=1AV+d>—-1 A ab+cd=0
0 0 1

(a? + ) (b2 + d?) = a?b® + a®d®> + b*°2 + 2d? = 1
(ab + cd)? = a®b? + 2abed + ¢*d* =0
(ad —bc)? =1—

} — a?d? — 2abed + B*c? =1 <

ad — bc = £1
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De kegelsneden worden gedefinieerd als de grafieken van de algemene 2-de graads vergelij-
king in 2 veranderlijken:

ax? + 2bxy + cy? + 2dx +2ey + f =0 a,b,c,d,e, f € IR

In matrixvorm is dit te schrijven als:

a
(z,y,1)| b
d

QO o o
~ 0O
<
Il
(@]

a b
b ¢

b
(:c,y)(Z C)(;j):axQ—l—bey—i—cf

Daar F een symmetrische matrix is, geldt” R~!FR =

De matrix F = ( > genereert de kwadratische termen:

A0
0 A
den van F' en R een matrix waarvan de kolommen de eigenvectoren zijn behorende tot A; en
Xo. Als de eigenvectoren genormaliseerd worden, dan geldt voor R: R~' = R”, zodat R een
rotatiematrix voorstelt.

De rotatie transformeert de kegelsnedevergelijking in een vergelijking zonder de z’y’-term:

, met A1, Ao de eigenwaar-

a b d x’
'y DRT| b ¢ e |R| v |=0s
d e f 1
)\1 0 d/ ac’
@y 1) 0 X € y | =0e Mo+ Moy +2d2" +2e'y +f=0
d e f z

Als Aq, A2 # 0, dan transformeert deze vergelijking d.m.v. een translatie van de oorsprong
(—=d'/A1,—€'/A2) in S’ naar S” in een zgn. canonieke vorm:

1 0 0 M0 d 1 0 —d/\ !
(=" y" 1) 0 10 0 X ¢ 0 1 —¢/X v | =0e
—d//)\l —6//)\2 1 d/ 6/ f 0 0 1 1
A1 00 x” SR
(xll yl/ 1) O )\2 O y/l — O f/ - _ - + f =
A1 A2

0o o f 1

’)\11‘”2 + )\2?/”2 + f/ =0

Als A1 # 0 en Ay = 0 (of omgekeerd), dan transformeert de vergelijking d.m.v. een translatie
van de oorsprong (—d'/A1, (3d?/e'A1) — 3 f/€’) in S’ naar S” in een canonieke vorm:
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1 0 0 MO0 10 —d/\ 2
12
(" y" 1) 0 " . 0 00 ¢ 01 2--4 y' | =0s
—d'/\ 2ea; 30 1 d e f 00 1 1
A 00 d
@y 1) 0o 0 ¢ "1=0&
0 ¢ 0 1

’)\11/,//2 + 2ely/l =0

y =max Nax? +2bzy +cy? +2dx +2ey + f =0 —

(a+2bm+cem?)z? +2(d+em)z+f=0—a+2bm+cm? =0=

y = max heeft 1 snijpunt met de kromme.

De waarden m; en ms heten de asymptotische richtingen van de kegelsnede. De vorm
van de kegelsnede volgt nu uit de waarde van b* — ac:

b> — ac > 0 = hyperbool, b?> — ac = 0 = parabool, b?> — ac < 0 = ellips.

Een algebraisch oppervlak is een oppervlak dat bepaald wordt door een reéle polynoom
in de variabelen x, y en z, die voldoet aan de vergelijking:

f(.’E,y,Z) =0

Een kwadratisch oppervlak is een algebraisch oppervlak van de 2-de graad:

ax? + by? + cz? + 2fyz + 2gzx + 2hxy + 2rx +2sy + 2tz +d =0 | a,b,c, f, g, h,7,5,t,d € IR

Door een geschikte rotatie en/of translatie van de codrdinaatassen is de vergelijking te trans-
formeren in 1 van de 2 canonieke vergelijkingen:

Ax? + By*+C22 =0
Az? + By +Cz=0

De ellipsoide is het kwadratisch oppervlak
met vergelijking:

2 2 2
x Yy z
2tptaT!
Voor de vergelijking van het raakvlak
in het punt (z1,y1, 21) geldt:
rr1 | Yy 74
2ttt

Voor a = b = ¢ = r ontstaat een boloppervlak:

2+ y? + 2% =02
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Voor de vergelijking van het raakvlak
in punt (z1,y1,21) geldt:

xx1 +yyr + 221 =1

De 1-bladige hyperboloide is het kwadratisch oppervlak
met vergelijking:

Voor de vergelijking van het raakvlak
in punt (z1,y1,21) geldt:

Trry Yy zz1

a? b2 c?

De 2-bladige hyperboloide is het kwadratisch oppervlak
met vergelijking:

:E2 y2 22

a2 2
Voor de vergelijking van het raakvlak
in punt (1,1, 21) geldt:

R -
@ e e !

De kwadratische kegel is het kwadratisch oppervlak
met vergelijking:

2 2
T
72+y7—2:2:0
a

Voor de vergelijking van het raakvlak
in punt (z1,y1,21) geldt:

Trx] Yy

oI 2 =0
a? b2

De elliptische paraboloide is het kwadratisch oppervlak
met vergelijking:

.1'2 y2

g+b—2—cz20
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Voor de vergelijking van het raakvlak

in punt (z1,y1,21) geldt:

XTI

a?

Yy

b2

—3c(z—21)=0

De hyperbolische paraboloide is het kwadratisch oppervlak

met vergelijking:

2

8

2

Voor de vergelijking van het raakvlak

in punt (z1,y1,21) geldt:

De elliptische cylinder is het kwadratisch oppervlak

met vergelijking:

2

2

Voor de vergelijking van het raakvlak

in punt (1,1, 21) geldt:

X y
?+b72_1_0
xrxy Yy1
?+b72 1

De hyperbolische cylinder is het kwadratisch oppervlak

met vergelijking:

Voor de vergelijking van het raakvlak

in punt (z1,y1,21) geldt:

2 2
%_i_lzo
a b2

xx] Yy 1
a2 b

De parabolische cylinder is het kwadratisch oppervlak

met vergelijking:

12

—cz=0
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Voor de vergelijking van het raakvlak

in punt (z1,y1,21) geldt:

zx1 — 3c(z1+2) =0
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Differentiaal Meetkunde

Stel: X is een monotone continue functie van ¢t op een interval I van de X-as met bereik
V —

X heeft een inverse functie X gedefinieerd op V : t = X" (z) —

y=Y(t) =Y (X"™(x)) = f()

De parametervoorstelling van de functie y = f(x) wordt gegeven door:

De parametervoorstelling is in vectorvorm te schrijven als:

2\ _ (X0 .
(o)) = =

Hierin is 7 de plaatsvector van het punt met codérdinaten X (t) en Y (¢) en t de parameter.
De bijbehorende kromme wordt in de pos. richting doorlopen als de parameterwaarden
toenemen.

Stel: z = X(t)Ay=Y(t) |y = f(z) =

dy —df dX df dY/d
y_f{X(t)}_Y(t)%cﬁ_cgc'cﬁ%di_dXﬁdff
Stel: dX/dt = X(t) AdY/dt =Y (t) —

df  Y(t)

dr — X(t)
af d [y dfY®)| 1 YOX(®)-ymXe 1
da?  dr | X(t) [ dt | X(¢) [ X(t) X2(¢) X(t)

@Pf _YXWt)-YHX®)
da? X3(t)

Als bij poolcosrdinaten (¢, 7) de voerstraal r gegeven is als functie van ¢ in de vorm van
r = p(p), dan stelt dit de poolvergelijking van de kromme woor.

Y
T =17Ccosp x = p(p)cosp = X(p)
{ y=rsing { y=ple)sing=Y(g) =
na @ _Y(e) _ p@)sing+p(p)cose _ p(p)tanp+p(e) r
dr — X(p)  p(p)cosp—plp)sing  p(p) — p(p) tany @
tano —tany  p(p) + p(p) tan? 0

an an(a = ¢) 1+ tanatang  p/(¢) + p'(p) tan? gp

g P

tan
P ()

206



¥
NG AY:
Stel: K :y = f(x) | f continu op |[a, b] T ‘
Als [a, b] verdeeld wordt in n deelintervallen met lengte g
Ax; = x; — x;—1, dan geldt voor de bijbehorende y-waarden:
yi — yi—1 = Ay; — Lengte bijbehorende koorde is dan:
Ay \ 2 0 ax, X b
Ac; =/ (Ax;)? + (Ay;)2 =4/ 1 L) Az i
o \/(:c)+(y) +(Aaci> T
L L Ay;\?
le 1 K gel : =1 Ac; = 1 1 Ax;
Voor de totale lengte van K geldt dan: o(a, b) nl_}I?gO; o nl_}r&% + (A%) Ti —

b
o(a,b) :/\/1+f’2(a:)da:
Het lijnelement ds van K : y = f(x) wordt gedefinieerd als:

ds = /1 + f?(x)dx

. 2
Stel: { x:é(t) — ds = 1+{§8} X (t)dt =/ X2(t) + Y2(t)dt —

o(a,b) = /2\/X2(t) +Y2(t)dt

{ z = R(p)cosp = X(p) _>{ X(p) = R'() cos o — R(p) sin
Y

y = R(p)sinpg =Y (p) (p) = R'(p)sinp — R(p) cos
P2
olab) = [ /B2 (0) + R2(p)dg
P1

De kromming k van een cirkel met straal R wordt gedefinieerd als:



Uit Ao = RAa(o) volgt voor de gemiddelde kromming q .
van een willekeurige kromme tussen 2 punten P en Pi: N r//—'—
B )_l_ Aa(o) AY:
TR Ao AX;
De kromming k(o) in een punt P met booglengte o
) . Aa(o)
wordt nu gedefinieerd als: k(o) = Al(ljgo Ao
0 ax, % b I
da
k(o) = —
(o) =

De kromtestraal R(o) wordt gedefinieerd als de absolute waarde van het omgekeerde van
de kromming van de zgn. kromtecirkel:

Stel: K : 7(t) = @((f))) S () = (ifég) L ) = X0 1 720

Als 7(t) aangrijpt in een punt P € K, dan is 7(t) dus een raaklijnvector in P aan K. Daar
Y (t)/ X (t) de tangens van de hellingshoek van 7(t) is, wordt de tangeltiéle eenheidsvector

T'(t) gegeven door:
S 1 X@)
T(t) = .
" Xﬂu)+Y@@)<Y@)

Stel: t =0 — |F(0)] =1 —

Als /(T(t), Xas) = a(t), dan geldt: T(t) = (::’jg((g) R f(t) _ ( ¥(t) sin a(t)) N

T(t) - T(t) =0 — T L T(t)

Als o = a(t), dan wordt de normale eenheidsvector N (a) gedefinieerd als:

Stel: a = o — [T(0)] = c(o) = k(o) —
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da*  da ds™  da/dt .
ko) = do — dt do  ds/dt = k()

_Y(t) a(t) XY@ -Y@®)X(t)
tan Oé(t) = X(t) — (308204(t) - Xg(t)
(1) = XY () -y X)) 1 XY (t) - Y () X(t)
a = X2(t) 1+ {Y2(t)/X2(t)}  X2(t)+ Y2(t)

Substitutie van &(t) en ds/dt = \/ X2(t) + Y2(t) in k*(t) geeft:

o) - KOV - Y0X(
{X20) + V2(0)}

Stel: t =0 = X%(0) +Y%(0) =1 = X(0)X(0) + Y (0)Y(6) =0

-1
Analoog voor k(o) = X(a) {X(U) ;;EZ% — Y(a)} —
k(o) = Y(o _ _X(O’
X(o Y (o)

k(o) = /X2(0) + V2(0)

Stel: K:y=f(x)ANt=2— X(@)=2AY(z)= f(z) —
X(@)=1AX(@)=0AY(z)= fl(x) ANY (z) = f"(z) —

f"(=)
= e

Stel: K : 1= plg) Ao = 5(g) | 9 = 57(0) > alp) = a{s™(0)} = 0*(0) =
_ do* da/dy _ g

k(o) =——= i /dy k()
_ ple L do _ pP(p) — ple)p"(»)
WO = ) T de T P
a0 p(p) — p(e)p"(¢) . 1 _ 2@ —pe)"(e)
dy p?(p) 1 + tan®0(p) P2 () + P (¢)



da o d0_ pA0) +20%(0) — ple)P"(¥)
dip dip P2(e) + p(p)

Substitutie van da/dyp en ds/dp = \/p*(¢) + p"?(p) in k*(p) geeft:

p(0) + 20" (¢) — ple)p" ()
{p?(p) + p?(p)}3/?

k(o) =

Analoog aan een vlakke kromme kan een ruimtekromme worden weergegeven door een pa-
rametervoorstelling:

T=X(t) A y=Y() A z=Z()]

In vectorvorm is dit te schrijven als:

y|l=|ve| e i=r@

Als P(X(t9),Y (to), Z(to)) en Q(X (to + At), Y (to + At), Z(to + At)) 2 punten zijn van een
kromme K : 7 = 7(t), dan zijn de richtingsgetallen van de rechte lijn door P en @ te
X (to + At) — X(to) Y(to + At) — Y(t()) Z(to + At) — Z(to)

At ’ At At
Als P via K naar Q nadert, dan gaat de koorde PQ over in de raaklijn in P aan K, met als
vergelijking:

schrijven als:

— g = g = -

#y) = X(to) +1X(0) iy Xy oyt~ Yit) ()~ Z(to)
X (to) Y (to) Z(to)

):l‘o/\Y(tQ :yo/\Z(tQ) :Zg/\X(to) :i'o/\Y(to) :y'o/\Z.(to) = Zy —

ot
D
@,
>
~
(=]

rT—%o Y—Yo )

Zo ) 20

Het normalenvlak in P op de kromme K wordt gedefinieerd als het vlak door P loodrecht
op de raaklijn in P aan K.

T—To Y—1Yo 7o
= — ©y—90=;0(35—$0)—>

To Yo
Voor het normalenvlak geldt dan: y — yo = —[Z0/90](z — x0) < (¥ — yo)Yo = —Zo(x — x0)
Analoog geldt: (y — yo)yo = —Z0(z — 20) en (xz — xo)do = —Z0(z — 20) —

Optelling en deling door 2 geeft de vergelijking van het normalenvlak:

’ (x —x0)Zo + (¥ — Y0)vo + (2 — 20) 20 = 0‘
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Analoog aan een vlakke kromme geldt voor de lengte van een ruimtekromme

K:o=X{t)ANy=Y{t)Nz=Z(t)
o(a,b) :/\/X2(t) L Y2(t) + 22(t)dt

t1

t=x—K:x=zA

N ()
dx dzx

‘U)

2
R
=

I
\@
«

—_

+
7N

Stel: t =0 — K : 7(0) =

Uit X (0)X (0)4Y (0)Y (0)+Z(0)Z(c) = 0 volgt voor de hoofdnormaalvector 7(c) = j:(o):

De kromming (o) van K in punt P wordt nu gedefinieerd als de lengte van T'(c):

w(o) =/ X2(0) + V2(0) + 22(0)

A0 db

Als P(0) en Q(o 4+ Aco) 2 punten van K zijn en /(T(0),T(0c + Ao)) = Af, dan is dit
equivalent met:
wo) = Aos0 Ao do

Voor de eenheidshoofdnormaalvector N (o) in P geldt nu:
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De eenheidsbinormaalvector B (o) in P wordt gedefinieerd als:

B(o) = T(a) x N(o) rectificerend viak

. . . Ormalenviak
De vectoren T'(c), N(o) en B(o) hebben dus allen de

lengte 1 en staan onderling loodrecht op elkaar. Het vlak
door P loodrecht op T(c) heet het normalenvlak, het
vlak door P loodrecht op N (o) het rectificerend vlak
en het vlak door P loodrecht op B(c) het osculatie-
vlak. De door de 3 vectoren gevormde drievlakshoek
heet het triéder van Frenet-Serret.

Daar T'(c), N(o) en B(o) onderling loodrecht op elkaar
staan, geldt:

dtievidk

—

T(6) = N(o) x B(6) A N(o)= B(o) x T(0)

Uit N(o ( )/k(0) volgt de Eerste formule van Frenet-Serret:

T(0) = w(0)N(0)

—

1B(o)| =1 B(o)- B(o) =1 B(0) - B(o) =0 — B(o) L B(o)

B(o) L T(0) = B(o) - T(0) =0 — B(o) - T(0) + B(o) - T(0) =0 &
B(o) - T(o) + #(0)B(0) - N(0) = 0 & B(o) - T(0) = 0 = B(o) L T(0)

Daar B( ) en N (o) beide loodrecht staan op zowel B(c) als T(c), is B(o) dus evenredig
met N(0) — Tweede formule van Frenet-Serret:

E(U) = —7(0)N(0)

Hierin heet de evenredigheidsfactor 7(o) de torsie.

N(o) = B(0) x T(0) + B(0) x T(0) = —1(c){N(0) x T(0)} + x(0){B(c) x N(o)} —

Derde formule van Frenet-Serret:

N(o) =7(0)B(0) — k(c)T (o)

Analoog aan de kromming geldt voor de torsie als P(o) en Q(o + Ac) 2 punten van een
kromme K zijn met /(B(0), B(oc + Ac)) = Ay:

im B¢ _de
A0 Ao do
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Als P(t0) een punt is van een kromme K : 7= 7(t), dan geldt voor een omgeving van P:

X(to+ h) = X(to) + hX (to) + 3h* X (to) + - - -=Xo + hXo + $h*Xo + - --
Y (to + h) = Y(to) + hY (to) + $h*Y (o) + - -+ =Yo + hYy + $h*Yo + - --
Z(to+ h) = Z(to) + hZ(to) + h?Z(to) + -+ =Zo+ hZo+ $h*Zo + - -

Voor een willekeurig vlak V' door P geldt: V : A(x — Xo) + B(y — Yo) + C(2 — Zp) =0

V snijdt K in punten met plaatsvector (X (to+h),Y (to+h), Z(to+h)), waarbij de h-waarden
volgen uit:

A(hXo+ih2Xo + ) + B(hYo + sh?Vo + - ) + C(hZo + 30?2y + ) =0 &

h(AXo + BYb + CZ()) + %hz(AXo + BYb + C'Zo) +---=0

Hieraan voldoet h = 0, daar deze waarde correspondeert met P als snijpunt; als A, B en C
zo gekozen worden dat AXy+ BYy+ CZy=0en AXy+ BYy + CZy = 0, dan heeft V met
K 3 punten gemeen die met P samenvallen en stelt het osculatievlak voor.

Eliminatie van A, B en C geeft voor de vergelijking van V:

x—Xo y—Yo z—2
X, Y Zo |=0
Xo Yo 2

Als P(X(to),Y (to), Z(to)) een punt is van een oppervlak S : F(x,y,z) = 0, dan is een
raaklijn in P aan S een raaklijn aan een kromme K : 7(t) = (X(¢), Y (t), Z(t)) die geheel op
S ligt. Het raakvlak in P aan S is dan het platte vlak gevormd door alle raaklijnen in P aan
S. Voor de raaklijn in P aan K geldt dan:
.T .X(to) = y g Y(to) = z D Z(to) <:>X(t0) :x—xo/\Y(t()) :y—yoAZ(to) =Z— 20

X (to) Y (to) Z(to)

oF dX OF dY OF dZ
it K lgt: F{X(t),Y(t),Z = T E
Uit K € 5 volgt: F{X(1), Y(1), (1)} =0 = Oox dt + Oy dt + 0z dt 0=
In punt P geldt: iX0+i%+ or Zo =0
axo 8y0 820

Substitutie van X (to),Y (to) en Z(ty) geeft dan de vergelijking voor het raakvlak in P aan
S:

oOF oF oF
(w *ifo)aixo +(y — yO)aTJo + (2 — 20)8720 =0
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Stel: S:z = f(z,y) = f(z,y) —2 =0 = F(z,y,2) = f(x,y) -2 = 0F/0xg = -1 —
Raakvlak in P aan oppervlak S : z = f(z,y):
_ of /
z—z0=(x xO)aT:oJr(y yo)aT/0
Stel: z = f(z,y) = dz = %dx+%dy:pdx+qdy
Ox oy
Overgang op kromlijnige codrdinaten (u,v) geeft: = f(u,v) Ay = g(u,v) A z = h(u,v) —
_0:_0s 0w 0z o0
P= %z " ou 9z T ow Bz
0z Oz Ou 0z Ov
q:7:7‘7+7'7
dy Ou Oy Ov Oy
Differentiatie van = = f(u,v) en y = g(u, v) naar x geeft:
08 o 0f o
~ Ou dx Qv Oz N
099 Ou_ 9g Ov
Ou Or Ov Oz
Ou dg/0v A v dg/0u o
0r ~0F 05 9F " o~ 07 0y _0y 0F
ou Ov Ou Ov ou Ov Ou Ov
ou _ dy/ov Ao dy/Ou L 9y, 2)/0(u,v)
ox ~ O By Oy 0w " ox~ O By Oy B P " 9(wy)/0lu.v)
Oou Ov Ou v Oou Ov Ou v
Differentiatie van z = f(u,v) en y = g(u,v) naar y geeft:
o 2f ou_ 9f ov
~Ou Oy Ov Oy _
|29 w9y oo
COu Oy Ov Oy
Ou af /ov A v of /ou o
oy 99 Of 0f 09 oy 0Of 99 Jg Of
ov Ou Ov OJu ou Ov Ou Ov
Ou Oz /v A v Ox/du . _ 9(z,2)/0(u,v)
oy~ Oy 9z 0z 9y " oy 9a By By B 1T " a(ay)/o(uv
ov Ou Ov Ou Oou Ov Ou v

De vergelijking van het raakvlak in een punt (zg,yo,20) van een oppervlak z = f(z,y) bij

kromlijnige codrdinaten is van de vorm:

d(y, z) d(z, ) o(r,y)
(- xo)ﬁ(u, v) + =) d(u,v) +(z- ZO)@(U, =0
Stel: z = f(z,y) = dz = gidm + g‘;dy

Als P(z,y,z) een raakpunt is van z = f(x,y) en Q(X,Y, Z) een willekeurig punt van het
raakvlak in P, dan geldt: de =X —axAdy—Y —yANdz —2Z — 2z —
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Vergelijking van het raakvlak in P(z,y, z) aan het oppervlak z = f(z,y):

Z—z:(X—x)gf—i-(Y y)ng;

Stel: p=0f/0x AN q=0f/0y —

Z—z=p(X —x)+qY —y)]

Als P(z,y, z) een punt is van het oppervlak f(x,y,z) = 0 en ¢(z,y,2) = 0 is een 2-de opper-
vlak dat ook door P gaat, dan hebben f en ¢ een gemeenschappelijke doorsnijdingskromme
die door P gaat. Uit f(z,y,2) =0 en ¢(z,y,z) = 0 volgt:

af L0 O <8f of , . Of )2 _
Af = 8d+6d+2'8d+8d+0d +--=0
_Op,  Op,  Op (690 op ,  Op )2 _
Aw—awdm+ad+ad+2'ad+ad+ad +---=0
Substitutie van de = X —x Ady =Y —y ANdz = Z — z geeft:
of 8f of
(X a5+ (¥ =95 +(Z =250 =0
Iy dp dp _

Hierbij is (X, Y, Z) een willekeurig punt van de raaklijn aan de doorsnijdingskromme en stelt
elke vergelijking een plat vlak voor. Daar de 1-ste vergelijking niet verandert als ¢ verandert,
ligt de raaklijn aan de doorsnijdingskromme steeds in hetzelfde vlak —

Vergelijking van het raakvlak in P(z,y, z) aan het oppervlak f(z,y,z) = 0:

of of of

(X = a)gy + (¥ =y)g +(Z=2)5 =0

Voor de normaal die in punt P loodrecht op het raakvlak staat geldt dat de coéfficiénten van
het raakvlak evenredig zijn aan de richtingscosinussen van de normaal op dat vlak —
Vergelijking van de normaal in P(z,y, z):

X—az Y-y Z-z B
ofjox — 0fjoy  Of/0z flz,y,2) =0
X—z Y-y Z-=z B

p  q -1 2= f(z,y)

De vergelijking van de raaklijn in punt P(z,y, z) aan een ruimtekromme is te schrijven als:

X—xz Y-y Z-z
de  dy  dz

Hieruit volgt voor de vergelijking van het normaalvlak in P(x,y, z) loodrecht op de raaklijn:

(X —2)dz + (Y —y)dy + (Z — 2)dz = 0
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De vergelijking van het osculatievlak in P(x,y, z) is te schrijven als:

X—z Y-y Z—=z2
dx dy dz =0
d’x d?y d’z

De hoofdnormaal is de snijlijn van het osculatievlak en het normaalvlak:

X—z Y-y Z-=z

2z dPy A2z

Daar het rectificerend vlak loodrecht op de hoofdnormaal staat, geldt voor de vergelijking
van het rectificerend vlak:

(X —2)d?x+ (Y —y)d?>y + (Z — 2)d*2 =0

De binormaal is de snijlijn van het rectificerend vlak met het normaalvlak en staat loodrecht
op het osculatievlak:

X -z _ Y -y _ Z—z
dyd?z — dzd?y — dzd?x — ded?z  ded?y — dyd?x

Stel: P(z,y,z) en Q(xz + Ax,y + Ay, z + Az) zijn punten van een ruimtekromme K, met
bgPQ = As —

Ax/As =~ cos(/PQ, X-as) — dx/ds = cos(/raaklijn, X as)
Analoog voor dy/ds en dz/ds m.b.t. de Y-as resp. Z-as.

Hierbij is ds een stukje van de raaklijn en niet van K, en is dz, dy en dz de projectie van ds
op resp. de X-, Y-en Z-as —

’ds2 = dz? + dy® + dz?

De richtingscosinussen a, b en ¢ van de raaklijn aan een kromme zijn te schrijven als:

Vergelijking van een raaklijn in punt (z,y, z) aan een ruimtekromme:

X—xz Y-y Z-=z
a b ¢

De vergelijking van het normaalvlak in punt (z,y, z) is dan:

[a(X —2) +b(Y —)e(Z — 2) =0

Als A een beginpunt is van een ruimtekromme K waardoor een raaklijn gaat, dan is A’ het
zgn. sferische beeldpunt van A op een eenheidsbol rond O dat ontstaat door de snijding
van een straal uit O evenwijdig aan de raaklijn door A met het boloppervlak. De verz. van
al deze beeldpunten van elk punt van K vormt een kromme op de bol, de zgn. sferische
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indicatrix van K.

Als op K bgBC = As en op de bijbehorende indicatrix bg B'C’ = Ao, dan is de hoek tussen
de raaklijn in B en C gelijk aan /B’OC’. De eerste kromming ofwel flexie van K in B
wordt dan gedefinieerd als: Aliglo Ac/As =do/ds

Voor de kromtestraal R geldt dan:

lida

R ds

Dit komt overeen met de definitie van de kromming van een vlakke kromme.

Daar de richtingscosinussen van de raaklijn in B gelijk zijn aan de rechthoekige codrdinaten

d d? da?  dc?
van B, geldt voor do?: do? = da® + db® + dc® — d—z = @—FKCZQ-I-T; —

R () () ()

Substitutie van a = dx/ds, b = dy/ds en ¢ = dz/ds geeft:

1 <d2x>2+ <d2y>2+ (d2z>2
R ds? ds? ds?
Daar de indicatrix een bolkromme is, staat de raaklijn A’ in B’ (met richtingscosinussen
a',b', ) loodrecht op OB’ — De lijn door B evenwijdig met h' staat loodrecht op de raaklijn
T in B. Uit B'(a,b,c) en do volgt: a’ = da/do NV = db/do A = dc/do

oL ds , da d’z db dy de d*z
Substitutie van do = = geeft: a' = R£ = R@ Ab = R£ = R@ ANc = R£ =R-5
Dit zijn de richtingscosinussen van h, die dus de hoofdnormaal in B op de ruimtekromme is.
De vergelijking van de hoofdnormaal is nu te schrijven als:

X—z Y-y Z-=z
N

De vergelijking van het rectificerend vlak is dus te schrijven als:

’(X—x)a’—k(Y—y)b’—i—(Z—z)c/:O‘

De richtingscosinussen van de binormaal zijn te schrijven als:
a’=bd —bec
V' =cd —ca —ad?+0?+?=1s (bd —bc)®+ (cd —da)®+ (ab — a'b)? =1
d"=abl —ad'b

Substitutie van de uitdrukkingen voor a,b,c,a’,b’ en ¢ geeft:

2 2 2

dy _d*z d*y dz dz _d*z d’z dx de _d?y >z dy
opclc _RpEY % 22 RIY _p2c ¥ ORI ORIV -1
<ds ds? ds? ds + ds ds? ds? ds + ds ds? ds? ds -

R\ \ds ds? ds? ds ds ds?  ds® ds ds ds?  ds? ds

1 \/(dy A2z  d2y dz>2+(dz A2z d%z da:)2+(da: d?y  d%x aly)2
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Het krommingsmiddelpunt M (z’,1/,2’) is het punt op de hoofdnormaal aan de holle zijde
van de ruimtekromme op afstand R van punt B; er geldt dan:
¥ —x=Rd Ny —y=RV N 2 —2z=Rd —

ds?’ ds?’ ds?

d? d? d?
M2y, 2 = <x+R2x y—i—RQ—y z—I—R2Z>

De tweede kromming ofwel torsie van een ruimtekromme (die bij vlakke krommen nul is)
wordt gemeten door de verandering van het osculatievlak, dan wel van de binormaal. Door
O evenwijdig aan de binormalen in B getrokken lijnen snijden de eenheidsbol in punten B”,
het zgn. 2-de beeldpunt van B, en vormen de 2-de indicatrix van de ruimtekromme; de
richtingscosinussen a”,b”, ¢’ van de binormaal zijn de rechthoekige codérdinaten van B”.

Als A1 de booglengte van de 2-de indicatrix is, dan wordt analoog aan de eerste kromming
de torsie gedefinieerd als Alirgo AT/As =dr/ds

Voor de torsiestraal T' geldt dan:

1 dr

T  ds

dr  [da"  ap?  der
_>

2 _ "2 /112 12 _
dr* =da"* +db"*“ +dc'* — — = d52+d52+d52

ds
1 da’\? ~[db'\? [dc"\?
T~ (d) " <d> " <d>
Daar de raaklijn in B” evenwijdig aan de hoofdnormaal h loopt, geldt:
, da// db// , dc//
j— /\ j—

= — V=— A = —
dr dr ¢ dr

a

" /! iz

d d b
Substitutie van dr = ?3 geeft: a' = Td;as Ab = T% N~ T%

Daar de raaklijn, hoofdnormaal en binormaal loodrecht op elkaar staan, geldt:

2+a?+a?=1

V42402 =1 —>a@+a’d—a/+a"di”:0<:>a—a/+a’d—a/+a/a”:0<:>
PR S ds ds ds R ds T

da’ <a+a”) | " .

— = —| =4+ — ]; analoog voor b en ¢

ds R ' T) &V

Formules van Frenet-Serret in Cartesische vorm:

da_d AV de ¢
ds ds R ds R
d a// a/ d bl/ b/ d c// C/

— = N — = A

ds T ds T ds T
U (S Y h W (LI (e
ds R T ds R T ds R T
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Stel: z = f(u,v) A y=g(u,v) A z=h(u,v)

Eliminatie van u en v geeft een vergelijking tussen x,y en z die een oppervlak voorstelt. Als
u en v functies zijn van een parameter ¢, dan doorloopt het punt (x,y, z) een kromme op het
oppervlak. Er geldt dan:

dsQ:Zdﬁ:Z(gx’d +8;Zd> :Z(%ﬁf) du +2Z
ox; Ox;

Z("*”Z) e ;(‘Z‘f}i)leé

Eerste fundamentaal vorm:

83;z 8:1;,

L dv—i—z (ax")

| ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv? |

Voor het oppervlakte-element dS' geldt:

ox ox 3:1: ox ox Oz dxr Oz
a—du X 8—d ’ 90 81} dudv = \/(EM X 81}) <8u 5 )dudv &

ox Ox Oox Ox ox Ox or Oz
dS—\/(au'au) (aa)‘(ma) (av au)d“dH
=VEG — F2dudv

Als u en v functies zijn van een parameter t', dan ontstaat een 2-de kromme; als deze de 1-ste
kromme in een punt P(u,v) snijdt, dan geldt voor de cos van de hoek ¢ die de raaklijnen in
P met elkaar maken:

de Ox dy Oy dz 0z

S = s T ds 9s ds 0s

as =

dx dy dz> (&U Oy 0z
en

e 2 (ds ds’ ds ds’ 0s’ Os
de 1-ste resp. 2-de kromme.

dzdz = <8xd 9% ) (&Ua 4 axav>

) de richtingscosinussen van de raaklijn in P aan

au a’l} au 8’1}
Oz ox Ox Oox Oz Ox
dxOzx = <8u) du6u+% %d wOv +% %d vou + (av) dvdv
Analoog voor dydy en dz0z — cosp = Edudu + F(dudv + dvdu) + Gdvdv o

dsds
Voorwaarde dat 2 krommen op een oppervlak elkaar loodrecht snijden:

’ Edudu + F(dudv + dvou) + Gdvov = 0‘

u=const. Av#const. =du=0 A dv#0
u # const. Av=-const. = Ju#0 A dv=0

Fdvou B F R
VEGdvou VEG

’u:const. L v=const. = F=0

} — ds? = Gdv? N 0s®? = Eou? —

cosp =

219



Als de krommen u =const. en v =const. elkaar overal op het oppervlak loodrecht snijden,
dan zijn zij elkaars orthogonale trajectorién; er geldt dan:

ds? = Edu? + Gdv?

Stel: Op een oppervlak ligt een kromme die door een punt P gaat waarin een raaklijn ¢ met
richtingscosinussen a, b, ¢ loopt; h is de hoofdnormaal met richtingscosinussen a’, b, ¢’ en b de
binormaal met richtingscosinussen \, i, v; b’ is een lijn door P loodrecht op het vlak door ¢
en n met richtingscosinussen a1, b1, c;. De hoek tussen h, die loodrecht op ¢ staat en in het
vlak ligt dat door n en h’ gaat, is ©.

Als PQ = 1 en Q' de projectie van R in de richting van
b en dus loodrecht op h, dan geldt:

PQ’ =cos© en QQ’ =sin O

Als PR = 1 en R’ dec projectie van R in de richting
van b en dus loodrecht op h, dan geldt:

PR =sin® en RR' = cos® — R'R = —cos©

De projectie van PQ op de resp. X-, Y- en Z-as is
gelijk aan de projectie van PQ'Q) = cos© + sin © op
deze assen; analoog voor PR en PR'R = sin©® — cos ©

Daar de projectie van PQ en PR gelijk is aan de richtingscosinussen van de lijnen waarlangs
ze liggen, t.w. A\, u, v resp. ai, by, c1, geldt dus:

A=a'cos® + a’sin® a1 =a'sin® —a’ cos©
uw="bcos® +b"sinO A by =b'sin® — b cos O
v=ccos®+"sin® c1 =csin® — " cos®

Vermenigvuldiging van A met cos © en van a; met sin © en optelling, en analoog voor p en
b1 resp. v en c; geeft:

a = Xcos© + aysin©
b = j1cos© + by sin ©
d =vcos® + ¢1sin®

Vermenigvuldiging van A met sin © en van a; met cos © en aftrekking, en analoog voor p en
b1 resp. v en ¢ geeft:

a”" =Xsin® — a1 cos®
b = pusin® — by cos ©
" =vsin® — ¢y cos ©

d\ dd , . dO® dad" y de
e %cos(% —a sm@a + gsm@—i—a cos@g &
dx , . " d®  dd da” .
I = (—a'sin® + a” cos O) T + T cos © + T sin ©

da’ a a" da’" d
Substitutie van i (R + T) en 1T geeft:

1

% = —alg - ac;);@ + T(a’sin@ —a"cos9) = —alg - ac;)%s@ %
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1
; analoog voor —— en —

dA <1 d@) acos© d dv
= ay acoso

ds ~ \T ds R ds  ds’
da; dd’ d® da" . .de
rr gsm@—l-a cos@$—gcos@+a sm@E@
"
Ci;: (a’ COS@+CLHS1D@)ZE+% n@—%cos@
da’ da" daq 1 de asin ©

Substltutle van E en E ft E = —)\ (T — ds) — R
Analoog voor dby/ds en dey/ds.
Tevens geldt: @ a—, _ Acos© + 015 © en analoog voor @ en @

VS s TRT TR R & VOO s M s
Vermenigvuldiging met A resp. u resp. v en optelling geeft:

da db dec  , 9 9  5.C080 sin ©
)\ds+ud8+uds—(>\ + p® +v7) + (Aay + pby + vey)

© d? d2 d2
nJ_h'/\)\2+u2+u2:1—>COS = ’ ey -

Stel: ll—H)\/\lng,u/\lg:Hu|H: EG—F2—>
cos@ 1 {l d’x d?y d2z}
1

lyo? p 1,22
R sz T e T

2 2,
ds gx du + gdv — d*x gxdzﬂ + 288 5 dudv + (;zdv analoog voor d%y en d?z —
lidz s 2
Z B a a
0?x; 32%‘
E’/\Zl :F’/\Xi:lisz’%

cos© 1 E'du? + 2F dudv + G'dv?
R H Edu?+ 2Fdudv + Gdv?

Vermenigvuldiging van da/ds, db/ds en dc/ds met aj resp. by resp. ¢1 en optelling geeft:

sin@_ad2 +bd2 ‘l—CdQZ
R las? " Thas? T Thas?
a b c
Daar | a3 by ¢l | =1, is elk element gelijk aan zijn bijbehorende monor —
Auov
sm@_l{d2 b ¢ +dy2ac 2] @ b}_l dga: dgy dgz
g2 ) - )
R ds 7 A v AU ds A\ P y
a b c
sin © 1 9 9 9
I v




Het linkerlid heet de geodetische kromming en R/sin© de geodetische kromtestraal
van de ruimtekromme in een punt P op het oppervlak.

geodetische lijnen van een oppervlak zijn die krommen op het oppervlak waarvan de
geodetische kromming in alle punten nul is, d.w.z. voor R # 0 is dat voor © = 0, dus als het
osculatievlak de normaal op het oppervlak bevat.

Vermenigvuldiging van d\/ds. du/ds en dv/ds met aj resp. by resp. ¢1 en optelling geeft:

1 de dA du dv 1 b ¢ a c a b
T_dg_a1d9+b1d9+61ds_d9{_d)\’ » +dup A —dv by ,U«’}@
b ¢
1 a4 1] ¢
A ouov
Lode_ 1 on o
T ds  ds? \ H
uov

Het linkerlid heet de geodetische torsie van de ruimtekromme op het oppervlak in een
punt P. Voor krommen waarvoor © =const. of © = 0 (geodetische lijnen) gaat deze dus
over in de torsie.
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Statistiek en Waarschijnlijkheidsrekening

Een massa ofwel populatie is een verz. van min of meer gelijksoortige elementen.

Wet van de grote aantallen: Naarmate het aantal waarnemingen toeneemt nadert het
percentage van een verschijnsel naar een grenswaarde.

De absolute frequentie van een verz. elementen wordt gedefinieerd als het aantal elementen
in een bepaalde klasse van de verz., waarbij de elementen van de verz. in klassen zijn
ingedeeld.

De relatieve frequentie van een klasse wordt gedefinieerd als het aantalelementen in die
klasse uitgedrukt in een percentage van het totaal aantal elementen in de hele massa.

Een frequentieverdeling is een verdeling van de elementen van een populatie naar grootte
van een bepaald kenmerk in de vorm van een histogram. De hoogte van elke kolom is gelijk
aan het quotiént van de frequentie f en de breedte kj, van de bijbehorende klasse. Deze
hoogte heet de frequentiedichtheid f; —

f

fd:ka

De modus van een verz. elementen wordt gedefinieerd als het element dat het vaakst in de
massa voorkomt.

De mediaan van een verz. elementen wordt gedefinieerd als het middelste van de naar
grootte gerangschikte elementen.

Het rekenkundig gemiddelde T van een aantal elementen wordt gedefinieerd als het
quotiént van de som van hun grootte en hun aantal:

>

n

T:

Het gewogen gemiddelde Z,, van een aantal elementen wordt gedefinieerd als het quotiént
van de som van de gewogen elementen en de som van de bijbehorende wegingsfactoren:

> wix;
Ty = —
D wi

Het klassegemiddelde m van een klasse van een frequentieverdeling wordt gedefinieerd als
het quotiént van het totaal aantal uitkomsten in de klasse en het aantal waarnemingen in

die klasse:
> @i

n

m =

Als f de frequentie van een bepaalde klasse is, dan volgt hieruit voor elke klasse:

in:fm

Voor het rekenkundig gemiddelde Ty van een frequentieverdeling geldt nu:

- > fimi
P
> i
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De variatiebreedte v, van een aantal uitkomsten wordt gedefinieerd als het verschil tussen
de hoogste - en laagste uitkomst:

Vp = Tmax — Tmin

De gemiddelde afwijking g, t.0.v. het rekenkundig gemiddelde van een aantal uitkomsten
wordt gedefinieerd als het quotiént van de som van de absolute afwijkingen x; — T en hun

aantal:
> | — 7
n

Ya =

De variantie s? wordt gedefinieerd als het rekenkundig gemiddelde van de gekwadrateerde
afwijkingen:

o=
n
0222(%_@2_2"’53 QEZ%+Z$2_Z$3 2@24—?2—2%2 2
n n n n n n
IO
o=
n

De standaarddeviatie is - vooral bij de zgn. normale verdeling - de voornaamste spreidings
maatstaf.

De variatiecoéfficiént v. is een maat voor de relatieve spreiding, uitgedrukt in een per-
centage, en wordt gedefinieerd als het quotiént van de standaarddeviatie en het rekenkundig
gemidddelde van een aantal uitkomsten:

-100%

Ve =

SRS

Bij een frequentieverdeling wordt de variatiebreedte vy, y gedefinieerd als het verschil tussen
de bovengrens van de laatste klasse en de ondergrens van de eerste klasse:

’vb,f = kl,boven - ke,onder

De gemiddelde afwijking g, ¢ t.0.v. het rekenkundig gemiddelde wordt nu gedefinieerd als:

; > filmi — =
a7f =T~ .
> i

Hierbij wordt er steeds over het aantal klassen gesommeerd en zijn de uitkomsten in elke
klasse gelijk aan het klassegemiddelden m.
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De standaarddeviatie oy wordt nu gedefinieerd als:

o > filmi —m)?
! S

> fimi +T22fi _ > fim}
> fi S fi S S

S i~ 3P _ g
S fi S fi

— 2 4+ T —

Een waarschijnlijkheidsverdeling geeft - i.t.t. een frequentieverdeling - aan hoe een on-
eindig aantal waarnemingsuitkomsten is verdeeld; per interval is de waarschijnlijkheid (d.w.z.
de te verwachten relatieve frequentie) gegeven. Het rekenkundig gemiddelde wordt hierbij
aangeduid met pu.

De normale verdeling ofwel Gausskromme is
een waarschijnlijkheidsverdeling die 1-toppig sym-
metrisch is en een vaste verhouding heeft tussen
de breedte van bepaalde intervallen op de X-as
en de bijbehorende delen van het oppervlak onder | |
de kromme. Hierbij stelt het totale oppervlak on- I ]
der de kromme de som van de waarschijnlijkheden

vVoor.

De excentriciteit z wordt gedefinieerd als het aantal malen de standaarddeviatie o, d.w.z.
de afstand van een gegeven waarde tot het rekenkundig gemiddelde .

De waarschijnlijkheid P wordt gedefinieerd als het percentage waarnemingsuitkomsten
dat in het interval tussen u — zo en p ligt, of dus ook in het interval tussen p en u + zo.
De vorm van de Gausskromme wordt door o bepaald. Daar voor z = 3 geldt dat P = 49, 9%,
ligt dus tussen p — 30 en pu + 30 99,8% van de waarnemingsuitkomsten.

Een steekproef is een deelverz. van de populatie. Een steekproef is representatief als de
elementen ervan (vrijwel) dezelfde eigenschappen bezitten als die van de hele populatie. Dit
is het geval als de elementen a-select worden getrokken, d.w.z. als elk element dezelfde kans
heeft om tot de steekproef te behoren, en het aantal getrokken elementen groot genoeg is.

De steekproefgemiddelden =1, T2, T3, . . . van een populatie vormen weer een normale verdeling
met een gemiddelde pz en een standaarddeviatie oz waarvoor geldt:

g
MEZMQHUEZE

Hierin is n de omvang van de steekproef.

Als een populatie uit kwalitatieve waarnemingsuitkomsten bestaat waarbij p% van de uit-
komsten een bepaald kenmerk bezit en (100 — p)% van de uitkomsten niet, dan vormen de

225

A, L L 1 i
YU-30 U200 Y=0 [ HAC P+ 20 U430



steekproefpercentagess pi,p2,p3, ... weer een normale verdeling met een gemiddelde p, en
een standaarddeviatie o, , waarvoor geldt:

100 —
pp = p% en oy, = p(np)%

Als gebeurtenis A op ny en gebeurtenis B op mo manieren kan plaatsvinden, dan kan de
combinatie van a en B op nine manieren plaatsvinden. —

Als van k gebeurtenissen de 1-ste op ni, de 2-de op na,..., de k-de op n; manieren kan
plaatsvinden, dan kan de totale reeks gebeurtenissen op nins...n; manieren plaatsvinden.

Een permutatie van n elementen wordt gedefinieerd als 1 van de mogelijke rangschikkingen
van de elementen. Het aantal permutaties van n elementen is n(n — 1)(n — 2)...3.2.1 = nl.

FEen combinatie van k elementen uit n elementen is 1 van de mogelijke ddeelverzamelingen
van n. Daar het 1-ste element op n manieren gekozen kan worden, het 2-de op n—1 manieren,
..., het k-de op n—(k—1) manieren, kunnen k elementen dus op n(n—1)(n—2)...(n—(k—1))
manieren gekozen worden. Hierbij komt elk k-tal op k! permutaties voor. —

Voor het aantal combinaties CX van k elementen uit n elementen geldt:

nn—1)(n-2)...(n—(k—1))

k_
Cn = k!

Vermenigvuldiging van teller en noemer met (n — k)(n —k —1)...3.2.1 geeft:

Cn = El(n — k)!
Per definitie geldt: 0! =1 en CO = 1
Stel: k=n—k — kl(n—k)! = (n—k)k! —
Ck — Cmfk

De kans P(G) op de gebeurtenis G wordt gedefinieerd als het quotiént van het aantal gunstige
uitkomsten g en het aantal mogelijke uitkomsten m:

P(G) =

9
m

Als ¢’ het aantal gunstige uitkomsten is voor de gebeurtenis niet G, dan geldt:
/

g+d=m—PG) +P-G) =L+ L =1
m m

Complementregel:

|P(G)+ P(-G) =1]

Als g1 het aantal gunstige uitkomsten is voor de gebeurtenis (G; en go het aantal gunstige
uitkomsten voo (g, waarbij G; en G elkaar uitsluiten, dan is g; + g2 het aantal gunstige
uitkomsten voor de gebeurtenis G, zijnde G of Go. —
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Somregel:

[P(GLV Gy) = P(Gh) + P(Go) |

Als g1 het aantal gunstige uitkomsten is voor de gebeurtenis (G; en go het aantal gunstige
uitkomsten voo Ga, waarbij G; en G5 onathankelijk van elkaar zijn, m; het aantal mogelijke
uitkomsten voor G1 en mso het aantal mogelijke uitkomsten voor Go, dan is g1go het aantal
gunstige en mmso het aantal mogelijke uitkomsten voor de gebeurtenis G, zijnde G en Gbs.
%
PGy =22 I 2 _ pG)P(Gs) -

mime M1 Mo
Produktregel:

| P(G1 A\ Ga) = P(G1)P(Gh)|

Als n verzamelingen elk bestaan uit elementen van 2 verschillende soorten en de kans om uit
elke verz. hetzelfde element te trekken is p, dan is de kans om het andere soort element te
trekken 1 — p. — De kans om k£ maal hetzelfde element te trekken in een bepaalde volgorde
is p*(1 —p)"~*. Dit geldt voor elke volgorde die dezelfde nitkomst geeft, ofwel C* volgorden.
_>

Binomiale kansverdeling: Als een samengestelde handeling uit n deelhandelingen be-
staat waarbij voor elk van de deelhandelingen de kans op
succes p is, dan geldt voor de kans op k successen:

P(k) = CkpF(1 — p)=Fk

Substitutie van ¢ = 1 — p geeft:

P(k) = CFpFgm*

Hierbij geldt dat de kansen op resp. 0,1,2,...,n successen bepaald worden door de opeen-
volgende termen van de vergelijking;:

(g+p)"=q"+ng" 'p+---+ngp" ' +p"
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