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Chapter 1

Mechanica

1.1 Puntkinematica in een vast stelsel

1.1.1 Definities

De plaats~r, de snelheid~v en de versnelling~a zijn gedefinieerd als:~r = (x, y, z), ~v = (ẋ, ẏ, ż), ~a = (ẍ, ÿ, z̈).
Er geldt:

s(t) = s0 +
∫
|~v(t)|dt ; ~r(t) = ~r0 +

∫
~v(t)dt ; ~v(t) = ~v0 +

∫
~a(t)dt

Bij constante versnelling geldt dus:v(t) = v0 + at ens(t) = s0 + v0t+ 1
2at

2.

Voor de eenheidsrichtingsvectoren⊥ op de baan~et en evenwijdig daaraan~en geldt:

~et =
~v

|~v|
=
d~r

ds
~̇et =

v

ρ
~en ; ~en =

~̇et

|~̇et|

Voor dekrommingk en dekromtestraalρ geldt:

~k =
d~et
ds

=
d2~r

ds2
=
∣∣∣∣dϕds

∣∣∣∣ ; ρ =
1
|k|

1.1.2 Poolcöordinaten

Poolcöordinaten worden gegeven door:x = r cos(θ), y = r sin(θ). Hieruit volgt voor de eenheidsvectoren:
~̇er = θ̇~eθ, ~̇eθ = −θ̇~er

De snelheid en versnelling volgen uit:~r = r~er, ~v = ṙ~er + rθ̇~eθ, ~a = (r̈ − rθ̇2)~er + (2ṙθ̇ + rθ̈)~eθ.

1.2 Relatieve beweging

Voor de beweging van een punt D t.o.v. een punt Q geldt:~rD = ~rQ +
~ω × ~vQ
ω2

, met ~QD = ~rD − ~rQ enω = θ̇.

Verder geldt:α = θ̈. Het accent′ betekent: de betreffende grootheid geldt in het bewegende coördinatenstelsel.
In een bewegend stelsel geldt:
~v = ~vQ + ~v ′ + ~ω × ~r ′ en~a = ~aQ + ~a ′ + ~α× ~r ′ + 2~ω × ~v ′ + ~ω × (~ω × ~r ′)
met~ω × (~ω × ~r ′) = −ω2~r ′n

1.3 Puntdynamica in een vast stelsel

1.3.1 Kracht, impuls(moment), energie

De 2e wet van Newton geeft het verband tussen een kracht op een voorwerp en de resulterende versnelling
daarvan, waarin deimpulsgegeven is door:~p = m~v:

~F (~r,~v, t) =
d~p

dt
=
d(m~v )
dt

= m
d~v

dt
+ ~v

dm

dt

m=const= m~a

De 3e wet van Newton luidt:~Factie = −~Freactie.

2
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Voor het vermogenP geldt: P = Ẇ = ~F · ~v. Voor de totale energieW , de kinetische energieT en de
potentïele energieU geldt:W = T + U ; Ṫ = −U̇ metT = 1

2mv
2.

Destoot~S is gegeven door:~S = ∆~p =
∫

~Fdt

De door een kracht geleverde arbeidA isA =

2∫
1

~F · d~s =

2∫
1

F cos(α)ds

Het krachtmoment~τ hangt samen met het impulsmoment~L: ~τ = ~̇L = ~r × ~F ; en
~L = ~r × ~p = m~v × ~r, |~L | = mr2ω. Er geldt

τ = −∂U
∂θ

Voorwaarden voor een mechanisch evenwicht zijn dus:
∑ ~Fi = 0 en

∑
~τi = 0.

De wrijvingskrachtis meestal evenredig met de normaalkracht, behalve bij het op gang komen van de beweg-
ing, wanneer er een drempel overwonnen moet worden:Fwrijv = f · Fnorm · ~et.

1.3.2 Conservatief krachtveld

Een conservatieve kracht is te schrijven als de gradiënt van een potentiaal:~Fcons = −~∇U . Hieruit volgt dat
∇× ~F = ~0. Voor zo’n krachtveld geldt tevens:∮

~F · d~s = 0 ⇒ U = U0 −
r1∫

r0

~F · d~s

De arbeid die een conservatief veld verricht hangt dus niet af van de gevolgde baan, maar slechts van het begin-
en eindpunt van de beweging.

1.3.3 Gravitatie

De Newtonse gravitatiewet luidt (in de ART schrijft men ookκ i.p.v.G):

~Fg = −Gm1m2

r2
~er

Hieruit volgt voor de gravitatiepotentiaalV = −Gm/r. Uit Gauss volgt dan:∇2V = 4πG%.

1.3.4 Baanvergelijkingen

Als V = V (r) volgt uit de Lagrangevergelijking voorφ behoud van impulsmoment:

∂L
∂φ

=
∂V

∂φ
= 0⇒ d

dt
(mr2φ) = 0⇒ Lz = mr2φ = constant

Voor de straal als functie van de tijd is dan af te leiden dat:(
dr

dt

)2

=
2(W − V )

m
− L2

m2r2

De hoekvergelijking luidt nu:

φ− φ0 =

r∫
0

[
mr2

L

√
2(W − V )

m
− L2

m2r2

]−1

dr
r−2veld= arccos

(
1 +

1
r −

1
r0

1
r0

+ km/L2
z

)

alsF = F (r): L =constant, alsF conservatief is, geldtW =constant, als~F ⊥ ~v dan is∆T = 0 enU = 0.
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De baanvergelijkingen van Kepler

In een krachtveldF = kr−2 veld zijn banen kegelsneden met het krachtcentrum in een brandpunt (1e wet van
Kepler). De baanvergelijking luidt:

r(θ) =
`

1 + ε cos(θ − θ0)
, ofwel: x2 + y2 = (`− εx)2

met

` =
L2

Gµ2Mtot
; ε2 = 1 +

2WL2

G2µ3M2
tot

= 1− `

a
; a =

`

1− ε2
=

k

2W

a is de lengte van de halve lange as van de ellipsbaan in het geval de baan gesloten is. De halve korte as
b =
√
a`. ε is deexcentriciteitvan de baan. Banen met gelijkeε zijn gelijkvormig. Er zijn nu 5 soorten banen

mogelijk:

1. k < 0 enε = 0: een cirkel.

2. k < 0 en0 < ε < 1: een ellips.

3. k < 0 enε = 1: een parabool.

4. k < 0 enε > 1: een hyperbool naar het krachtcentrum toe gekromd.

5. k > 0 enε > 1: een hyperbool van het krachtcentrum af gekromd.

Andere combinaties zijn niet mogelijk: in een afstotend veld is de totale energie positief dusε > 1.

IndienA(t1, t2) het oppervlak is tussen de baan die doorlopen is tussent1 ent2 en het brandpunt C waaromheen
de planeet draait luidt de 2e wet van Kepler (de perkenwet):

A(t1, t2) =
LC

2m
(t2 − t1)

De 3e wet van Kepler luidt, metT de omlooptijd enMtot de totale massa van het systeem:

T 2

a3
=

4π2

GMtot

1.3.5 De viriaalstelling

De viriaalstelling voor 1 deeltje luidt:

〈m~v · ~r〉 = 0⇒ 〈T 〉 = − 1
2

〈
~F · ~r

〉
= 1

2

〈
r
dU

dr

〉
= 1

2n 〈U〉 alsU = − k

rn

De viriaalstelling voor een verzameling deeltjes luidt:

〈T 〉 = − 1
2

〈 ∑
deeltjes

~Fi · ~ri +
∑
paren

~Fij · ~rij

〉

Deze stellingen zijn ook te schrijven als2Ekin + Epot = 0.

1.4 Puntdynamica in een bewegend stelsel

1.4.1 Schijnkrachten

De totale kracht in een bewegend coördinatenstelsel wordt gevonden door de schijnkrachten af te trekken van
de krachten die in het referentiestelsel werken:~F ′ = ~F − ~Fschijn. De verschillende schijnkrachten worden
gegeven door:
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1. Oorsprongstransformatie:Foor = −m~aa

2. Rotatie:~Fα = −m~α× ~r ′

3. Corioliskracht:Fcor = −2m~ω × ~v

4. Centrifugale kracht:~Fcf = mω2~rn
′ = −~Fcp ; ~Fcp = −mv

2

r
~er

1.4.2 Tensorvorm

Transformatie van de Newtonse bewegingsvergelijkingen naarxα = xα(x):

dxα

dt
=
∂xα

∂x̄β

dx̄β

dt
;

Uit de kettingregel volgt:

d

dt

dxα

dt
=
d2xα

dt2
=

d

dt

(
∂xα

∂x̄β

dx̄β

dt

)
=
∂xα

∂x̄β

d2x̄β

dt2
+
dx̄β

dt

d

dt

(
∂xα

∂x̄β

)
dus:

d

dt

∂xα

∂x̄β
=

∂

∂x̄γ

∂xα

∂x̄β

dx̄γ

dt
=

∂2xα

∂x̄β∂x̄γ

dx̄γ

dt

Dit geeft:
d2xα

dt2
=
∂xα

∂x̄β

d2x̄β

dt2
+

∂2xα

∂x̄β∂x̄γ

dx̄γ

dt

(
dx̄β

dt

)
De Newtonse bewegingsvergelijking

m
d2xα

dt2
= Fα

wordt dus getransformeerd in:

m

{
d2xα

dt2
+ Γα

βγ

dxβ

dt

dxγ

dt

}
= Fα

De schijn“krachten” zijn dus van de oorzaak- naar de effect kant gebracht in de vormΓα
βγ

dxβ

dt

dxγ

dt
.

1.5 Dynamica van massapuntverzamelingen

1.5.1 Het massamiddelpunt

De snelheid t.o.v. het massamiddelpunt~Rwordt gegeven door~v− ~̇R. De cöordinaten van het massamiddelpunt
worden gegeven door:

~rm =
∑
mi~ri∑
mi

In een 2-deeltjes systeem worden de coördinaten van het massamiddelpunt gegeven door:

~R =
m1~r1 +m2~r2
m1 +m2

Met ~r = ~r1 − ~r2 wordt kinetische energie dan:T = 1
2MtotṘ

2 + 1
2µṙ

2, waarbij degereduceerde massaµ

gegeven wordt door:
1
µ

=
1
m1

+
1
m2

De bewegingen binnen en buiten het massamiddelpuntssysteem zijn te scheiden:

~̇Luitwendig = ~τuitwendig ; ~̇Linwendig = ~τinwendig

~p = m~vm ; ~Fuitw = m~am ; ~F12 = µ~u



6 Fysisch Formularium door ir. J.C.A. Wevers

1.5.2 Botsingen

Bij botsingen, met B het botsingspunt en C een willekeurig ander punt, geldt:
~p = m~vm is constant, enT = 1

2m~v
2
m is constant. De verandering in derelatieve snelhedenvolgt uit ~S =

∆~p = µ(~vna − ~vvoor). Verder geldt dat∆~LC = ~CB× ~S, ~p ‖ ~S =constant en~L t.o.v. B is constant.

1.6 Dynamica van starre lichamen

1.6.1 Traagheidsmoment

Het impulsmoment in een bewegend coördinatenstelsel wordt gegeven door:

~L′ = I~ω + ~L′n

waarinI hettraagheidsmomentten opzichte van een centrale as is, dat gegeven is door:

I =
∑

i

mi~ri
2 ; T ′ = Wrot = 1

2ωIij~ei~ej = 1
2Iω

2

of, in het continue geval, door:

I =
m

V

∫
r′

2
ndV =

∫
r′

2
ndm

Verder geldt dat:

Li = Iijωj ; Iii = Ii ; Iij = Iji = −
∑

k

mkx
′
ix
′
j

De stelling van Steiner luidt:It.o.v.D = It.o.v.C +m(DM)2 als as C‖ as D.

Object I Object I

Holle cylinder I = mR2 Massieve cylinder I = 1
2mR

2

Schijf, as in vlak schijf door m I = 1
4mR

2 Halter I = 1
2µR

2

Holle bol I = 2
3mR

2 Massieve bol I = 2
5mR

2

Staaf, as⊥ door m.pnt I = 1
12ml

2 Staaf, as⊥ door eind I = 1
3ml

2

Rechthoek, as⊥ vlak door m I = 1
12m(a2 + b2) Rechthoek, as‖ b door m I = ma2

1.6.2 Hoofdassen

Elk star lichaam heeft (minstens) 3 onderling⊥ centrale hoofdassen. Voor een hoofdas geldt:

∂I

∂ωx
=

∂I

∂ωy
=

∂I

∂ωz
= 0 zodat L′n = 0

er geldt:ω̇k = −aijkωiωj metaijk =
Ii − Ij
Ik

alsI1 ≤ I2 ≤ I3.

1.6.3 Tijdafhankelijkheid

Voor het krachtmoment~τ geldt:

~τ ′ = Iθ̈ ;
d′′~L′

dt
= ~τ ′ − ~ω × ~L′

Hetkoppel~T is gegeven door:~T = ~F × ~d.
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1.7 Variatierekening, Hamilton en Lagrange mechanica

1.7.1 Variatierekening

Uitgaande van:

δ

b∫
a

L(q, q̇, t)dt = 0 met δ(a) = δ(b) = 0 en δ

(
du

dx

)
=

d

dx
(δu)

volgen de vergelijkingen van Lagrange:
d

dt

∂L
∂q̇i

=
∂L
∂qi

Wanneer bij het variatieprobleemδJ(u) = 0 nevencondities van het typeK(u) =constant gelden wordt het
variatieprobleem:δJ(u)− λδK(u) = 0.

1.7.2 Hamiltonmechanica

De Lagrangiaanwordt gegeven door:L =
∑
T (q̇i) − V (qi). De Hamiltoniaanwordt gegeven door:H =∑

q̇ipi − L. In 2 dimensies geldt:L = T − U = 1
2m(ṙ2 + r2φ̇2)− U(r, φ).

Als de gebruikte cöordinatencanonischzijn, zijn de Hamilton vergelijkingen de bewegingsvergelijkingen van
het probleem:

dqi
dt

=
∂H

∂pi
;

dpi

dt
= −∂H

∂qi

Coördinaten zijn canonisch als ze voldoen aan:{qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0, {qi, pj} = δij waarin{, } de
Poisson haakis:

{A,B} =
∑

i

[
∂A

∂qi

∂B

∂pi
− ∂A

∂pi

∂B

∂qi

]
De Hamiltoniaan van de Harmonische oscillator is gegeven doorH(x, p) = p2/2m+ 1

2mω
2x2.

Met nieuwe cöordinaten(θ, I), volgend uit de canonieke transformatiex =
√

2I/mω cos(θ) en
p = −

√
2Imω sin(θ), met inverseθ = arctan(−p/mωx) enI = p2/2mω + 1

2mωx
2, volgt:H(θ, I) = ωI.

De Hamiltoniaan van een geladen deeltje met ladingq in een uitwendig elektromagnetisch veld is gegeven
door

H =
1

2m

(
~p− q ~A

)2

+ qV

Deze is te vinden uit de Hamiltoniaan voor een vrij deeltjeH = p2/2m door de transformaties~p→ ~p− q ~A en
H → H − qV . Uit relativistisch oogpunt is dit elegant: dit komt overeen met de transformatie van de impuls
4-vectorpα → pα − qAα. Een ijktransformatie van de potentialenAα komt juist overeen met een canonieke
transformatie, waardoor de Hamiltonvergelijkingen weer de bewegingsvergelijkingen van het probleem geven.

1.7.3 Beweging om evenwicht, linearisatie

Voor natuurlijke systemen geldt rondt een evenwichtspunt:(
∂V

∂qi

)
0

= 0 ; V (q) = V (0) + Vikqiqk met Vik =
(

∂2V

∂qi∂qk

)
0

Met T = 1
2 (Mik q̇iq̇k) wordt het stelsel bewegingsvergelijkingenMq̈ + V q = 0 verkregen. Alsqi(t) =

ai exp(iωt) wordt gesubstitueerd, heeft dit stelsel oplossingen alsdet(V − ω2M) = 0. Dit geeft de eigen-

frequenties van het probleem:ω2
k =

aT
k V ak

aT
kMak

. Als het evenwichtspunt stabiel is geldt∀k datω2
k > 0. De

algemene oplossing is een superpositie van de eigentrillingen.
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1.7.4 Faseruimte, stelling van Liouville

In de faseruimte geldt:

∇ =

(∑
i

∂

∂qi
,
∑

i

∂

∂pi

)
dus ∇ · ~v =

∑
i

(
∂

∂qi

∂H

∂pi
− ∂

∂pi

∂H

∂qi

)
Als de continüıteitsvergelijking∂t%+∇ · (%~v) = 0 geldt, is dit te schrijven als:

{%,H}+
∂%

∂t
= 0

In het algemeen geldt voor een willekeurige grootheidA:

dA

dt
= {A,H}+

∂A

∂t

De stelling van Liouville is dan te schrijven als:

d%

dt
= 0 ; ofwel:

∫
pdq = constant

1.7.5 Genererende functies

Uitgaande van de coördinatentransformatie:{
Qi = Qi(qi, pi, t)
Pi = Pi(qi, pi, t)

gelden met de nieuwe HamiltoniaanK de Hamiltonvergelijkingen:

dQi

dt
=
∂K

∂Pi
;

dPi

dt
= − ∂K

∂Qi

Er zijn nu 4 gevallen te onderscheiden:

1. Als geldt:piq̇i −H = PiQi −K(Pi, Qi, t)−
dF1(qi, Qi, t)

dt
volgen de cöordinaten uit:

pi =
∂F1

∂qi
; Pi = −∂F1

∂Qi
; K = H +

∂F1

∂t

2. Als geldt:piq̇i −H = −ṖiQi −K(Pi, Qi, t) +
dF2(qi, Pi, t)

dt
volgen de cöordinaten uit:

pi =
∂F2

∂qi
; Qi =

∂F2

∂Pi
; K = H +

∂F2

∂t

3. Als geldt:−ṗiqi −H = PiQ̇i −K(Pi, Qi, t) +
dF3(pi, Qi, t)

dt
volgen de cöordinaten uit:

qi = −∂F3

∂pi
; Pi = −∂F3

∂Qi
; K = H +

∂F3

∂t

4. Als geldt:−ṗiqi −H = −PiQi −K(Pi, Qi, t) +
dF4(pi, Pi, t)

dt
volgen de cöordinaten uit:

qi = −∂F4

∂pi
; Qi =

∂F4

∂Pi
; K = H +

∂F4

∂t

De functiesF1, F2, F3 enF4 heten degenererende functies.



Chapter 2

Elektriciteit & Magnetisme

2.1 De Maxwell vergelijkingen

Het klassieke elektromagnetische veld kan beschreven worden met deMaxwellvergelijkingen, die zowel in
differentïele als integrale vorm geschreven kunnen worden:∫∫

© ( ~D · ~n )d2A = Qvrij,omsl ∇ · ~D = ρvrij∫∫
© ( ~B · ~n )d2A = 0 ∇ · ~B = 0∮
~E · d~s = −dΦ

dt
∇× ~E = −∂

~B

∂t∮
~H · d~s = Ivrij,omsl +

dΨ
dt

∇× ~H = ~Jvrij +
∂ ~D

∂t

Voor de fluxen geldt:Ψ =
∫∫

( ~D · ~n )d2A, Φ =
∫∫

( ~B · ~n )d2A.

De dïelektrische verschuiving~D, polarisatie~P en elektrische veldsterkte~E hangen samen volgens:

~D = ε0 ~E + ~P = ε0εr ~E, ~P =
∑
~p0/Vol, εr = 1 + χe, metχe =

np2
0

3ε0kT

De magnetische veldsterkte~H, de magnetisatie~M en de magnetische fluxdichtheid~B hangen samen volgens:

~B = µ0( ~H + ~M) = µ0µr
~H, ~M =

∑
~m/Vol, µr = 1 + χm, metχm =

µ0nm
2
0

3kT

2.2 Kracht en potentiaal

De kracht en het elektrische veld tussen 2 puntladingen wordt gegeven door:

~F12 =
Q1Q2

4πε0εrr2
~er ; ~E =

~F

Q

De Lorentzkracht, die een geladen deeltje dat beweegt in een magnetisch veld ondervindt, is de relativistische
transformatie van de Coulombkracht:~FL = Q(~v × ~B ) = l(~I × ~B ).

Het magnetische veld in puntP dat ten gevolge van een elektrische stroom ontstaat wordt gegeven door dewet
van Biot-Savart, ook wel de wet van Laplace genoemd. Hierin isd~l ‖ ~I en~r loopt vand~l naarP :

d ~BP =
µ0I

4πr2
d~l × ~er

Indien de stroom tijdafhankelijk is dient men rekening te houden metretardatie: men dient de substitutie
I(t)→ I(t− r/c) toe te passen.

De potentialen worden gegeven door:V12 = −
2∫

1

~E · d~s en ~A = 1
2
~B × ~r.

9
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Hierbij blijft de vrijheid over om eenijktransformatieuit te voeren. De velden volgen uit de potentialen via:

~E = −∇V − ∂ ~A

∂t
, ~B = ∇× ~A

Verder geldt nog het verband:c2 ~B = ~v × ~E.

2.3 IJktransformaties

Onder een ijktransformatie transformeren de potentialen van het EM veld volgens:
~A′ = ~A−∇f

V ′ = V +
∂f

∂t

zodat de velden~E en ~B niet veranderen. Dit geeft een canonieke transformatie van de Hamiltoniaan. Men kan
dan tevens nog een beperkende voorwaarde opleggen. Twee gebruikelijke keuzes zijn:

1. Lorentz-ijk:∇ · ~A +
1
c2
∂V

∂t
= 0. Hierdoor ontkoppelen de DV’s voor~A enV : V = − ρ

ε0
, ~A =

−µ0
~J .

2. Coulomb ijk:∇ · ~A = 0. Als ρ = 0 en ~J = 0 geldtV = 0 en voldoet~A aan ~A = 0.

2.4 Energie van het elektromagnetische veld

De energiedichtheid van het EM veld is:

dW

dVol
= w =

∫
HdB +

∫
EdD

Uitgedrukt in stromen en potentialen zijn de energiedichtheden;

wmag = 1
2

∫
~J · ~Ad3x , wel = 1

2

∫
ρV d3x

2.5 Elektromagnetische golven

2.5.1 Elektromagnetische golven in vacüum

De golfvergelijking Ψ(~r, t) = −f(~r, t) heeft als oplossingen, metc = (ε0µ0)−1/2:

Ψ(~r, t) =
∫
f(~r, t− |~r − ~r ′|/c)

4π|~r − ~r ′|
d3r′

Indien dit geschreven wordt als:~J(~r, t) = ~J(~r ) exp(−iωt) en ~A(~r, t) = ~A(~r ) exp(−iωt) met:

~A(~r ) =
µ

4π

∫
~J(~r ′)

exp(ik|~r − ~r ′|)
|~r − ~r ′|

d3~r ′ , V (~r ) =
1

4πε

∫
ρ(~r ′)

exp(ik|~r − ~r ′|)
|~r − ~r ′|

d3~r ′

is via een multipoolontwikkeling af te leiden dat voor de uitgestraalde energie geldt, alsd, λ� r:

dP

dΩ
=

k2

32π2ε0c

∣∣∣∣∫ J⊥(~r ′)ei~k·~rd3r′
∣∣∣∣2

De energiedichtheid van de EM golf van een trillende dipool op grote afstand is:

w = ε0E
2 =

p2
0 sin2(θ)ω4

16π2ε0r2c4
sin2(kr − ωt) , 〈w〉t =

p2
0 sin2(θ)ω4

32π2ε0r2c4
, P =

ck4|~p |2

12πε0

De uitgestraalde energie volgt uit dePoynting vector~S: ~S = ~E× ~H = cW~ev. De irradiantie is het tijdgemid-
delde van de Poynting vector:I = 〈|~S |〉t. De stralingsdrukps is gegeven doorps = (1 +R)|~S |/c, waarinR
de reflectiecöefficiënt is.
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2.5.2 Elektromagnetische golven in materie

De golfvergelijkingen in materie, metcmat = (εµ)−1/2 de lichtsnelheid in materie, zijn:(
∇2 − εµ ∂

2

∂t2
− µ

ρ

∂

∂t

)
~E = 0 ,

(
∇2 − εµ ∂

2

∂t2
− µ

ρ

∂

∂t

)
~B = 0

geven, na substitutie van de monochromatische vlakke golfoplossingen~E = E exp(i(~k · ~r − ωt)) en ~B =
B exp(i(~k · ~r − ωt)) de dispersierelatie:

k2 = εµω2 +
iµω

ρ

De 1e term komt van de verplaatsingsstroom, de 2e van de geleidingsstroom. Alsk geschreven wordt als
k := k′ + ik′′ volgt:

k′ = ω
√

1
2εµ

√√√√1 +

√
1 +

1
(ρεω)2

en k′′ = ω
√

1
2εµ

√√√√−1 +

√
1 +

1
(ρεω)2

De golf is dus gedempt:~E = E exp(−k′′~n · ~r ) exp(i(k′~n · ~r − ωt)). Als er sprake is van een goede geleider

dempt de golf uit op een afstand van ongeveer de golflengte,k = (1 + i)
√
µω

2ρ
.

2.6 Multipolen

Omdat
1

|~r − ~r ′|
=

1
r

∞∑
0

(
r′

r

)l

Pl(cos θ) is de potentiaal te schrijven als:V =
Q

4πε

∑
n

kn

rn

Voor de laagste orde termen geldt:

• Monopool:l = 0, k0 =
∫
ρdV

• Dipool: l = 1, k1 =
∫
r cos(θ)ρdV

• Quadrupool:l = 2, k2 = 1
2

∑
i

(3z2
i − r2i )

1. De elektrische dipool: dipoolmoment:~p = Ql~e, waarin ~e loopt van ⊕ naar 	, en
~F = (~p · ∇) ~Euitw, enW = −~p · ~Euitw.

Elektrisch veld:~E ≈ Q

4πεr3

(
3~p · ~r
r2
− ~p
)

. Het moment is:~τ = ~p× ~Euitw

2. De magnetische dipool: dipoolmoment: alsr �
√
A: ~µ = ~I × (A~e⊥), ~F = (~µ · ∇) ~Buitw

|µ| = mv2
⊥

2B
,W = −~µ× ~Buitw

Magnetisch veld:~B =
−µ
4πr3

(
3µ · ~r
r2
− ~µ

)
. Het moment is:~τ = ~µ× ~Buitw

2.7 Elektrische stromen

De continüıteitsvergelijking voor lading luidt:
∂ρ

∂t
+∇ · ~J = 0. Deelektrische stroomsterkteis gegeven door:

I =
dQ

dt
=
∫∫

( ~J · ~n )d2A

In het algemeen geldt in een geleider:~J = ~E/ρ, metρ desoortelijke weerstand.
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Een verandering van de flux die door een geleider omsloten wordt geeft aanleiding tot eeninductiespanning

Vind = −N dΦ
dt

. Een varandering van de stroom die door een geleider gaat geeft aanleiding tot een zelfinduc-

tiespanning die deze verandering tegen gaat:Vzelfind = −LdI
dt

. Indien een bepaalde stroomkring een fluxΦ
omsluit geldt:Φ = LI.

De magnetische fluxdichtheid binnen een spoel wordt bij benadering gegeven door:B =
µNI√
l2 + 4R2

met l

de lengte,R de straal enN het aantal windingen van de spoel. De energie in een spoel wordt gegeven door
W = 1

2LI
2 enL = µN2A/l.

DeCapaciteitis gedefinieerd als:C = Q/V . In een condensator geldt:C = ε0εrA/d metd de afstand tussen
de platen enA de oppervlakte vańeén plaat. De elektrische veldsterkte tussen de platen isE = σ/ε0 = Q/ε0A
metσ de oppervlaktelading. De opgeslagen energie is gelijk aanW = 1

2CV
2. De stroom door een capaciteit

is I = −C dV
dt

.

Voor de meeste, PTC weerstanden geldt in goede benadering:R = R0(1 + αT ), metR0 = ρl/A. Voor een
NTC geldt:R(T ) = C exp(−B/T ) metB enC materiaalconstanten.

Indien men door 2 verschillende, elkaar rakende geleidersx eny een stroom stuurt zal het contactoppervlak
opwarmen of afkoelen, afhankelijk van de stroomrichting. Dit is hetPeltiereffect. De vrijkomende c.q. ont-
trokken warmte volgt uit:W = ΠxyIt. Met halfgeleiders is dit effect verder te versterken.

De thermospanningtussen 2 metalen wordt gegeven door:V = γ(T−T0). Voor een Cu-Konstantaan verbind-
ing geldt:γ ≈ 0, 2− 0.7 mV/K.

In een netwerk waarin slechts stationaire stromen lopen gelden dewetten van Kirchhoff: voor een knooppunt
geldt:

∑
In = 0, en langs een gesloten baan geldt:

∑
Vn =

∑
InRn = 0.

2.8 Ontpolariserend veld

Plaatst men een diëlektricum in een elektrisch of magnetisch veld, dan zal de veldsterkte zowel binnen als
buiten het dïelektricum anders zijn dan eerst omdat het diëlektricum wordt gepolariseerd c.q. gemagnetiseerd.
Als het dïelektricum de vorm heeft van een ellipsoı̈de waarvańeén der hoofdassen in de richting van het externe
veld ~E0 c.q. ~B0 staat is het ontpolariserende veld homogeen.

~Eont = ~Emat − ~E0 = −N
~P

ε0
~Hont = ~Hmat − ~H0 = −N ~M

N is een constante die slechts van de vorm van het object in het veld afhangt. In het algemeen geldt0 ≤ N ≤
1. Voor enkele limietgevallen van een ellipsoı̈de geldt: een dunne, vlakke plaat:N = 1, een lange, dunne
staaf:N = 0 en voor een bol geldt:N = 1

3 .

2.9 Mengsels van materialen

De gemiddelde diëlektrische verschuiving in een materiaal dat op mesoscopische schaal inhomogeen is, is:

〈D〉 = 〈εE〉 = ε∗ 〈E〉 met ε∗ = ε1

(
1− φ2(1− x)

Φ(ε∗/ε2)

)−1

waarinx = ε1/ε2 en voor een bol geldt:Φ =
1
3 + 2

3x. Verder geldt: (∑
i

φi

εi

)−1

≤ ε∗ ≤
∑

i

φiεi



Chapter 3

Relativiteitstheorie

3.1 De speciale relativiteitstheorie

3.1.1 De Lorentztransformatie

De Lorentztransformatie(~x ′, t′) = (~x ′(~x, t), t′(~x, t)) laat de golfvergelijking gelijkvormig alsc invariant is:

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
− 1
c2
∂2

∂t2
=

∂2

∂x′2
+

∂2

∂y′2
+

∂2

∂z′2
− 1
c2

∂2

∂t′2

en kan ook gevonden worden uit de eisds2 = ds′2. De algemene vorm van de Lorentztransformatie is:

~x ′ = ~x+
(γ − 1)(~x · ~v )~v

|v|2
− γ~vt , t′ = γ

(
t− ~x · ~v

c2

)
met

γ =
1√

1− v2

c2

De verschilsnelheid~v ′ tussen twee waarnemers transformeert volgens:

~v ′ =
(
γ

(
1− ~v1 · ~v2

c2

))−1(
~v2 + (γ − 1)

~v1 · ~v2
v2
1

~v1 − γ~v1
)

Als de snelheid in dex-richting is, wordt dity′ = y, z′ = z en:

x′ = γ(x− vt) , x = γ(x′ + vt′)

t′ = γ
(
t− xv

c2

)
, t = γ

(
t′ +

x′v

c2

)
, v′ =

v2 − v1
1− v1v2

c2

Als ~v = v~ex geldt:

p′x = γ

(
px −

βW

c

)
, W ′ = γ(W − vpx)

Met β = v/c wordt het elektrische veld van een bewegende lading gegeven door:

~E =
Q

4πε0r2
(1− β2)~er

(1− β2 sin2(θ))3/2

Het elektromagnetische veld transformeert volgens:

~E′ = γ( ~E + ~v × ~B ) , ~B′ = γ

(
~B − ~v × ~E

c2

)

Lengte, massa en tijd transformeren volgens:∆tr = γ∆t0, mr = γm0, lr = l0/γ, met0 de grootheden in
een met het object meebewegend stelsel enr de grootheden in een stelsel dat met snelheidv beweegt t.o.v. dat
stelsel. De eigentijdτ is gedefinieerd als:dτ2 = ds2/c2, dus∆τ = ∆t/γ. Voor energie en impuls geldt:
W = mrc

2 = γW0, W 2 = m2
0c

4 + p2c2. p = mrv = γm0v = Wv/c2, enpc = Wβ metβ = v/c. De
kracht is gedefinieerddoor ~F = d~p/dt.

13
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4-vectoren hebben de eigenschap dat hun absolute waarde onafhankelijk is van de waarnemer: hun compo-
nenten kunnen ẃel veranderen bij een coördinatentransformatie, maar hun lengte niet. Het verschil van twee

4-vectoren transformeertóók als een 4-vector. De 4-vector voor de snelheid wordt gegeven doorUα =
dxα

dτ
.

Het verband met de “gewone” snelheidui := dxi/dt is: Uα = (γui, icγ). Voor een deeltje met rustmassa> 0
geldt:UαUα = −c2, voor een deeltje zonder rustmassa (dus metv = c) geldt:UαUα = 0. De 4-vector voor
energie en impuls wordt gegeven door:pα = m0U

α = (γpi, iW/c). Dus:pαp
α = −m2

0c
2 = p2 −W 2/c2.

3.1.2 Rood en blauw verschuiving

Er zijn 3 oorzaken van rood c.q. blauwverschuiving:

1. Beweging: met~ev · ~er = cos(ϕ) volgt:
f ′

f
= γ

(
1− v cos(ϕ)

c

)
.

Dit kan zowel rood- als blauwverschuiving geven, ook⊥ op de bewegingsrichting.

2. Gravitationele roodverschuiving:
∆f
f

=
κM

rc2
.

3. Roodverschuiving door de uitzetting van het heelal, resulterend in o.a. de achtergrondstraling:
λ0

λ1
=

R0

R1
.

3.1.3 De energie-impuls tensor en de veldtensor

De energie-impuls tensor wordt gegeven door:

Tµν = (%c2 + p)uµuν + pgµν +
1
c2
(
FµαF

α
ν + 1

4gµνF
αβFαβ

)
De behoudswetten zijn dan te schrijven als:∇νT

µν = 0. De elektromagnetische veldtensor wordt gegeven
door:

Fαβ =
∂Aβ

∂xα
− ∂Aα

∂xβ

metAµ := ( ~A, iV/c) enJµ := ( ~J, icρ). De Maxwellvergelijkingen kunnen dan geschreven worden in de
vorm:

∂νF
µν = µ0J

µ , ∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0

De bewegingsvergelijking voor een geladen deeltje in een EM veld is met de veldtensor:

dpα

dτ
= qFαβu

β

3.2 De algemene relativiteitstheorie

3.2.1 Riemannse meetkunde, de Einstein tensor

De uitgangspunten van de ART zijn:

1. Hetgeodetenpostulaat: vrij vallende deeltjes bewegen zich langs geodeten van de ruimte-tijd, met als
parameter de eigentijdτ of de booglengtes (ds = cdτ ). Voor fotonen moet men een vrije parameter
gebruiken omdat voor hends = 0. Uit δ

∫
ds = 0 volgt dan de bewegingsvergelijking:

d2xα

ds2
+ Γα

βγ

dxβ

ds

dxγ

ds
= 0

2. Hetequivalentieprincipe: trage massa≡ zware massa⇒ de zwaartekracht is equivalent aan een gekromde
ruimte waarin deeltjes langs geodeten bewegen.
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3. Door een geschikte keuze van het coördinatenstelsel kan men in elk puntxi de metriek lokaal vlak
maken:gαβ(xi) = ηαβ :=diag(−1, 1, 1, 1).

De Riemann tensoris gedefinieerd als:Rµ
ναβT

ν := ∇α∇βT
µ − ∇β∇αT

µ, waarin de covariante afgeleide
gegeven is door∇ja

i = ∂ja
i + Γi

jka
k en∇jai = ∂jai − Γk

ijak. Hierin is

Γi
jk =

gil

2

(
∂glj

∂xk
+
∂glk

∂xj
−
∂g

jk

∂xl

)
, voor Euclidische ruimtes reduceert dit tot:Γi

jk =
∂2x̄l

∂xj∂xk

∂xi

∂x̄l
,

het Christoffelsymboolof affiniteit. Voor een 2e orde tensor geldt:[∇α,∇β ]Tµ
ν = Rµ

σαβT
σ
ν + Rσ

ναβT
µ
σ ,

∇ka
i
j = ∂ka

i
j − Γl

kja
i
l + Γi

kla
l
j ,∇kaij = ∂kaij − Γl

kialj − Γl
kjajl en∇ka

ij = ∂ka
ij + Γi

kla
lj + Γj

kla
il. Er

geldt:Rα
βµν = ∂µΓα

βν − ∂νΓα
βµ + Γα

σµΓσ
βν − Γα

σνΓσ
βµ.

De Ricci tensor is een contractie van de Riemann tensor:Rαβ := Rµ
αµβ , en is symmetrisch:

Rαβ = Rβα. DeBianchi identiteitenluiden:∇λRαβµν +∇νRαβλµ +∇µRαβνλ = 0.

DeEinstein tensoris gegeven door:Gαβ := Rαβ− 1
2g

αβR, waarinR := Rα
α deRicci scalaris. Hiervoor geldt:

∇βGαβ = 0. Uit het variatieprincipeδ
∫

(L(gµν)−Rc2/16πκ)
√
|g|d4x = 0 voor variatiesgµν → gµν +δgµν

volgen develdvergelijkingen van Einstein:

Gαβ =
8πκ
c2

Tαβ , ook te schrijven alsRαβ =
8πκ
c2

(Tαβ − 1
2gαβT

µ
µ )

Voor de lege ruimte is dit dus gelijkwaardig metRαβ = 0. De vergelijkingRαβµν = 0 heeft alleen de vlakke
ruimte als oplossing.

De Einsteinvergelijkingen bestaan uit 10 onafhankelijke componenten, die 2e orde zijn ingµν . Hieruit kan
men de Laplacevergelijking van de Newtonse gravitatie verkrijgen door te stellen:gµν = ηµν + hµν , met
|h| � 1. Dit geeft in het stationaire geval:∇2h00 = 8πκ%/c2.

De meest algemene vorm van de veldvergelijkingen is:Rαβ − 1
2gαβR+ Λgαβ =

8πκ
c2

Tαβ

waarinΛ dekosmologische constanteis. Deze speelt o.a. een rol in het inflatiemodel.

3.2.2 Het lijnelement

Demetrische tensorin een Euclidische ruimte wordt gegeven door:gij =
∑

k

∂x̄k

∂xi

∂x̄k

∂xj
.

In het algemeen geldt:ds2 = gµνdx
µdxν , in de SRT gaat dit over inds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2. Deze

metriek,ηµν :=diag(−1, 1, 1, 1), heet deMinkowski metriek.

Deexterne Schwarzschild metriekgeldt in vacüum buiten een sferische massaverdeling, en is gegeven door:

ds2 =
(
−1 +

2m
r

)
c2dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dΩ2

Hierin ism := Mκ/c2 degeometrische massavan een object met massaM , endΩ2 = dθ2 +sin2 θdϕ2. Deze
metriek is singulier bijr = 2m = 2κM/c2. Als een object kleiner is dan zijn waarnemingshorizon,2m, dan
is de ontsnappingssnelheid> c, heet het eenzwart gat. De Newtonse limiet van deze metriek is gegeven door:

ds2 = −(1 + 2V )c2dt2 + (1− 2V )(dx2 + dy2 + dz2)

waarinV = −κM/r de Newtonse gravitatiepotentiaal is. In de ART worden de componenten vangµν dus
geassocieerd met de potentialen en de afgeleiden vangµν met de veldsterkte.

De Kruskal-Szekeres coördinaten worden gebruikt om bepaalde problemen met de Schwarzschild metriek
rondr = 2m op te lossen. Ze worden gegeven door:
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• r > 2m: 
u =

√
r

2m
− 1 exp

( r

4m

)
cosh

(
t

4m

)

v =
√

r

2m
− 1 exp

( r

4m

)
sinh

(
t

4m

)
• r < 2m: 

u =
√

1− r

2m
exp

( r

4m

)
sinh

(
t

4m

)

v =
√

1− r

2m
exp

( r

4m

)
cosh

(
t

4m

)
• r = 2m: hier zijn de Kruskal cöordinaten singulier. Dit is noodzakelijk om de singulariteit van de

coördinaten te elimineren.

Het lijnelement is in deze coördinaten gegeven door:

ds2 = −32m3

r
e−r/2m(dv2 − du2) + r2dΩ2

De lijn r = 2m komt overeen metu = v = 0, de limietx0 → ∞ metu = v enx0 → −∞ metu = −v. De
Kruskal cöordinaten zijn slechts singulier op de hyperboolv2 − u2 = 1, dit komt overeen metr = 0. Op de
lijn dv = ±du geldtdθ = dϕ = ds = 0.

Voor de metriek buiten een roterend, geladen sferisch lichaam geldt de Newman metriek:

ds2 = −
(

1− 2mr − e2

r2 + a2 cos2 θ

)
c2dt2 +

(
r2 + a2 cos2 θ

r2 − 2mr + a2 − e2

)
dr2 + (r2 + a2 cos2 θ)dθ2 +(

r2 + a2 +
(2mr − e2)a2 sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ

)
sin2 θdϕ2 −

(
2a(2mr − e2)
r2 + a2 cos2 θ

)
sin2 θ(dϕ)(cdt)

metm = κM/c2, a = L/Mc ene = κQ/ε0c
2.

Een roterend geladen zwart gat heeft een waarnemingshorizon metRS = m+
√
m2 − a2 − e2.

Bij roterende zwarte gaten treedt frame dragging op omdatgtϕ 6= 0. In de Kerr-metriek (e = 0, a 6= 0) volgt
dan dat binnen het oppervlakRE = m+

√
m2 − a2 cos2 θ (de ergosfeer) geen stilstand mogelijk is.

3.2.3 Planeetbanen en de periheliumverschuiving

Om een planeetbaan te vinden moet het variatieprobleemδ
∫
ds = 0 worden opgelost, hetgeen gelijkwaardig

is metδ
∫
ds2 = δ

∫
gijdx

idxj = 0. Invullen van de externe Schwarzschild metriek geeft voor de planeetbaan:

du

dϕ

(
d2u

dϕ2
+ u

)
=
du

dϕ

(
3mu+

m

h2

)
waarinu := 1/r enh = r2ϕ̇ =constant. De term3mu ontbreekt in de klassieke oplossing. Deze term is in

het klassieke geval ook te vinden met een potentiaalV (r) = −κM
r

(
1 +

h2

r2

)
.

De baanvergelijking heeft als oplossingóf r =constant,́of kan, na uitdelen vandu/dϕ, worden opgelost met
storingsrekening. In 0e orde geeft dit een ellipsbaan:u0(ϕ) = A + B cos(ϕ) metA = m/h2 enB een
willekeurige constante. In 1e orde geeft dit:

u1(ϕ) = A+B cos(ϕ− εϕ) + ε

(
A+

B2

2A
− B2

6A
cos(2ϕ)

)
waarinε = 3m2/h2 klein is. Het perihelium van een planeet is het punt waarvoorr minimaal is, ofwelu
maximaal is. Dit is het geval alscos(ϕ− εϕ) = 0⇒ ϕ ≈ 2πn(1 + ε). Voor de periheliumverschuiving volgt
dan:∆ϕ = 2πε = 6πm2/h2 per omwenteling.
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3.2.4 De baan van een foton

Voor de baan van een foton (en elk ander deeltje met rustmassa 0) geldt:ds2 = 0. Invullen van de externe
Schwarzschild metriek geeft voor de baanvergelijking:

du

dϕ

(
d2u

dϕ2
+ u− 3mu

)
= 0

3.2.5 Gravitatiegolven

Uitgaande van de benaderinggµν = ηµν + hµν voor zwakke gravitatievelden, en de definitieh′µν = hµν −
1
2ηµνh

α
α, volgt dat h′µν = 0 als voldaan is aan de ijkconditie∂h′µν/∂x

ν = 0. Hieruit volgt dat het en-
ergieverlies van een mechanisch systeem, als de erin optredende snelheden� c zijn en voor golflengten�de
afmetingen v.h. systeem, gegeven is door

dE

dt
= − G

5c5
∑
i,j

(
d3Qij

dt3

)2

waarinQij =
∫
%(xixj − 1

3δijr
2)d3x het massaquadrupoolmoment is.

3.2.6 Kosmologie

Als voor het heelal als geheel aangenomen wordt:

1. Er bestaat een globale tijdcoördinaat die alsx0 van een Gaussisch coördinatenstelsel fungeert,

2. De 3-dimensionale ruimtes zijn isotroop bij een zekere waarde vanx0,

3. Elk punt is equivalent aan elk ander punt bij een vastex0.

dan volgt voor het lijnelement deRobertson-Walker metriek:

ds2 = −c2dt2 +
R2(t)

r20

(
1− kr2

4r20

) (dr2 + r2dΩ2)

Voor deschaalfactorR(t) zijn de volgende vergelijkingen af te leiden:

2R̈
R

+
Ṙ2 + kc2

R2
= −8πκp

c2
+ Λ en

Ṙ2 + kc2

R2
=

8πκ%
3

+
Λ
3

metp de druk en% de dichtheid van het heelal. AlsΛ = 0 volgt dan voor devertragingsparameterq:

q = − R̈R
Ṙ2

=
4πκ%
3H2

metH = Ṙ/R deHubble constante. Deze geeft aan hoe snel ver verwijderde sterrenstelsels zich van elkaar
af bewegen, en heeft de waarde≈ (75 ± 25) km·s−1·Mpc−1. Er zijn nu 3 mogelijke toestanden waarin het
heelal zich kan bevinden (metW de totale energie in het heelal):

1. Parabolisch heelal: k = 0, W = 0, q = 1
2 . De expansiesnelheid van het heelal→ 0 als t → ∞. De

hierbij horendekritische dichtheidis %c = 3H2/8πκ.

2. Hyperbolisch heelal: k = −1,W < 0, q < 1
2 . De expansiesnelheid van het heelal blijft altijd positief.

3. Elliptisch heelal: k = 1, W > 0, q > 1
2 . De expansiesnelheid van het heelal wordt na verloop van tijd

negatief: het heelal gaat dan weer inkrimpen.



Chapter 4

Trillingen

4.1 Harmonische trillingen

De algemene vorm van een harmonische trilling is:Ψ(t) = Ψ̂ei(ωt±ϕ) ≡ Ψ̂ cos(ωt± ϕ),

waarin Ψ̂ de amplitudeis. Indien meerdere harmonische trillingenmet dezelfde frequentiegesuperponeerd
worden is de resultante weer een harmonische trilling:∑

i

Ψ̂i cos(αi ± ωt) = Φ̂ cos(β ± ωt)

met:

tan(β) =

∑
i

Ψ̂i sin(αi)∑
i

Ψ̂i cos(αi)
en Φ̂2 =

∑
i

Ψ̂2
i + 2

∑
j>i

∑
i

Ψ̂iΨ̂j cos(αi − αj)

Voor harmonische trillingen geldt:
∫
x(t)dt =

x(t)
iω

en
dnx(t)
dtn

= (iω)nx(t).

4.2 Mechanische trillingen

Voor een parallel geschakelde veer met veerconstanteC en dempingk waaraan een massaM bevestigd is
waarop een periodieke krachtF (t) = F̂ cos(ωt) uitgeoefend wordt, geldt de bewegingsvergelijkingmẍ =
F (t)− kẋ− Cx. In complexe amplitude is dit:−mω2x = F − Cx− ikωx. Metω2

0 = C/m volgt:

x =
F

m(ω2
0 − ω2) + ikω

,en voor de snelheid geldt:̇x =
F

i
√
Cmδ + k

metδ =
ω

ω0
− ω0

ω
deverstemming. De grootheidZ = F/ẋ noemt men deimpedantievan het systeem. De

kwaliteitvan het systeem wordt gegeven doorQ =
√
Cm

k
.

De frequentie waarvoor|Z| minimaal is heet desnelheidsresonantiefrequentie. Deze is gelijk aanω0. In de
resonantiekrommeis |Z|/

√
Cm uitgezet tegenω/ω0. De breedte van deze kromme is gekarakteriseerd door

de punten waarbij|Z(ω)| = |Z(ω0)|
√

2. In deze punten geldt:R = X enδ = ±Q−1, en de breedte ervan is
2∆ωB = ω0/Q.

De stijfheid van een trillend systeem is gegeven doorF/x. De amplituderesonantiefrequentieωA is de fre-

quentie waarbijiωZ minimaal is. Dit is het geval bijωA = ω0

√
1− 1

2Q
2.

DedempingsfrequentieωD is een maat voor de snelheid waarmee een trillend systeem tot stilstand komt. Deze

wordt gegeven doorωD = ω0

√
1− 1

4Q2
. Een zwak gedempte trilling(k2 < 4mC) sterft uit naTD = 2π/ωD.

Voor eenkritisch gedemptetrilling (k2 = 4mC) geldtωD = 0. Een sterk gedempte trilling(k2 > 4mC) valt
af met (alsk2 � 4mC) x(t) ≈ x0 exp(−t/τ).

18
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4.3 Elektrische trillingen

De impedantie wordt gegeven door:Z = R + iX. Er geldt: ϕ := arctan(X/R). De impedantie van een

weerstand isR, die van een capaciteit
1
iωC

en die van een zelfinductieiωL. De kwaliteit van een spoel is

Q = ωL/R. De totale impedantie in het geval van een aantal elementen is gegeven door:

1. Serieschakeling:V = IZ,

Ztot =
∑

i

Zi , Ltot =
∑

i

Li ,
1
Ctot

=
∑

i

1
Ci

, Q =
Z0

R
, Z = R(1 + iQδ)

2. parallelschakeling:V = IZ,

1
Ztot

=
∑

i

1
Zi

,
1
Ltot

=
∑

i

1
Li

, Ctot =
∑

i

Ci , Q =
R

Z0
, Z =

R

1 + iQδ

hierin isZ2
0 =

L

C
enω0 =

1√
LC

.

Het door een bron afgegeven vermogen is gegeven doorP (t) = V (t) · I(t), dus〈P 〉t = V̂eff Îeff cos(∆φ)
= 1

2 V̂ Î cos(φv − φi) = 1
2 Î

2Re(Z) = 1
2 V̂

2Re(1/Z), waarincos(∆φ) de arbeidsfactor is.

4.4 Golfgedrag in lange leidingen

Deze leidingen worden gebruikt voor signaaloverdracht, b.v. coaxkabels. Hier geldtZ0 =

√
dL

dx

dx

dC
. De

voortplantingssnelheid wordt gegeven doorv =

√
dx

dL

dx

dC
.

4.5 Gekoppelde kringen en transformatoren

Voor 2 spoelen die een gedeelte van elkaars flux omvatten geldt: alsΦ12 het deel van de flux is die spoel 1
omvat en die afkomstig is vanI2 door spoel 2, dan geldtΦ12 = M12I2, Φ21 = M21I1. Voor decoëfficïenten
van wederkerige inductieMij geldt:

M12 = M21 := M = k
√
L1L2 =

N1Φ1

I2
=
N2Φ2

I1
∼ N1N2

met0 ≤ k ≤ 1 dekoppelfactor. Voor een transformator isk ≈ 1. Bij volle belasting geldt:

V1

V2
=
I2
I1

= − iωM

iωL2 +Rbelasting
≈ −

√
L1

L2
= −N1

N2

4.6 Slingers

De trillingstijd T = 1/f , en is voor verschillende typen slingers gegeven door:

• Trillende veer:T = 2π
√
m

C
als de veerkracht gegeven is doorF = C ·∆l.

• Fysische slinger:T = 2π

√
I

τ
metτ het krachtmoment enI het traagheidsmoment.

• Torsieslinger:T = 2π

√
I

κ
metκ =

2lm
πr4∆ϕ

de torsieconstante enI het traagheidsmoment.

• Mathematische slinger:T = 2π

√
l

g
metg de valversnelling enl de lengte van de slinger.



Chapter 5

Golven

5.1 De golfvergelijking

De algemene vorm van de homogene golfvergelijking is:u = 0, ofwel:

∇2u− 1
v2

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
− 1
v2

∂2u

∂t2
= 0

metu de uitwijking env devoortplantingssnelheid. Verder geldt in het algemeen:v = fλ. Per definitie geldt:
kλ = 2π enω = 2πf .

Er zijn in principe 2 soorten golven:

1. Longitudinale golven: hiervoor geldt~k ‖ ~v ‖ ~u.

2. Transversale golven: hiervoor geldt~k ‖ ~v ⊥ ~u.

De fasesnelheidwordt gegeven door:vf = ω/k. Degroepssnelheidwordt gegeven door:

vg =
dω

dk
= vf + k

dvf
dk

= vf

(
1− k

n

dn

dk

)
waarinn de brekingsindex van het medium is. Alsvf niet afhangt vanω geldt: vf = vg. In een dispergerend
medium kanvg > vf of vg < vf , envg · vf = c2. Als men informatie wil overbrengen met een golf, b.v. door
modulatie van een EM golf, verplaatst de informatie zich met de snelheid waarmee een verandering in het EM
veld zich voortplant. Deze is vaak vrijwel gelijk aan de groepssnelheid.

Voor verschillende media is de voortplantingssnelheid gegeven door:

• Drukgolven in een vloeistof of gas:v =
√
κ/%, metκ de compressiemodulus.

• Voor drukgolven in een gas geldt ook:v =
√
γp/% =

√
γRT/M .

• Drukgolven in een dunne vaste staaf als de diameter<< λ: v =
√
E/%

• Golven in een snaar:v =
√
Fspanl/m

• Oppervlaktegolven op een vloeistof:v =

√(
gλ

2π
+

2πγ
%λ

)
tanh

(
2πh
λ

)
meth de diepte van de vloeistof enγ de oppervlaktespanning. Alsh� λ geldt:v ≈

√
gh.

5.2 Oplossingen van de golfvergelijking

5.2.1 Vlakke golven

In n dimensies luidt de vergelijking voor een harmonische vlakke, staande golf:

u(~x, t) = 2nû cos(ωt)
n∑

i=1

sin(kixi)

De vergelijking van een harmonische lopende vlakke golf is:u(~x, t) = û cos(~k · ~x± ωt+ ϕ)

20
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Als golven aan een uiteinde van een snaar reflecteren geeft een vast uiteinde een faseverandering aan de gere-
flecteerde golf vanπ/2, en er geldt als randvoorwaardeu(l) = 0. Een los uiteinde geeft geen faseverandering
aan de gereflecteerde golf, en heeft als randvoorwaarde(∂u/∂x)l = 0.

Als de waarnemer zich verplaatst t.o.v. de golf met een snelheidvwaarnemer zal de frequentie veranderen: het

Dopplereffect. Hiervoor geldt:
f

f0
=
vf − vwaarnemer

vf
.

5.2.2 Sferische golven

In het geval van sferische symmetrie is de homogene golfvergelijking:

1
v2

∂2(ru)
∂t2

− ∂2(ru)
∂r2

= 0

met als algemene oplossing:

u(r, t) = C1
f(r − vt)

r
+ C2

g(r + vt)
r

5.2.3 Cylindrische golven

In het geval van cylindrische symmetrie is de homogene golfvergelijking:

1
v2

∂2u

∂t2
− 1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
= 0

Dit is een Besselvergelijking, met oplossingen die geschreven kunnen worden als Hankelfuncties. Voor vol-
doend grote waarden vanr volgt hieruit:

u(r, t) =
û√
r

cos(k(r ± vt))

5.2.4 De algemene oplossing in 1 dimensie

Uitgegaan wordt van de vergelijking

∂2u(x, t)
∂t2

=
N∑

m=0

(
bm

∂m

∂xm

)
u(x, t)

met bm ∈ IR. Er wordtu(x, t) = Aei(kx−ωt) gesubstitueerd. Dit geeft twee oplossingenωj = ωj(k) als
dispersierelaties. De algemene oplossing wordt nu gegeven door:

u(x, t) =

∞∫
−∞

(
a(k)ei(kx−ω1(k)t) + b(k)ei(kx−ω2(k)t)

)
dk

Omdat in het algemeen de frequentiesωj niet lineair zijn ink is er dispersie en is de oplossing nu niet te
schrijven als een som van functies die alleen afhangen vanx± vt: het golffront vervormt.

5.3 De stationaire fasemethode

De Fourierintegralen van de vorige sectie zijn in het algemeen niet exact te berekenen. Alsωj(k) ∈ IR kan
men dan de stationaire fasemethode toepassen. Men stelt dat alsa(k) een langzaam veranderende functie
van k is, de gedeelten van dek-as waar de fasekx − ω(k)t snel verandert geen bijdragen tot de integraal
leveren omdat de e-macht daar snel oscilleert. De enige gebieden die een bijdrage tot de integraal leveren is de

omgeving van punten met een stationaire fase, bepaald door
d

dk
(kx− ω(k)t) = 0. Nu volgt de benadering

∞∫
−∞

a(k)ei(kx−ω(k)t)dk ≈
N∑

i=1

√√√√ 2π
d2ω(ki)

dk2
i

exp
[
−i14π + i(kix− ω(ki)t)

]
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5.4 Greense functies voor het beginwaardenprobleem

Deze methode verdient de voorkeur als de gezochte oplossingen sterk afwijken van de stationaire oplossingen,
zoals pulsvormige excitaties. Uitgaande van de golfvergelijking in 1 dimensie, met∇2 = ∂2/∂x2 geldt: zij

Q(x, x′, t) de oplossing met als beginvoorwaardenQ(x, x′, 0) = δ(x−x′) en
∂Q(x, x′, 0)

∂t
= 0, enP (x, x′, t)

de oplossing met als beginvoorwaardenP (x, x′, 0) = 0 en
∂P (x, x′, 0)

∂t
= δ(x− x′), dan is de oplossing van

de golfvergelijking met willekeurige beginvoorwaardenf(x) = u(x, 0) eng(x) =
∂u(x, 0)
∂t

gegeven door:

u(x, t) =

∞∫
−∞

f(x′)Q(x, x′, t)dx′ +

∞∫
−∞

g(x′)P (x, x′, t)dx′

P enQ worden ook wel depropagatorengenoemd. Ze worden gegeven door:

Q(x, x′, t) = 1
2 [δ(x− x′ − vt) + δ(x− x′ + vt)]

P (x, x′, t) =

{ 1
2v

als |x− x′| < vt

0 als |x− x′| > vt

Verder geldt het verband:Q(x, x′, t) =
∂P (x, x′, t)

∂t

5.5 Golfpijpen en trilholten

Uit de Maxwellvergelijkingen volgen de randvoorwaarden aan een perfecte geleider. Zij~n een eenheidsvector
⊥ het oppervlak, gericht van 1 naar 2, en~K een oppervlakte stroomdichtheid. Dan geldt:

~n · ( ~D2 − ~D1) = σ ~n× ( ~E2 − ~E1) = 0
~n · ( ~B2 − ~B1) = 0 ~n× ( ~H2 − ~H1) = ~K

In een golfpijp geldt, vanwege de cylindrische symmetrie:~E(~x, t) = ~E(x, y)ei(kz−ωt) en
~B(~x, t) = ~B(x, y)ei(kz−ωt). Men kan nu afleiden, alsBz enEz niet≡ 0 zijn:

Bx =
i

εµω2 − k2

(
k
∂Bz

∂x
− εµω∂Ez

∂y

)
By =

i

εµω2 − k2

(
k
∂Bz

∂y
+ εµω

∂Ez
∂x

)
Ex =

i

εµω2 − k2

(
k
∂Ez
∂x

+ εµω
∂Bz

∂y

)
Ey =

i

εµω2 − k2

(
k
∂Ez
∂y
− εµω∂Bz

∂x

)
Er zijn nu 3 situaties mogelijk:

1. Bz ≡ 0: de Transversaal Magnetische modes (TM). Randvoorwaarde:Ez|opp = 0.

2. Ez ≡ 0: de Transversaal Elektrische modes (TE). Randvoorwaarde:
∂Bz

∂n

∣∣∣∣
opp

= 0.

Voor de TE en TM modes geeft dit een eigenwaardeprobleem voorEz resp. Bz met de betreffende
randvoorwaarden:(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ψ = −γ2ψ met eigenwaardenγ2 := εµω2 − k2

Dit geeft een discrete oplossingψ` bij eigenwaardeγ2
` : k =

√
εµω2 − γ2

` . Dit is te schrijven als:k =
c
√
ω2 − ω2

` . Voor ω < ω` is k imaginair en is de golf gedempt. Daarom wordtω` deafsnijfrequentie
genoemd. In rechthoekige geleiders vindt men voor de afsnijgolflengte bij mode TEm,n of TMm,n:

λ` =
2√

(m/a)2 + (n/b)2
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3. Ez enBz zijn overal 0: de Transversaal elektromagnetische mode (TEM). Dan geldt:k = ±ω√εµ en
vf = vg, net als zonder golfgeleider. Verder isk ∈ IR, zodat er geen afsnijfrequenties bestaan.

In een rechthoekige, 3 dimensionale trilholte met ribbena, b enc zijn de mogelijke golfgetallen gegeven door:

kx =
n1π

a
, ky =

n2π

b
, kz =

n3π

c
Dit geeft voor de mogelijke frequentiesf = vk/2π in de trilholte:

f =
v

2

√
n2

x

a2
+
n2

y

b2
+
n2

z

c2

Voor een kubische trilholte, meta = b = c, vindt men voor het aantal mogelijke trilwijzen (modes)NL voor
longitudinale golven:

NL =
4πa3f3

3v3

Omdat transversale golven 2 polarisatietoestanden hebben geldt hiervoor:NT = 2NL.

5.6 Niet-lineaire golfvergelijkingen

DeVan der Polvergelijking is:
d2x

dt2
− εω0(1− βx2)

dx

dt
+ ω2

0x = 0

voor zeer kleine amplitudes kan menβx2 verwaarlozen. Substitutie vanx ∼ eiωt geeft: ω = 1
2ω0(iε ±

2
√

1− 1
2ε

2). De laagste orde instabiliteiten groeien echter aan met1
2εω0. Met het groeien vanx wordt de

2e term echter weer groter en deze remt de groei. Er kunnen oscillaties optreden op een tijdschaal∼ ω−1
0 .

Als x ontwikkeld wordt volgensx = x(0) + εx(1) + ε2x(2) + · · · en men dit substitueert, geeft dit, naast
periodieke, ookseculiere termen∼ εt. Aangenomen dat er een aantal tijdschalenτn, 0 ≤ τ ≤ N bestaat zo
dat∂τn/∂t = εn en als de seculiere termen 0 gesteld worden geeft dit:

d

dt

{
1
2

(
dx

dt

)2

+ 1
2ω

2
0x

2

}
= εω0(1− βx2)

(
dx

dt

)2

Dit is een energievergelijking. Er is energiebehoud als het linkerlid 0 is. Alsx2 > 1/β verandert het rechterlid
van teken en wordt een energietoename omgezet in een energieafname. Dit beperkt de groei van oscillaties.

DeKorteweg-De Vriesvergelijking is:

∂u

∂t
+
∂u

∂x
− au

∂u

∂x︸ ︷︷ ︸
niet−lin

+ b2
∂3u

∂x3︸ ︷︷ ︸
dispersief

= 0

Deze vergelijking is b.v. een model voor ionen-akoustische golven in een plasma. Er bestaan soliton oplossin-
gen voor deze vergelijking van de vorm:

u(x− ct) =
−d

cosh2(e(x− ct))

metc = 1 + 1
3ad ene2 = ad/(12b2).



Chapter 6

Optica

6.1 Lichtbreking

Voor de breking aan een oppervlak geldt:ni sin(θi) = nt sin(θt) waarinn debrekingsindexvan het materiaal
is. Er geldt de wet van Snellius:

n2

n1
=
λ1

λ2
=
v1
v2

Indien∆n ≤ 1 is de faseverandering van de lichtstraal∆ϕ = 0, indien∆n > 1 geldt: ∆ϕ = π. De breking
van licht in een materiaal wordt veroorzaakt door verstrooiing aan atomen. Men kan stellen dat

n2 = 1 +
nee

2

ε0m

∑
j

fj

ω2
0,j − ω2 − iδω

met ne de elektronendichtheid enfj de oscillator sterkte, waarvoor geldt:
∑
j

fj = 1. Hieruit volgt dat

vg = c/(1 + (nee
2/2ε0mω2)). Hieruit volgt de formule van Cauchy:n = a0 + a1/λ

2. Algemener kan men

n ontwikkelen als:n =
n∑

k=0

ak

λ2k
.

Voor een elektromagnetische golf geldt in het algemeen:n =
√
εrµr.

De weg die een lichtstraal in een materiaal aflegt kan men ook vinden via hetprincipe van Fermat:

δ

2∫
1

dt = δ

2∫
1

n(s)
c
ds = 0⇒ δ

2∫
1

n(s)ds = 0

6.2 Paraxiale geometrische optica

6.2.1 Lenzen

De lenzenformule is af te leiden uit het principe van Fermat met de benaderingencosϕ = 1 en sinϕ = ϕ.
Voor de breking aan een boloppervlak met straalR geldt:

n1

v
− n2

b
=
n1 − n2

R

met|v| de voorwerpsafstand en|b| de beeldafstand. Door dit 2 maal toe te passen krijgt men:

1
f

= (nl − 1)
(

1
R2
− 1
R1

)
met nl de brekingsindex van de lens,f de brandpuntsafstand enR1 enR2 de kromtestralen van de beide
oppervlakken. Voor een dubbel bolle lens isR1 < 0,R2 > 0, voor een dubbelholle lens isR1 > 0 enR2 < 0.
Verder geldt ook:

1
f

=
1
v
− 1
b

24
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D := 1/f noemt men ook de sterkte van de lens. Voor een lens met dikted en diameterD geldt in goede
benadering:1/f = 8(n− 1)d/D2. Voor 2 lenzen achter elkaar met onderlinge afstandd geldt:

1
f

=
1
f1

+
1
f2
− d

f1f2

In deze formules zijn de volgende tekenafspraken gebruikt voor breking aan een bolvormig oppervlak, zoals
gezien door de invallende lichtstraal:

Grootheid + −
R Hol oppervlak Bol oppervlak
f Convergerende lens Divergerende lens
v Rëeel voorwerp Virtueel voorwerp
b Virtueel beeld Rëeel beeld

6.2.2 Spiegels

Voor beeldvorming aan een spiegel geldt:

1
f

=
1
v

+
1
b

=
2
R

+
h2

2

(
1
R
− 1
v

)2

meth de loodrechte afstand van het punt van inval op de spiegel tot de optische as. Sferische aberratie kan
men verminderen door geen bolvormige spiegels te gebruiken. Een parabolische spiegel heeft geen sferische
aberratie voor stralen die evenwijdig aan de optische as invallen en wordt daarom veel voor telescopen gebruikt.
De gebruikte tekenafspraken zijn:

Grootheid + −
R Holle spiegel Bolle spiegel
f Holle spiegel Bolle spiegel
v Rëeel voorwerp Virtueel voorwerp
b Rëeel beeld Virtueel beeld

6.2.3 Hoofdvlakken

Denodale puntenN van een lens worden gedefinieerd door de figuur hiernaast. Als
de lens aan beide kanten door hetzelfde medium omringd wordt vallen de nodale
punten samen met de hoofdpunten H. Het vlak⊥ op de optische as en door de
hoofdpunten is het hoofdvlak. Als de lens beschreven wordt door de matrixmij

geldt voor de afstanden vanh1 enh2 tot de rand van de lens:

h1 = n
m11 − 1
m12

, h2 = n
m22 − 1
m12

r
�
�
�
�,

,
,

,
�
�
�
�
�

rrN1

N2O

6.2.4 Vergroting

De lineaire vergrotingis gedefinieerd door:N = − b
v

Dehoekvergrotingis gedefinieerd door:Nα = − αmet

αzond

metαmet de gezichtshoek met het optisch systeem enαzond de gezichtshoek zonder. Verder geldt:N ·Nα = 1.
Voor een telescoop geldt:N = fobjectief/foculair. Deopeningsverhoudingis gedefinieerd doorf/Dobjectief .
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6.3 Matrixmethoden

Men kan de verandering van de toestandsvector die een lichtstraal beschrijft, met componenten(nα, y) bereke-
nen door ze met een matrix te vermenigvuldigen.α is de hoek die de lichtstraal maakt met de optische as eny
de hoogte van de lichtstraal boven de optische as. De vergelijking is:(

n2α2

y2

)
= M

(
n1α1

y1

)
metTr(M) = 1. M is het product van elementaire matrices. Deze zijn:

1. Voor een driftruimte van lengtel: MR =
(

1 0
l/n 1

)

2. Voor een brekend oppervlak met sterkteD: MT =
(

1 −D
0 1

)

6.4 Afbeeldingsfouten

Lenzen geven meestal geen perfect beeld. Enkele oorzaken hiervoor zijn:

1. Chromatische aberratie: dit wordt veroorzaakt door het feit datn = n(λ). Men kan dit (gedeeltelijk)
compenseren met een lens die opgebouwd is uit meerdere lenzen met verschillende functiesni(λ). Met
N lenzen kan menf voorN golflengten gelijk maken.

2. Sferische aberratie: dit wordt veroorzaakt door 2e orde effecten die meestal verwaarloosd worden: een
boloppervlak geeft geen perfecte lens. Stralen die ver van de optische as invallen worden dan sterker
gebroken.

3. Coma: dit wordt veroorzaakt door het feit dat de hoofdvlakken van een lens slechts vlak zijn dichtbij de
optische as. Verder weg zijn ze gekromd. Er kan sprake zijn van positieve of negatieve coma.

4. Astigmatisme: van een object dat niet op de optische as ligt wordt een punt afgebeeld op een ellips
vanwege het feit dat de lens niet overal even dik is.

5. Veldkromming: het oog kan hiervoor compenseren.

6. Distorsie: dit geeft vertekeningen aan de randen. Dit is met een combinatie van positieve en negatieve
lenzen op te heffen.

6.5 Reflectie en transmissie

Indien een elektromagnetische golf op een doorzichtig medium valt zal een deel van de golf reflecteren onder
dezelfde hoek als de hoek van inval en zal een deel van de golf getransmitteerd worden onder een hoek die
uit de wet van Snellius volgt. Bovendien maakt het nog verschil of het~E veld van de golf⊥ of ‖ aan het
oppervlak staat. Definieer de reflectiecoëfficiëntenr en de transmissiecoëfficiëntent als:

r‖ ≡
(
E0r

E0i

)
‖
, r⊥ ≡

(
E0r

E0i

)
⊥
, t‖ ≡

(
E0t

E0i

)
‖
, t⊥ ≡

(
E0t

E0i

)
⊥

waarinE0r de gereflecteerde amplitude is enE0t de getransmitteerde amplitude. Dan luiden de vergelijkingen
van Fresnel:

r‖ =
tan(θi − θt)
tan(θi + θt)

, r⊥ =
sin(θt − θi)
sin(θt + θi)

t‖ =
2 sin(θt) cos(θi)

sin(θt + θi) cos(θt − θi)
, t⊥ =

2 sin(θt) cos(θi)
sin(θt + θi)
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Er geldt: t⊥ − r⊥ = 1 en t‖ + r‖ = 1. Wanneer de reflectiecoëfficiëntR en de transmissiecoëfficiënt T
gedefinieerd worden als (metθi = θr):

R ≡ Ir
Ii

en T ≡ It cos(θt)
Ii cos(θi)

metI = 〈|~S |〉 volgt: R+T = 1. Een bijzonder geval treedt op alsr‖ = 0. Dit is het geval als de gereflecteerde
en de getransmitteerde stralen⊥ op elkaar staan. Uit de wet van Snellius volgt dan:tan(θi) = n. Deze hoek
heet deBrewster hoek. De situatie waarinr⊥ = 0 kan niet voorkomen.

6.6 Polarisatie

De polarisatie is gedefinieerd als:P =
Ip

Ip + Iu
=
Imax − Imin

Imax + Imin

waarinIp de intensiteit van het gepolariseerde licht is enIu de intensiteit van het ongepolariseerde licht.Imax

en Imin zijn de maximum en minimum intensiteiten wanneer men het licht door een polarisator laat vallen.
Indien een bundel gepolariseerd licht door een polarisator valt geldt dewet van Malus: I(θ) = I(0) cos2(θ)
waarinθ de polarisatorhoek is.

De toestand van een lichtstraal is aan te geven met deStokes-parameters: uitgaande van 4 filters die elk de
helft van de intensiteit doorlaten, waarbij het 1e onafhankelijk van de polarisatie is, het 2e en 3e lineaire
polarisatoren met transmissieassen horizontaal en onder+45◦, terwijl het 4e een circulaire polarisator is die
ondoorzichtig is voorL-toestanden. Dan geldtS1 = 2I1, S2 = 2I2− 2I1, S3 = 2I3− 2I1 enS4 = 2I4− 2I1.

De toestand van eengepolariseerdelichtstraal is ook aan te geven met deJones vector:

~E =
(
E0xeiϕx

E0yeiϕy

)

Voor de horizontaleP -toestand geldt:~E = (1, 0), voor de verticaleP -toestand~E = (0, 1), deR-toestand is
gegeven door~E = 1

2

√
2(1,−i) en deL-toestand door~E = 1

2

√
2(1, i). De verandering in de toestand van de

lichtstraal na het passeren van een optisch instrument is weer te geven als:~E2 = M · ~E1. De Jones matrixM
is voor verschillende optische instrumenten gegeven door:

Horizontale lineaire polarisator:

(
1 0
0 0

)
Verticale lineaire polarisator:

(
0 0
0 1

)
Lineaire polarisator onder+45◦ 1

2

(
1 1
1 1

)
Lineaire polarisator onder−45◦ 1

2

(
1 −1
−1 1

)
1
4 -λ plaatje, snelle as vertikaal eiπ/4

(
1 0
0 −i

)
1
4 -λ plaatje, snelle as horizontaal eiπ/4

(
1 0
0 i

)
Homogene circulaire polarisator rechtsom 1

2

(
1 i
−i 1

)
Homogene circulaire polarisator linksom 1

2

(
1 −i
i 1

)
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6.7 Prisma’s en dispersie

Een lichtstraal die door een prisma gaat wordt 2 maal gebroken en krijgt een deviatieδ = θi + θi′ +α t.o.v. de
invalsrichting, waarinα de tophoek van het prisma is,θi de hoek die de invallende lichtstraal met de normaal
op het oppervlak maakt enθi′ de hoek die de uittredende lichtstraal met de normaal op het uittreeoppervlak
maakt. Wanneer menθi laat varïeren is er een hoek waarvoorδ een minimum bereikt. Voor de brekingsindex
van het prisma volgt nu:

n =
sin( 1

2 (δmin + α))
sin( 1

2α)

De dispersie van een prisma is gedefinieerd door:

D =
dδ

dλ
=
dδ

dn

dn

dλ

waarin de 1e factor van de vorm en de 2e van het materiaal van het prisma afhangt. Er geldt:

dδ

dn
=

2 sin( 1
2α)

cos( 1
2 (δmin + α))

Voor licht geldt meestal datdn/dλ < 0: kortgolvig licht wordt sterker gebroken dan langgolvig. Men kann
in dit gebied meestal goed benaderen met de formule van Cauchy.

6.8 Diffractie

Fraunhofer diffractie vind plaats ver van de bron(nen). De Fraunhofer diffractie van licht dat door een tralie
valt wordt beschreven door:

I(θ)
I0

=
(

sin(u)
u

)2

·
(

sin(Nv)
sin(v)

)2

waarinu = πb sin(θ)/λ, v = πd sin(θ)/λ. N is het aantal spleten,b is de breedte van een spleet end de
afstand tussen de spleten. De maxima in intensiteit voldoen aan:d sin(θ) = kλ.

De diffractie door een cirkelvormige apertuur met straala wordt beschreven door:

I(θ)
I0

=
(
J1(ka sin(θ))
ka sin(θ)

)2

Het diffractiepatroon door een rechthoekige apertuur op een afstandR met zijdena in dex-richting enb in de
y-richting wordt beschreven door:

I(x, y)
I0

=
(

sin(α′)
α′

)2( sin(β′)
β′

)2

metα′ = kax/2R enβ′ = kby/2R.

Wanneer men R̈ontgenstralen laat verstrooien aan een kristal geldt voor de positie van de intensiteitsmaxima
de relatie vanBragg: 2d sin(θ) = nλ waarind de afstand is tussen de kristalvlakken.

Dichtbij de bron is het Fraunhofermodel niet meer bruikbaar omdat het de hoekafhankelijkheden van de
teruggekaatste golven verwaarloost. Dit komt tot uitdrukking in deinclinatiefactordie de richtingsafhanke-
lijkheid van de 2e orde emissies beschrijft:E(θ) = 1

2E0(1 + cos(θ)) waarinθ de hoek met de optische as
is.

Diffractie geeft een uiterste grens aan hetscheidend vermogenvan een systeem. Dit is de minimum hoek
∆θmin tussen 2 invallende golven komende van verre punten waarbij hun buigingspatronen nog gescheiden
waar te nemen zijn. Voor een cirkelvormige spleet geldt:∆θmin = 1, 22λ/D waarinD de diameter van de
opening is.

Voor een grating geldt:∆θmin = 2λ/(Na cos(θm)) meta de afstand tussen de pieken,N het aantal pieken.
Voor een tralie is het minimale verschil tussen 2 golflengtes dat nog een gescheiden diffractiepatroon geeft:
∆λ/λ = nN metN het aantal lijnen enn de orde van het diffractiepatroon.
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6.9 Bijzondere optische effecten

• Dubbele breking en dichröısme. Als de polariseerbaarheid~P van een materiaal niet in alle richtingen
gelijk is, is ~D niet meer parallel aan~E. Er zijn tenminste 3 richtingen, dehoofdassen, waarin ze wel
parallel zijn. Dit geeft 3 brekingsindicesni, waarmee de ellipsoı̈de van Fresnel te construeren is. Voor
het gevaln2 = n3 6= n1, dat o.a. optreedt bij trigonale, hexagonale en tetragonale kristalstelsels is
er sprake van 1 optische as, behorend bij de richting vann1. Invallend licht is nu te splitsen in 2
componenten: degewone golfis lineair gepolariseerd⊥ het vlak door de voortplantingsrichting en de
optische as. Debuitengewone golfis lineair gepolariseerd in het vlak door de voortplantingsrichting en
de optische as.Dichröısmewordt veroorzaakt doordat sommige materialen de gewone en buitengewone
golven zeer verschillend absorberen.Dubbele brekingontstaat als de invallende lichtstraal een hoek
maakt met de optische as: de buitengewone golf zal breken, de gewone niet.

• Retarders: golfplaten en compensatoren. Als men een 1-assig kristal slijpt z.d.d. de optische as‖ staat
aan het voor- en achtervlak zal opvallend licht een faseverandering ondergaan van∆ϕ = 2πd(|n0 −
ne|)/λ0 metλ0 de golflengte in vacüum enn0 enne de brekingsindices voor de gewone en de buitenge-
wone golf. Voor een14 -λ plaat geldt:∆ϕ = π/2.

• Het Kerr-effect : Een isotrope transparante stof kan dubbelbrekend worden als ze geplaatst wordt in
een elektrisch veld. De optische as is in dat geval‖ aan die van~E. Het verschil in brekingsindex in
de 2 richtingen is gegeven door:∆n = λ0KE

2 metK de Kerr constante van het materiaal. Als` de
effectieve lengte van de elektroden is, die op een onderlinge afstandd staan onder een spanningV volgt:
∆ϕ = 2πK`V 2/d2.

• Het Pockelsof lineair elektro-optische effect kan in de 20 (van de in totaal 32) kristal-symmetriegroepen,
nl. degene zonder symmetriecentrum, voorkomen. Deze kristallen zijn tevenspiezo-elektrisch: een
aangebrachte druk verandert de polarisatie, een elektrische spanning verandert de elastische spanning:
~P = dp~ep + ε0χ~E. De retardatie in een Pockels cel is∆ϕ = 2πn3

0r63V/λ0 waarinr63 het 6-3 element
van de elektro-optische tensor is.

• Het Faraday effect: de polarisatierichting van lineair gepolariseerd licht dat op een materiaal valt met
lengted waarop een~B veld staat in de voortplantingsrichting draait met een hoekβ = VBd waarinV
deconstante van Verdetis.

• C̆erenkov straling ontstaat wanneer een geladen deeltje metvq > vf binnenkomt. De straling wordt
uitgezonden in een kegel met tophoekα, ensin(α) = c/cmedium = c/nvq.

6.10 De Fabry-Perot interferometer

Voor een Fabry-Perot interferometer geldt
in het algemeen:T + R + A = 1 metT
de transmissiefactor,R de reflectiefactor
enA de absorptiefactor. AlsF gegeven
is doorF = 4R/(1 − R)2 geldt voor de
intensiteitsverdeling:

It
Ii

=
[
1− A

1−R

]2 1
1 + F sin2(θ)

Hierin is de term[1 + F sin2(θ)]−1 :=
A(θ) deAiry functie.
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De breedte van de pieken op halve hoogte wordt gegeven doorγ = 4/
√
F . De finesseF is gedefinieerd als

F = 1
2π
√
F . De minimaal oplosbare bandbreedte is∆fmin = c/2ndF .



Chapter 7

Statistische fysica

7.1 Vrijheidsgraden

Het aantal vrijheidsgradens van een molecuul vann atomen iss = 3n. Het aantal vrijheidsgraden van
beweging is 3, het aantal vrijheidsgraden van vibratie is voor een lijnvormig molecuuls = 3n − 5, voor een
niet-lijnvormig molecuul geldt:s = 3n− 6. Het aantal rotatievrijheidsgraden voor een lijnvormig molecuul is
2, voor een niet-lijnvormig molecuul 3.

Omdat vrijheidsgraden voor vibratie dubbel tellen vanwege het feit dat deze zowel potentiële als kinetische
energie vertegenwoordigen, geldt in totaal voor lijnvormige moleculen:s = 6n − 5 en voor niet-lijnvormige
moleculen:s = 6n − 6. De gemiddelde totale energie van een molecuul in thermisch evenwicht is〈Etot〉 =
1
2skT . Elke vrijheidsgraad van het molecuul heeft in principe evenveel energie. Dit heet hetequipartitiebe-
ginsel.

De rotationele en vibrationele energie van een molecuul zijn:

Wrot =
h̄2

2I
l(l + 1) = Bl(l + 1) , Wvib = (v + 1

2 )h̄ω0

De vibratieniveaus zijn slechts aangeslagen alskT ≈ h̄ω, de rotatieniveaus van een hetronucleair molecuul
zijn slechts aangeslagen alskT ≈ 2B. Voor homonucleaire moleculen gelden extra selectieregels waardoor
de rotatieniveaus pas goed gekoppeld raken aan de translatieenergie alskT ≈ 6B.

7.2 De energieverdelingsfunctie

De algemene vorm van de evenwichtssnelheidsverdelingsfunctie is
P (vx, vy, vz)dvxdvydvz = P (vx)dvx · P (vy)dvy · P (vz)dvz met

P (vi)dvi =
1

α
√
π

exp
(
− v

2
i

α2

)
dvi

metα =
√

2kT/m demeest waarschijnlijke snelheidvan een deeltje. De gemiddelde snelheid wordt gegeven
door 〈v〉 = 2α/

√
π, en

〈
v2
〉

= 3
2α

2. Als er alleen naar de absolute waarde van de snelheid gekeken wordt
geldt in evenwicht de verdelingsfunctie:

dN

dv
=

4N
α3
√
π
v2 exp

(
−mv

2

2kT

)
De algemene vorm van de energieverdelingsfuncie in evenwicht wordt nu:

P (E)dE =
c(s)
kT

(
E

kT

) 1
2 s−1

exp
(
− E

kT

)
dE

c(s) is een normeringsconstante waarvoor geldt:

1. Evens: s = 2l: c(s) =
1

(l − 1)!

2. Onevens: s = 2l + 1: c(s) =
2l

√
π(2l − 1)!!

30
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7.3 Druk op een wand

Het aantal moleculen dat binnen een tijdτ botst met een wand met oppervlakteA is gegeven door:

∫∫∫
d3N =

∞∫
0

π∫
0

2π∫
0

nAvτ cos(θ)P (v, θ, ϕ)dvdθdϕ

Dit geeft voor de deeltjesflux op de wand:Φ = 1
4n 〈v〉. Voor de druk op de wand geldt dan:

d3p =
2mv cos(θ)d3N

Aτ
, dit geeft p =

2
3
n 〈E〉

7.4 De toestandsvergelijking

Voor gassen geldt in goede benadering als de intermoleculaire krachten en het eigen volume van de moleculen
verwaarloosd kunnen worden: uitp = 2

3n 〈E〉 en〈E〉 = 3
2kT volgt:

pV = nsRT =
1
3
Nm

〈
v2
〉

Hierin isns het aantalmolendeeltjes enN het totaal aantal deeltjes in volumeV . Als het eigen volume en de
intermoleculaire krachten niet verwaarloosd worden is deVan der Waals vergelijkingaf te leiden:(

p+
an2

s

V 2

)
(V − bns) = nsRT

Er is een isotherm met een horizontaal buigpunt. Deze geeft in de Van der Waals vergelijking juist dekritieke
temperatuur, druken volume weer van het gas. Dit is de bovengrens van het coëxistentiegebied tussen vloeistof
en damp. Hiervoor vindt men uitdp/dV = 0 end2p/dV 2 = 0:

Tkr =
8a

27bR
, pkr =

a

27b2
, Vkr = 3bns

Voor het kritieke punt geldt:pkrVm,kr/RTkr = 3
8 , verschillend van de algemene gaswet die 1 voorspelt.

Geschaald op de kritische grootheden, metp∗ := p/pkr, T ∗ = T/Tkr enV ∗
m = Vm/Vm,kr metVm := V/ns

geldt: (
p∗ +

3
(V ∗

m)2

)(
V ∗

m − 1
3

)
= 8

3T
∗

Gassen hebben bij dezelfde waarde van de gereduceerde grootheden hetzelfde gedrag. Dit noemt men de
wet van de overeenstemmende toestanden. Voor nauwkeuriger beschouwingen wordt eenviriaalontwikkeling
gebruikt:

p(T, Vm) = RT

(
1
Vm

+
B(T )
V 2

m

+
C(T )
V 3

m

+ · · ·
)

De BoyletemperatuurTB is de temperatuur waarvoor de 2e viriaalcoëfficiënt 0 is. Dit is in het geval van een
Van der Waals gas bijTB = a/Rb. De inversietemperatuurTi = 2TB.

De toestandsvergelijking voor vaste stoffen en vloeistoffen wordt gegeven door:

V

V0
= 1 + γp∆T − κT ∆p = 1 +

1
V

(
∂V

∂T

)
p

∆T +
1
V

(
∂V

∂p

)
T

∆p
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7.5 Botsingen tussen moleculen

Indien een deeltje zich in een gas verplaatst over een afstanddx, is de kans dat het zal botsen gelijk aannσdx,

waarinσ de werkzame doorsnedeis. De gemiddelde vrije weglengte is` =
v1
nuσ

met u =
√
v2
1 + v2

2 de

relatieve snelheid tussen de deeltjes. Alsm1 � m2 geldt:
u

v1
=
√

1 +
m1

m2
, dus` =

1
nσ

. Als m1 = m2

geldt: ` =
1

nσ
√

2
. Dit betekent dat voor de gemiddelde tijd tussen 2 botsingen geldt:τ =

1
nσv

. Als men

een harde bollen model voor moleculen aanneemt geeft dit voor de werkzame doorsnede:σ = 1
4π(D2

1 +D2
2).

De gemiddelde afstand tussen de moleculen is0, 55n−1/3. Botsingen tussen moleculen en kleine deeltjes in
oplossing geven aanleiding tot deBrown beweging. Voor de gemiddelde verplaatsing van een deeltje met straal
R vindt men:

〈
x2

i

〉
= 1

3

〈
r2
〉

= kT t/3πηR.

Men spreekt van eenKnudsen gasals ` � de afmetingen van de ruimte, een situatie die bij lage drukken
gemakkelijk kan optreden. Voor een vat met een gat met oppervlakteA erin geldt als evenwichtsvoorwaarde,
als`�

√
A/π: n1

√
T1 = n2

√
T2. Met de algemene gaswet volgt hieruit:p1/

√
T1 = p2/

√
T2.

In een situatie waarin men 2 platen met onderlinge afstandd over elkaar laat bewegen met snelheidwx wordt

deviscositeitη bepaald door:Fx = η
Awx

d
. Het snelheidsprofiel tussen de platen is danw(z) = zwx/d. Men

kan afleiden datη = 1
3%` 〈v〉metv dethermische snelheid.

De warmtegeleiding in een stilstaand gas wordt beschreven door:
dQ

dt
= κA

(
T2 − T1

d

)
hetgeen resulteert in een temperatuursverloopT (z) = T1 + z(T2 − T1)/d. Men kan afleiden datκ =
1
3CmV n` 〈v〉 /NA. Tevens geldt:κ = CV η. Een betere uitdrukking voorκ krijgt men met deEucken correctie:
κ = (1 + 9R/4cmV )CV · η met een fout<5%.

7.6 Wisselwerking tussen moleculen

Voor dipoolwisselwerking tussen moleculen is af te leiden datU ∼ −1/r6. Wanneer de afstand tussen 2
moleculen nadert tot de molecuuldiameterD gaat de afstotende kracht tussen de 2 elektronenwolken een rol
spelen. Deze is te schrijven als:Urep ∼ exp(−γr) of Vrep = +Cs/r

s met12 ≤ s ≤ 20. Dit geeft dan voor
de intermoleculaire krachten deLennard-Jonespotentiaal:

ULJ = 4ε

[(
D

r

)12

−
(
D

r

)6
]

met een minimumε ter plaatser = rm. Er geldt:D ≈ 0, 89rm. Voor de Van der Waals coëfficiëntena enb en
de kritische grootheden geldt:a = 5, 275N2

AD
3ε, b = 1, 3NAD

3, kTkr = 1, 2ε enVm,kr = 3, 9NAD
3.

Een eenvoudiger model voor de intermoleculaire wisselwerkingen gaat uit van een potentiaal:U(r) =∞ voor
r < D, U(r) = ULJ voorD ≤ r ≤ 3D enU(r) = 0 voor r ≥ 3D. Hieruit volgt voor de potentiële energie

voor 1 molecuul:Epot =
∫ 3D

D

U(r)F (r)dr.

metF (r) de ruimtelijke verdelingsfunctie in bolcoördinaten, die voor een homogene verdeling gegeven wordt
door:F (r)dr = 4nπr2dr.

Tenslotte nog enkele nuttige wiskundige relaties:

∞∫
0

xne−xdx = n! ,

∞∫
0

x2ne−x2
dx =

(2n)!
√
π

n!22n+1
,

∞∫
0

x2n+1e−x2
dx = 1

2n!



Chapter 8

Thermodynamica

8.1 Mathematische inleiding

Als er tussen 3 variabelen een betrekkingf(x, y, z) = 0 bestaat kan men schrijven:x = x(y, z), y = y(x, z)
enz = z(x, y). De totale differentiaaldz vanz is dan:

dz =
(
∂z

∂x

)
y

dx+
(
∂z

∂y

)
x

dy

Door dit ook voordx endy op te schrijven kan men afleiden dat(
∂x

∂y

)
z

·
(
∂y

∂z

)
x

·
(
∂z

∂x

)
y

= −1

Omdatdz een totale differentiaal is geldt
∮
dz = 0.

Een homogene functie van graadm voldoet aan:εmF (x, y, z) = F (εx, εy, εz). Hiervoor geldt de stelling
van Euler:

mF (x, y, z) = x
∂F

∂x
+ y

∂F

∂y
+ z

∂F

∂z

8.2 Definities

• De isochore drukcöefficiënt:βV =
1
p

(
∂p

∂T

)
V

• De isotherme compressibiliteit:κT = − 1
V

(
∂V

∂p

)
T

• De isobare volumecöefficiënt:γp =
1
V

(
∂V

∂T

)
p

• De adiabatische compressibiliteit:κS = − 1
V

(
∂V

∂p

)
S

Voor een ideaal gas geldt:γp = 1/T , κT = 1/p enβV = −1/V .

8.3 Soortelijke warmte

• De soortelijke warmte bij constanteX is: CX = T

(
∂S

∂T

)
X

• De soortelijke warmte bij constante druk:Cp =
(
∂H

∂T

)
p

• De soortelijke warmte bij constant volume:CV =
(
∂U

∂T

)
V

33
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Voor een ideaal gas geldt:Cmp − CmV = R. Verder geldt, als de temperatuur voldoende hoog is om alle
inwendige vibratie- en rotatieniveaus aan te slaan:CV = 1

2sR. Hieruit volgtCp = 1
2 (s + 2)R. Voor de

verhouding volgt nu:γ = (2 + s)/s. Voor lagereT dient men alleen die vrijheidsgraden te beschouwen die in
thermisch evenwicht zijn. Voor een Van der Waals gas geldt:CmV = 1

2sR+ ap/RT 2.

In het algemeen geldt:

Cp − CV = T

(
∂p

∂T

)
V

·
(
∂V

∂T

)
p

= −T
(
∂V

∂T

)2

p

(
∂p

∂V

)
T

≥ 0

Omdat(∂p/∂V )T altijd < 0 is, geldt altijdCp ≥ CV . Als de uitzettingscöefficiënt 0 is, geldtCp = CV ,
evenals bijT = 0K.

8.4 De 3 hoofdwetten

De 0e hoofdwet is dat warmte stroomt van hogere naar lagere temperatuur. De 1e hoofdwet is de wet van
behoud van energie. Voor een gesloten systeem geldt:Q = ∆U +W , waarinQ de netto toegevoerde warmte
is,W de verrichte uitwendige arbeid en∆U de verandering van inwendige energie. In differentiële vorm is
dit: dQ = dU + dW , waarind betekent dat het geen differentiaal van een toestandsgrootheid is. Voor een
quasi-statisch proces geldt:dW = pdV . Voor een reversibel proces geldt dus:dQ = dU + pdV .

Voor een open (stromend) systeem luidt de 1e hoofdwet:Q = ∆H + Wi + ∆Ekin + ∆Epot. Men kan
eenindicateurarbeidWt aan het systeem onttrekken of eentechnische arbeidWt = −Wi aan het systeem
toevoegen.

De 2e hoofdwet luidt: voor een gesloten systeem bestaat er een additieve toestandsgrootheidS, de entropie,
waarvan de differentiaal voldoet aan:

dS ≥ dQ

T

Als er slechts reversibele processen plaatsvinden geldt:dS = dQrev/T . Het entropieverschil na een reversibel
proces is dus:

S2 − S1 =

2∫
1

dQrev

T

Voor een reversibel kringproces is dus
∮
dQrev

T
= 0.

voor een irriversibel kringproces geldt:
∮
dQirr

T
< 0.

De 3e hoofdwet van de thermodynamica luidt (Nernst):

lim
T→0

(
∂S

∂X

)
T

= 0

Hieruit volgt o.a. dat de soortelijke warmte→ 0 alsT → 0, zodat het absolute nulpuntT = 0 K niet te halen
is door afkoeling in een eindig aantal stappen.

8.5 Toestandsfuncties en Maxwellrelaties

De verschillende toestandsfuncties en hun differentialen zijn:

Inwendige energie: U dU = TdS − pdV
Enthalpie: H = U + pV dH = TdS + V dp
Vrije energie: F = U − TS dF = −SdT − pdV
Vrije enthalpie: G = H − TS dG = −SdT + V dp
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Uit het voorgaande kan men de Maxwellrelaties afleiden:(
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂p

∂S

)
V

,

(
∂T

∂p

)
S

=
(
∂V

∂S

)
p

,

(
∂p

∂T

)
V

=
(
∂S

∂V

)
T

,

(
∂V

∂T

)
p

= −
(
∂S

∂p

)
T

Uit de totale differentiaal en de definities vanCV enCp kan men afleiden dat:

TdS = CV dT + T

(
∂p

∂T

)
V

dV en TdS = CpdT − T
(
∂V

∂T

)
p

dp

Voor een ideaal gas geldt tevens:

Sm = CV ln
(
T

T0

)
+R ln

(
V

V0

)
+ Sm0 en Sm = Cp ln

(
T

T0

)
−R ln

(
p

p0

)
+ S′m0

De vergelijkingen van Helmholtz luiden:(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
V

− p ,

(
∂H

∂p

)
T

= V − T
(
∂V

∂T

)
p

Bij het vergroten van een oppervlak geldt:dWrev = −γdA, metγ de oppervlaktespanning. Hieruit volgt:

γ =
(
∂U

∂A

)
S

=
(
∂F

∂A

)
T

8.6 Processen

Het rendementη van een proces is gegeven door:η =
verrichte arbeid

toegevoerde warmte

Dekoudefactorξ van een koelproces is gegeven door:ξ =
geleverde koude

toegevoerde arbeid

Reversibele adiabatische processen

Voor adiabatische processen geldt datW = U1−U2. Voor reversibele adiabatische processen geldt de vergeli-
jking van Poisson: metγ = Cp/CV ispV γ =constant. Tevens geldt:TV γ−1 =constant enT γp1−γ =constant.
Adiabaten lopen steiler in eenp-V diagram dan isothermen omdatγ > 1.

Isobare processen

Hier geldt:H2 −H1 =
∫ 2

1
CpdT . Voor een reversibel isobaar proces geldt:H2 −H1 = Qrev.

Het smoorproces

Dit heet ook wel hetJoule-Kelvineffect, en is een adiabatische expansie van een gas door een poreuze prop
of een nauwe opening. Hierbij geldt datH een behouden grootheid is, en datdS > 0. Hierbij treedt over het
algemeen een temperatuursverandering op. Hierbij is van belang desmoorcöefficïent:

αH =
(
∂T

∂p

)
H

=
1
Cp

[
T

(
∂V

∂T

)
p

− V

]

De inversietemperatuuris de temperatuur waarbij een gas bij adiabatische expansie niet vanT verandert. Als
T > Ti wordt het gas warmer, alsT < Ti dan wordt het gas kouder.Ti = 2TB, waarbij voorTB geldt:
[∂(pV )/∂p]T = 0. Het smoorproces wordt o.a. toegepast in koelkasten.

Het Carnotproces

Hier doorloopt het systeem een reversibele kringloop van 2 isothermen en 2 adiabaten:

1. Isotherme expansie bijT1. Het systeem neemt uit het reservoirQ1 op.
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2. Adiabatische expansie waarbij de temperatuur zakt totT2.

3. Isotherme compressie bijT2, hierbij wordtQ2 afgevoerd.

4. Adiabatische compressie totT1.

Voor het Carnotproces geldt:

η = 1− |Q2|
|Q1|

= 1− T2

T1
:= ηC

Het CarnotrendementηC is het maximaal haalbare bij een warmtemachine. Indien het proces in omgekeerde
richting doorlopen wordt, en het systeem een arbeid−W verricht, is de koudefactor gegeven door:

ξ =
|Q2|
W

=
|Q2|

|Q1| − |Q2|
=

T2

T1 − T2

Het Stirlingproces

De kringloop van Stirling bestaat uit 2 isothermen en 2 isochoren. Het rendement is in het ideale geval gelijk
aan het Carnotrendement.

8.7 Maximale arbeid

Wanneer een systeem van toestand 1 overgaat naar toestand 2 bij een omgevingsdrukp0 en omgevingstemper-
atuurT0 is de maximale arbeid die te winnen is uit die overgang gegeven door (alle processen reversibel):

1. Gesloten systeem:Wmax = (U1 − U2)− T0(S1 − S2) + p0(V1 − V2).

2. Open systeem:Wmax = (H1 −H2)− T0(S1 − S2)−∆Ekin −∆Epot.

De minimale arbeid die nodig is om een bepaalde toestand te bereiken is:Wmin = −Wmax.

8.8 Fase-overgangen

Fase-overgangen zijn isotherḿen isobaar, en dus isdG = 0. Geeft men de verschillende fasen aan metα, β
enγ, dan geldt:Gα

m = Gβ
m en

∆Sm = Sα
m − Sβ

m =
rβα

T0

waarinrβα de overgangswarmte is van faseβ naar faseα enT0 de overgangstemperatuur. Er geldt:rβα = rαβ

enrβα = rγα − rγβ . Verder is

Sm =
(
∂Gm

∂T

)
p

zodatG een knik vertoont in het overgangspunt. In een 2-fasensysteem geldt de vergelijking van Clapeyron:

dp

dT
=
Sα

m − Sβ
m

V α
m − V

β
m

=
rβα

(V α
m − V

β
m)T

Voor een ideaal gas kan men dan voor de damplijn op enige afstand van het kritieke punt vinden:

p = p0e−rβα/RT

Er zijn ook fase-overgangen waarvoorrβα = 0. Nu zal er pas een discontinuı̈teit optreden in de 2e afgeleiden
vanGm. Deze overgangen van de 2e orde treden op bijordeningsverschijnselen.

Een fase-overgang van de 3e orde, dus met o.a.[∂3Gm/∂T
3]p discontinu treedt b.v. op bij de overgang van de

ferromagnetische toestand naar de paramagnetische toestand van ijzer.
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8.9 Thermodynamische potentiaal

Als het aantal deeltjes van een systeem verandert wordt het aantal deeltjes een derde toestandsgrootheid. Om-
dat toevoeging van materie meestal bij constantep enT plaatsvindt wordtG beschouwd. Als het systeem uit
meer componenten bestaat wordt dit:

dG = −SdT + V dp+
∑

i

µidni

waarbijµ =
(
∂G

∂ni

)
p,T,nj

de thermodynamische potentiaal is. Dit is eenpartiële grootheid. VoorV geldt:

V =
c∑

i=1

ni

(
∂V

∂ni

)
nj ,p,T

:=
c∑

i=1

niVi

metVi het partïele volume van componenti. Er geldt:

Vm =
∑

i

xiVi

0 =
∑

i

xidVi

waarinxi = ni/n de molaire fractie is van componenti. Het molaire volume van een mengsel van 2 stoffen
kan in eenV -x2 diagram bv. een holle lijn zijn: er treedt contractie op bij het mengen.

De thermodynamische potentialen zijn in een meer-componentensysteem niet onafhankelijk. Men kan afleiden
dat
∑
i

nidµi = −SdT + V dp, hetgeen bij constantep enT overgaat in:
∑
i

xidµi = 0 (Gibbs-Duhmen).

Als er meer fasen zijn heeft elke component heeft zoveelµ’s als er fasen zijn. Het aantal vrij te kiezen
parameters in een systeem metc componenten enp verschillende fasen isf = c+ 2− p.

8.10 Ideale mengsels

Als menn stoffen mengt geldt (de index0 duidt de zuivere component aan):

Umengsel =
∑

i

niU
0
i , Hmengsel =

∑
i

niH
0
i , Smengsel = n

∑
i

xiS
0
i + ∆Smeng

waarin voor ideale gassen geldt dat∆Smeng = −nR
∑
i

xi ln(xi).

Voor de thermodynamische potentialen geldt:µi = µ0
i + RT ln(xi) < µ0

i . Een mengsel van 2 vloeistoffen is
zelden ideaal: dit geldt slechts voor chemisch zeer nauw verwante vloeistoffen (of isotopen). Toch geldt voor
veel binaire mengsels dewet van Raoultvoor de dampdrukken:pi = xip

0
i = yip. Hierin isxi de fractie van

deie component in de vloeistoffase enyi de fractie van deie component in de gasfase.

Een oplossing van een stof in een andere geeft aanleiding tot een kookpuntsverhoging∆Tk en een vriespunts-
daling (stolpuntsdaling)∆Ts. Voorx2 � 1 vindt men:

∆Tk =
RT 2

k

rβα
x2 , ∆Ts = −RT

2
s

rγβ
x2

metrβα de verdampingswarmte enrγβ < 0 de smeltwarmte. Voor deosmotische drukΠ van een oplossing
geldt:ΠV 0

m1 = x2RT .

8.11 Voorwaarden voor evenwicht

Op weg naar een evenwicht zijn alleen veranderingen mogelijk waarbij(dS)U,V ≥ 0 of (dU)S,V ≤ 0 of
(dH)S,p ≤ 0 of (dF )T,V ≤ 0 of (dG)T,p ≤ 0. In evenwicht geldt voor elke component:µα

i = µβ
i = µγ

i .
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8.12 Statistische basis voor de thermodynamica

Het aantal mogelijkhedenP omN deeltjes te verdelen overn mogelijke energietoestanden die elkg voudig
ontaard zijn heet de thermodynamische waarschijnlijkheid en is gegeven door:

P = N !
∏

i

gni
i

ni!

De meest waarschijnlijke verdeling, die met de maximale waarde voorP , is deevenwichtstoestand. Uitgaande
van de formule van Stirling,ln(n!) ≈ n ln(n) − n geeft dit de verdelingswet van Maxwell-Boltzmann voor
een discreet systeem. De bezettingsgetallen bij evenwicht volgen uit:

ni =
N

Z
gi exp

(
−Wi

kT

)
De toestandssomZ is een normeringsconstante: ze is gelijk aanZ =

∑
i

gi exp(−Wi/kT ). Voor een ideaal

gas geldt:

Z =
V (2πmkT )3/2

h3

Men kan nu de entropie definiëren als: S = k ln(P ) . Voor een systeem in thermisch evenwicht wordt dit:

S =
U

T
+ kN ln

(
Z

N

)
+ kN ≈ U

T
+ k ln

(
ZN

N !

)

Voor een ideaal gas, metU = 3
2kT is dan:S = 5

2kN + kN ln
(
V (2πmkT )3/2

Nh3

)

8.13 Toepassingen op andere systemen

Men kan de thermodynamica ook op andere systemen dan gassen en vloeistoffen toepassen. Daartoe dient men
dW = pdV te vervangen door de overeenkomstige arbeidsterm, zoalsdWrev = −Fdl voor het uitrekken van
eeen draad,dWrev = −γdA voor het uitrekken van een zeepvlies ofdWrev = −BdM voor een magnetisch
systeem.

De temperatuur van een roterend, niet geladen zwart gat is gegeven doorT = h̄c/8πkm. De entropie ervan is
S = Akc3/4h̄κ waarinA de oppervlakte van de waarnemingshorizon is. Bij een Schwarzschild zwart gat is
deze gegeven doorA = 16πm2. Hawkings oppervlakte theorema stelt datdA/dt ≥ 0.

Hieruit volgt dat de levensduur van een zwart gat∼ m3.



Chapter 9

Transportfysica

9.1 Mathematische inleiding

Een belangrijke eigenschap in de stromingsleer is: zijX een eigenschap van een volume element dat indt van
positie~r naar~r + d~r gaat. Dan is de totale differentiaaldX gegeven door:

dX =
∂X

∂x
dx+

∂X

∂y
dy +

∂X

∂z
dz +

∂X

∂t
dt ⇒ dX

dt
=
∂X

∂x
vx +

∂X

∂y
vy +

∂X

∂z
vz +

∂X

∂t

Dit geeft in het algemeen:
dX

dt
=
∂X

∂t
+ (~v · ∇)X .

Hieruit volgt dat tevens geldt:
d

dt

∫∫∫
Xd3V =

∂

∂t

∫∫∫
Xd3V +

∫∫
© X(~v · ~n )d2A

waarbij het volumeV omsloten wordt door oppervlakA. Enkele eigenschappen van de∇ operator zijn:

div(φ~v ) = φdiv~v + gradφ · ~v rot(φ~v ) = φrot~v + (gradφ)× ~v rot gradφ = ~0
div(~u× ~v ) = ~v · (rot~u )− ~u · (rot~v ) rot rot~v = grad div~v −∇2~v div rot~v = 0
div gradφ = ∇2φ ∇2~v ≡ (∇2v1,∇2v2,∇2v3)

Hierin is~v een willekeurig vectorveld enφ een willekeurig scalarveld. Enkele belangrijke integraalstellingen
zijn:

Gauss:
∫∫
© (~v · ~n )d2A =

∫∫∫
(div~v )d3V

Stokes voor een scalarveld:
∮

(φ · ~et)ds =
∫∫

(~n× gradφ)d2A

Stokes voor een vectorveld:
∮

(~v · ~et)ds =
∫∫

(rot~v · ~n )d2A

dit geeft:
∫∫
© (rot~v · ~n )d2A = 0

Ostrogradsky:
∫∫
© (~n× ~v )d2A =

∫∫∫
(rot~v )d3A∫∫

© (φ~n)d2A =
∫∫∫

(gradφ)d3V

Hierin wordt het orïenteerbare oppervlak
∫∫

d2A begrensd door de Jordankromme
∮
ds.

9.2 De behoudswetten

Op een volume werken 2 soorten krachten:

1. De kracht~f0 op ieder volume-element. Voor de zwaartekracht geldt:~f0 = %~g.

2. Oppervlaktekrachten~t die alleen op de rand werken. Hiervoor geldt:~t = ~n T, waarinT despanning-
stensoris.

39
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T is te splitsen in een deelpI dat de normaalspanningen vertegenwoordigd en een deelT′ dat de schuifspannin-
gen vertegenwoordigd:T = T′+pI, waarinI de eenheidstensor is. Wanneer viskeuze aspecten te verwaarlozen
zijn geldt: divT= −gradp.

Wanneer de stroomsnelheid~v is op plaats~r beschouwen geldt op plaats~r + d~r:

~v(d~r ) = ~v(~r )︸︷︷︸
translatie

+ d~r · (grad~v)︸ ︷︷ ︸
rotatie, deformatie, dilatatie

De grootheidL:=grad~v kan men splitsen in een symmetrisch deelD en een antisymmetrisch deelW. L = D+W
met

Dij :=
1
2

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
, Wij :=

1
2

(
∂vi

∂xj
− ∂vj

∂xi

)
Wanneer de rotatie ofvorticiteit ~ω = rot~v ingevoerd wordt, geldt:Wij = 1

2εijkωk. ~ω geeft de lokale

draaisnelheid weer:~dr ·W = 1
2ω × ~dr.

Voor eenNewtonse vloeistofgeldt: T′ = 2ηD. Hierin isη de dynamische viscositeit. Deze hangt samen met
de schuifspanningτ volgens

τij = η
∂vi

∂xj

Voor compressibele media kan men stellen:T′ = (η′div~v)I + 2ηD. Door gelijkstellen van de thermo-
dynamische en de mechanische druk volgt dan:3η′ + 2η = 0. Indien de viscositeit constant is geldt:
div(2D) = ∇2~v + grad div~v.

De behoudswetten voor massa, impuls en energie voor continue media kan men zowel in integraal- als in
differentiaalvorm schrijven. Ze luiden:

Integraalvorm :

1. Massabehoud:
∂

∂t

∫∫∫
%d3V +

∫∫
© %(~v · ~n )d2A = 0

2. Impulsbehoud:
∂

∂t

∫∫∫
%~vd3V +

∫∫
© %~v(~v · ~n )d2A =

∫∫∫
f0d

3V +
∫∫
© ~n · Td2A

3. Energiebehoud:
∂

∂t

∫∫∫
( 1
2v

2 + e)%d3V +
∫∫
© ( 1

2v
2 + e)%(~v · ~n )d2A =

−
∫∫
© (~q · ~n )d2A+

∫∫∫
(~v · ~f0)d3V +

∫∫
© (~v · ~n T)d2A

Differentiaalvorm :

1. Massabehoud:
∂%

∂t
+ div · (%~v ) = 0

2. Impulsbehoud:%
∂~v

∂t
+ (%~v · ∇)~v = ~f0 + divT = ~f0 − gradp+ divT′

3. Energiebehoud:%T
ds

dt
= %

de

dt
− p

%

d%

dt
= −div~q + T′ : D

Hierin ise de inwendige energie per massaeenheidE/m ens de entropie per massaeenheidS/m. ~q = −κ~∇T
is de warmtestroom. Verder geldt:

p = −∂E
∂V

= − ∂e

∂1/%
, T =

∂E

∂S
=
∂e

∂s

Hiermee wordt

CV =
(
∂e

∂T

)
V

en Cp =
(
∂h

∂T

)
p
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meth = H/m de enthalpie per massaeenheid.

Hieruit volgen voor een onsamendrukbaar, visceus en warmtegeleidend medium deNavier-Stokesvergelijkin-
gen:

div~v = 0

%
∂~v

∂t
+ %(~v · ∇)~v = %~g − gradp+ η∇2~v

%C
∂T

∂t
+ %C(~v · ∇)T = κ∇2T + 2ηD : D

waarinC de warmtecapaciteit is. De kracht~F op een lichaam in een stroming, wanneer visceuze effecten
beperkt zijn tot de grenslaag is te berekenen met de impulswet. Wanneer het lichaam omsloten wordt door een
oppervlakA op een afstand buiten de grenslaag geldt:

~F = −
∫∫
© [p~n+ %~v(~v · ~n )]d2A

9.3 De vergelijkingen van Bernoulli

Voor een niet-visceus medium vindt men, uitgaande van de impulsvergelijking voor een stationaire stroming,
de stelling

(~v · grad)~v = 1
2grad(v2) + (rot~v)× ~v

en de potentiaalvergelijking~g = −grad(gh) dat:

1
2v

2 + gh+
∫
dp

%
= constant langs een stroomlijn

Als de stroming incompressibel is geldt:12v
2 + gh + p/% =constant langs een stroomlijn. Als de stro-

ming tevens rotatievrij is (rot~v = 0) en de entropie is op alle stroomlijnen gelijk is, geldt dat1
2v

2 + gh +∫
dp/% =constant in het hele veld. Voor incompressibele stromingen wordt dit:1

2v
2 + gh+ p/% =constant in

het hele veld. Voor ideale gassen met constanteCp enCV geldt metγ = Cp/CV :

1
2v

2 +
γ

γ − 1
p

%
= 1

2v
2 +

c2

γ − 1
= constant

Uitgaande van de snelheidspotentiaal~v = gradφ geldt voor instationaire stromingen:

∂φ

∂t
+ 1

2v
2 + gh+

∫
dp

%
= constant in het hele veld

9.4 Karakterisering van stromingen door dimensieloze
getallen

Het voordeel van dimensieloze getallen is dat het modelproeven mogelijk maakt: men dient te zorgen dat de
betrokken dimensieloze getallen voor model en experiment gelijk zijn. Tevens kan men functionele gelijkheden
afleiden zonder de DV’s op te lossen. Enkele dimensieloze getallen worden gegeven door:

Strouhal: Sr =
ωL

v
Froude: Fr =

v2

gL
Mach: Ma =

v

c

Fourier: Fo =
a

ωL2
Péclet: Pe =

vL

a
Reynolds: Re =

vL

ν

Prandtl: Pr =
ν

a
Nusselt: Nu =

Lα

κ
Eckert: Ec =

v2

c∆T
Hierin is ν = η/% de kinematische viscositeit, c de geluidssnelheid enL een karakteristieke lengte van het
systeem.α volgt uit de warmtetransportvergelijkingκ∂yT = α∆T ena = κ/%c is de temperatuursvereffen-
ingscöefficiënt.

Men kan deze getallen interpreteren als:
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• Re: (stationaire traagheidskrachten)/(visceuze krachten)

• Sr: (instationaire traagheidskrachten)/(stationaire traagheidskrachten)

• Fr: (stationaire traagheidskrachten)/(zwaartekracht)

• Fo: (warmtegeleiding)/(instationaire enthalpieverandering)

• Pe: (convectief warmtetransport)/(warmtegeleiding)

• Ec: (visceuze dissipatie)/(convectief warmtetransport)

• Ma: (snelheid)/(geluidssnelheid): objecten die zich sneller dan ongeveer Ma = 0,8 bewegen produceren
schokgolven voort die zich onder een hoekθ met de voortplantingssnelheid propageren. Hiervoor geldt:
Ma= 1/ arctan(θ).

• Pr en Nu zijn stof-kengetallen.

De dimensieloze Navier-Stokes vergelijking wordt nu, metx′ = x/L,~v ′ = ~v/V , grad′ = Lgrad,∇′2 = L2∇2

ent′ = tω:

Sr
∂~v ′

∂t′
+ (~v ′ · ∇′)~v ′ = −grad′p+

~g

Fr
+
∇′2~v ′

Re

9.5 Buisstromingen

Voor buisstromingen geldt: als Re< 2300 met als lengtemaat de diameter is de stroming laminair, daarboven
turbulent. Voor een incompressibele laminaire stroming door een rechte, cirkelvormige buis geldt voor het
snelheidsprofiel

v(r) = − 1
4η

dp

dx
(R2 − r2)

Voor de volumestroom geldt:ΦV =

R∫
0

v(r)2πrdr = − π

8η
dp

dx
R4

De inlooplengteLe is gegeven door:

1. 500 < ReD < 2300: Le/2R = 0, 056ReD

2. Re > 2300: Le/2R ≈ 50

Voor gastransport onder lage druk (Knudsen-gas) geldt:ΦV =
4R3α

√
π

3
dp

dx

Voor stromingen bij kleine Re geldt:∇p = η∇2~v en div~v = 0. Voor de totale kracht op een bol met straal
R in een stroming geldt dan:F = 6πηRv. Voor grote Re geldt voor de weerstand op een oppervlakA:
F = 1

2CWA%v2.

9.6 Potentiaaltheorie

DecirculatieΓ is gedefinieerd als:Γ =
∮

(~v · ~et)ds =
∫∫

(rot~v ) · ~nd2A =
∫∫

(~ω · ~n )d2A

Voor niet-visceuze media, alsp = p(%) en er alleen conservatieve krachten werken, vindt men de stelling van
Kelvin:

dΓ
dt

= 0

Voor rotatievrije stromingen kan men een snelheidspotentiaal invoeren door~v = gradφ. In het incompress-
ibele geval volgt dan uit massabehoud∇2φ = 0. Voor een 2-dimensionale stroming kan men tevens een



Hoofdstuk 9: Transportfysica 43

stroomfunctieψ(x, y) definïeren: metΦAB de hoeveelheid vloeistof die door een krommes tussen de punten
A en B stroomt:

ΦAB =

B∫
A

(~v · ~n )ds =

B∫
A

(vxdy − vydx)

en de definitiesvx = ∂ψ/∂y, vy = −∂ψ/∂x geldt:ΦAB = ψ(B)− ψ(A). In het algemeen geldt:

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
= −ωz

In poolcöordinaten geldt:

vr =
1
r

∂ψ

∂θ
=
∂φ

∂r
, vθ = −∂ψ

∂r
=

1
r

∂φ

∂θ

Voor bronstromingen met sterkteQ in (x, y) = (0, 0) geldt:φ =
Q

2π
ln(r) zodatvr = Q/2πr, vθ = 0.

Voor een dipool van sterkteQ in x = a en sterkte−Q in x = −a volgt door superpositie:φ = −Qax/2πr2
waarinQa de dipoolsterkte is. Voor een wervel geldt:φ = Γθ/2π.

Voor een lichaam dat wordt aangestroomd door een uniforme hoofdstroming met~v = v~ex en Re zo groot is
dat visceuze effecten tot de grenslaag beperkt blijven geldt:Fx = 0 enFy = −%Γv. Dat Fx = 0 noemt
men de paradox van d’Alembert en komt door de verwaarlozing vanη. De liftkrachtFy wordt wel door de
viscositeit veroorzaakt omdat die zorgt datΓ 6= 0. Ook roterende lichamen wekken daardoor een dwarskracht
op: hetMagnuseffect.

9.7 Grenslagen

9.7.1 Stromingsgrenslagen

Wanneer de voor dikteδ van de grenslaag geldt:δ � L is δ ≈ L/
√

Re. Met v∞ de snelheid van de
hoofdstroming geldt voor de snelheidvy ⊥ het oppervlak:vyL ≈ δv∞. De vergelijking van Blasius voor de
grenslaag luidt, metvy/v∞ = f(y/δ): 2f ′′′ + ff ′′ = 0 met RVWf(0) = f ′(0) = 0, f ′(∞) = 1. Dit geeft:
CW = 0, 664 Re−1/2

x .

De impulsstelling van Von Karman voor de grenslaag luidt:
d

dx
(ϑv2) + δ∗v

dv

dx
=
τ0
%

waarin de verplaatsingsdikteδ∗v en de impulsverliesdikteϑv2 gegeven zijn door:

ϑv2 =

∞∫
0

(v − vx)vxdy , δ∗v =

∞∫
0

(v − vx)dy en τ0 = −η ∂vx

∂y

∣∣∣∣
y=0

De grenslaag laat los als

(
∂vx

∂y

)
y=0

= 0. Dit komt overeen met
dp

dx
=

12ηv∞
δ2

.

9.7.2 Temperatuur grenslagen

Indien de dikte van de temperatuurgrenslaagδT � L geldt: 1. AlsPr ≤ 1: δ/δT ≈
√

Pr.
2. Als Pr� 1: δ/δT ≈ 3

√
Pr.

9.8 Warmtegeleiding

Voor instationaire warmtegeleiding in 1 dimensie zonder stroming geldt:

∂T

∂t
=

κ

%c

∂2T

∂x2
+ Φ
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metΦ een bronterm. AlsΦ = 0 heeft dit als oplossing voor harmonische oscillaties bijx = 0:

T − T∞
Tmax − T∞

= exp
(
− x
D

)
cos
(
ωt− x

D

)
metD =

√
2κ/ω%c. Bij x = πD is de temperatuurvariatie in tegenfase met het oppervlak. De 1-dimensionale

oplossing bijΦ = 0 is

T (x, t) =
1

2
√
πat

exp
(
− x2

4at

)
Dit is wiskundig equivalent aan het diffusieprobleem:

∂n

∂t
= D∇2n+ P −A

waarinP de productie van enA de afvoer van deeltjes is. De stroomdichtheidJ = −D∇n.

9.9 Turbulentie

De tijdschaal van turbulente snelheidsvariatiesτt ligt in de orde van:τt = τ
√

Re/Ma2 metτ de moleculaire
tijdschaal. Voor de snelheid van de deeltjes geldt:v(t) = 〈v〉 + v′(t) met 〈v′(t)〉 = 0. De Navier-Stokes
vergelijking gaat nu over in

∂ 〈~v 〉
∂t

+ (〈~v 〉 · ∇) 〈~v 〉 = −∇〈p〉
%

+ ν∇2 〈~v 〉+ divSR

%

hierin isSRij = −% 〈vivj〉 de turbulente spanningstensor. Aanname van Boussinesq:τij = −%
〈
v′iv

′
j

〉
. Men

stelt nu, analoog aan Newtonse media:SR = 2%νt 〈D〉. Vlak bij een wand geldt:νt = 0, ver van de wand
geldt:νt ≈ νRe.

9.10 Zelforganisatie

Voor een (semi) 2-dimensionale stroming geldt:
dω

dt
=
∂ω

∂t
+ J(ω, ψ) = ν∇2ω

Met J(ω, ψ) de Jacobiaan. Alsν = 0 is ω dus behouden. Verder is de kinetische energie/mA en de enstrofie
V behouden: met~v = ∇× (~kψ)

E ∼ (∇ψ)2 ∼
∞∫
0

E(k, t)dk = constant, V ∼ (∇2ψ)2 ∼
∞∫
0

k2E(k, t)dk = constant

Hieruit volgt dat in een 2-dimensionale stroming de energieflux de neiging heeft om naar grotek waarden te
gaan: grotere structuren groeien aan ten koste van kleinere, i.t.t. de situatie bij 3-dimensionale stromingen.



Chapter 10

Quantummechanica

10.1 Inleiding tot de quantummechanica

10.1.1 Zwarte straling

De wet van Planck voor de energieverdeling van de straling van een zwart lichaam luidt:

w(f) =
8πhf3

c3
1

ehf/kT − 1
, w(λ) =

8πhc
λ5

1
ehc/λkT − 1

Hieruit volgt voor de totale stralingsvermogensdichtheid de wet van Stefan-Boltzmann:P = AσT 4. Voor het
maximum volgt hieruit de wet van Wien:Tλmax = kW.

10.1.2 Comptoneffect

Wanneer men licht als bestaande uit deeltjes beschouwt volgt voor de golflengte van verstrooid licht aan
deeltjes:

λ′ = λ+
h

mc
(1− cos θ) = λ+ λC(1− cos θ)

10.1.3 Elektronen diffractie

Diffractie van elektronen aan een kristal is te verklaren door aan te nemen dat deeltjes een golfkarakter hebben
met golflengteλ = h/p. Deze golflengte noemt men de Broglie golflengte.

10.2 Golffuncties

Het golfkarakter van deeltjes wordt beschreven met de golffunctieψ. Men kan deze golffuncie zowel in de
plaats- als in de impulsruimte definiëren. Deze definities zijn elkaars Fourier getransformeerde:

Φ(k, t) =
1√
h

∫
Ψ(x, t)e−ikxdx en Ψ(x, t) =

1√
h

∫
Φ(k, t)eikxdk

Deze golven definiëren een deeltje met groepssnelheidvg = p/m en energieE = h̄ω.

Men kan de golffunctie interpreteren als een maat voor de waarschijnlijkheidP om een deeltje ergens aan te
treffen (Born):dP = |ψ|2d3V . De verwachtingswaarde〈f〉 van een eigenschapf van een systeem is:

〈f(t)〉 =
∫∫∫

Ψ∗fΨd3V , 〈fp(t)〉 =
∫∫∫

Φ∗fΦd3Vp

Men noteert dit ook wel als〈f(t)〉 = 〈Φ|f |Φ〉. Hieruit volgt de normeringsconditie voor de golffuncties:
〈Φ|Φ〉 = 〈Ψ|Ψ〉 = 1.

10.3 Operatoren in de quantummechanica

Klassieke grootheden worden in de quantummechanica vertaald in operatoren. Deze zijn hermitisch omdat ze
reële eigenwaarden moeten hebben:∫

ψ∗1Aψ2d
3V =

∫
ψ2(Aψ1)∗d3V

45
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Wanneerun de eigenfunctie is van de eigenwaardevergelijkingAΨ = aΨ bij eigenwaardean kan menΨ
ontwikkelen naar een basis van eigenfuncties:Ψ =

∑
n
cnun. Kiest men deze basis orthonormaal, dan volgt:

voor de cöefficiënten: cn = 〈un|Ψ〉. Nu geldt: als het systeem zich in toestandΨ bevindt, is de kans om
bij een meting vanA de eigenwaardean te vinden gelijk aan|cn|2 in het discrete deel van het spectrum en
|cn|2da in het continue deel ina, a + da. Het matrixelementAij is gegeven door:Aij = 〈ui|A|uj〉. Omdat
(AB)ij = 〈ui|AB|uj〉 = 〈ui|A

∑
n
|un〉 〈un|B|uj〉 geldt:

∑
n
|un〉〈un| = 1.

De tijdsafhankelijkheid van een operator is gegeven door (Heisenberg):

dA

dt
=
∂A

∂t
+

[A,H]
ih̄

met [A,B] ≡ AB − BA de commutatorvanA enB. Voor hermitische operatoren is de commutator altijd
zuiver complex. Als[A,B] = 0 hebben de operatorenA enB een gemeenschappelijke set eigenfuncties. Door
dit toe te passen oppx enx vindt men (Ehrenfest):md2 〈x〉t /dt2 = −〈dU(x)/dx〉.
De 1e orde benadering〈F (x)〉t ≈ F (〈x〉), metF = −dU/dx geeft de klassieke vergelijking weer.

Bij het optellen van quantummechanische operatoren die een product van andere operatoren zijn moeten deze
eerst symmetrisch gemaakt worden: klassiekAB wordt nu 1

2 (AB +BA).

10.4 Het onzekerheidsprincipe

Wanneer de onzekerheid∆A in A wordt gedefinieerd als:(∆A)2 =
〈
ψ|Aop − 〈A〉 |2ψ

〉
=
〈
A2
〉
− 〈A〉2

volgt:
∆A ·∆B ≥ 1

2 | 〈ψ|[A,B]|ψ〉 |
Hieruit volgt: ∆E ·∆t ≥ 1

2 h̄, en omdat[x, px] = ih̄ geldt:∆px ·∆x ≥ 1
2 h̄, en∆Lx ·∆Ly ≥ 1

2 h̄Lz.

10.5 De Schr̈odingervergelijking

De impulsoperator is gegeven door:pop = −ih̄∇. De plaatsoperator is:xop = ih̄∇p. De energieoperator is:
Eop = ih̄∂/∂t. De Hamiltoniaan van een deeltje met massam, potentïele energieU en totale energieE, is
gegeven door:H = p2/2m+ U . Uit Hψ = Eψ volgt dan deSchr̈odingervergelijking:

− h̄2

2m
∇2ψ + Uψ = Eψ = ih̄

∂ψ

∂t

De lineaire combinatie van de oplossingen hiervan geven de algemene oplossing. In 1 dimensie:

ψ(x, t) =
(∑

+
∫
dE

)
c(E)uE(x) exp

(
− iEt

h̄

)
De stroomdichtheidJ is gegeven door:J =

h̄

2im
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)

Er geldt een behoudswet:
∂P (x, t)
∂t

= −∇J(x, t)

10.6 Pariteit

De pariteitsoperator is in 1 dimensie gegeven door:Pψ(x) = ψ(−x). Wanneer de golffunctie gesplitst wordt
in een som van even en oneven functies, wordtψ ontwikkeld naar eigenfuncties vanP:

ψ(x) = 1
2 (ψ(x) + ψ(−x))︸ ︷︷ ︸

even: ψ+

+ 1
2 (ψ(x)− ψ(−x))︸ ︷︷ ︸

oneven: ψ−

[P,H] = 0. De functiesψ+ = 1
2 (1 + P)ψ(x, t) enψ− = 1

2 (1− P)ψ(x, t) voldoen elk aan de
Schr̈odingervergelijking. Hierdoor is de pariteit een behouden grootheid.
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10.7 Het tunneleffect

De golffunctie van een deeltje in een∞ hoge potentiaalput van 0 tota is gegeven doorψ(x) = a−1/2 sin(kx).
De energieniveaus volgen uitEn = n2h2/8a2m.

Wanneer de golffunctie met energieW een potentiaalberg vanW0 > W ontmoet zal deze, i.t.t. het klassieke
geval, niet 0 zijn binnen en na de potentiaalberg. Als 1, 2 en 3 de gebieden voor, binnen en na de potentiaalberg
zijn, geldt:

ψ1 = Aeikx +Be−ikx , ψ2 = Ceik′x +De−ik′x , ψ3 = A′eikx

metk′2 = 2m(W −W0)/h̄2 enk2 = 2mW . Toepassen van de continuı̈teitsvoorwaarden:ψ =continu en
∂ψ/∂x =continu bijx = 0 enx = a geeftB, C enD enA′ in A. De doorlaatbaarheidT van de berg is
gedefinieerd doorT = |A′|2/|A|2. AlsW > W0 én2a = nλ′ = 2πn/k′ geldt:T = 1.

10.8 De harmonische oscillator

Voor de harmonische oscillator geldt:U = 1
2bx

2 enω2
0 = b/m. De HamiltoniaanH is dan gegeven door:

H =
p2

2m
+ 1

2mω
2x2 = 1

2 h̄ω + ωA†A

met

A =
√

1
2mωx+

ip√
2mω

en A† =
√

1
2mωx−

ip√
2mω

A 6= A† is niet hermitisch. [A,A†] = h̄ en [A,H] = h̄ωA. A is een absorptieladderoperator, A† een
creatieladderoperator.HAuE = (E − h̄ω)AuE . Er is een eigenfunctieu0 waarvoor geldt:Au0 = 0. De
energie in deze grondtoestand is1

2 h̄ω: de nulpuntsenergie. Voor de genormeerde eigenfuncties volgt:

un =
1√
n!

(
A†√
h̄

)n

u0 met u0 = 4

√
mω

πh̄
exp

(
−mωx

2

2h̄

)
metEn = (1

2 + n)h̄ω.

10.9 Impulsmoment

Voor de impulsmomentoperatorenL geldt: [Lz, L
2] = [Lz,H] = [L2,H] = 0. Echter, er geldt cyclisch:

[Lx, Ly] = ih̄Lz. Niet alle componenten vanL kunnen dus tegelijkertijd oneindig nauwkeurig bekend zijn.
VoorLz geldt:

Lz = −ih̄ ∂

∂ϕ
= −ih̄

(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
De ladderoperatorenL± worden gegeven door:L± = Lx ± iLy. Nu geldt:L2 = L+L− +L2

z − h̄Lz. Verder
is

L± = h̄e±iϕ

(
± ∂

∂θ
+ i cot(θ)

∂

∂ϕ

)
Uit [L+, Lz] = −h̄L+ volgt: Lz(L+Ylm) = (m+ 1)h̄(L+Ylm).

Uit [L−, Lz] = h̄L− volgt: Lz(L−Ylm) = (m− 1)h̄(L−Ylm).

Uit [L2, L±] = 0 volgt: L2(L±Ylm) = l(l + 1)h̄2(L±Ylm).

Uit de hermiticiteit vanLx enLy (impliceertL†± = L∓) en |L±Ylm|2 > 0 volgt: l(l + 1) − m2 − m ≥
0 ⇒ −l ≤ m ≤ l. Verder vindt men datl heeltallig of halftallig moet zijn. Halftallige waarden geven geen
eenduidige oplossingψ en zijn dus niet toegestaan.
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10.10 Spin

De spinoperatoren voldoen cyclisch aan:[Sx, Sy] = ih̄Sz. Omdat de spinoperatoren niet in de fysische ruimte
(x, y, z) werken is de eenduidigheid van de golffunctie hier niet van belang: ook halftallige waarden zijn
toegelaten.[L, S] = 0: spin en impulsmoment hebben dus een gemeenschappelijke set van eigenfuncties. De

spinoperatoren worden gegeven door~~S = 1
2 h̄
~~σ, met

~~σx =
(

0 1
1 0

)
, ~~σy =

(
0 −i
i 0

)
, ~~σz =

(
1 0
0 −1

)
De eigentoestanden vanSz zijn zgn.spinoren: χ = α+χ+ +α−χ−, waarinχ+ = (1, 0) de toestand met spin
up (Sz = 1

2 h̄) weergeeft enχ− = (0, 1) de toestand met spin down (Sz = − 1
2 h̄) weergeeft. Dan is|α+|2 de

kans om bij een meting spin up en|α−|2 de kans om spin down te vinden. Uiteraard geldt|α+|2 + |α−|2 = 1.

Met de spin van een elektron is een intrinsiek magnetisch moment~M geassocieerd volgens~M = −egS
~S/2m

met gS = 2(1 + α/2π + · · ·) de gyromagnetische ratio. In een uitwendig magneetveld hoort hierbij een
potentïele energieU = − ~M · ~B. De Schr̈odingervergelijking is dan (∂χ/∂xi ≡ 0):

ih̄
∂χ(t)
∂t

=
egS h̄

4m
~σ · ~Bχ(t)

met~σ = (~~σx, ~~σy, ~~σz). Voor constante~B = B~ez heeft dit probleem 2 eigenwaarden:χ± bij E = ±egS h̄B/4m
= ±h̄ω. Dit geeft als algemene oplossingχ = (ae−iωt, beiωt). Hieruit volgt: 〈Sx〉 = 1

2 h̄ cos(2ωt) en
〈Sy〉 = 1

2 h̄ sin(2ωt). De interpretatie is dat de spin om dez-as precedeert met hoekfrequentie2ω. Bij atomen
geeft dit aanleiding tot de normale Zeemansplitsing van spectraallijnen.

De potentïele energieoperator voor 2 deeltjes met spin± 1
2 h̄ is:

V (r) = V1(r) +
1
h̄2 (~S1 · ~S2)V2(r) = V1(r) + 1

2V2(r)[S(S + 1)− 3
2 ]

Er zijn nu 2 toestanden mogelijk:S = 1 (triplet) of S = 0 (Singlet).

10.11 Het Dirac formalisme

Wanneer dep enE operatoren toegepast worden op het relativistischeE2 = m2
0c

4 + p2c2 volgt deKlein-
Gordonvergelijking: (

∇2 − 1
c2
∂2

∂t2
− m2

0c
2

h̄2

)
ψ(~x, t) = 0

De operator −m2
0c

2/h̄2 kan men nu in 2 delen splitsen:

∇2 − 1
c2
∂2

∂t2
− m2

0c
2

h̄2 =
{
γλ

∂

∂xλ
− m0c

h̄

}{
γµ

∂

∂xµ
+
m0c

h̄

}
waarin voor de Dirac matricesγ geldt:{γλ, γµ} = γλγµ +γµγλ = 2δλµ. (In de ART wordt dit2gλµ). Hieruit
is af te leiden dat deγ hermitische4× 4 matrices zijn die gegeven worden door:

γk =
(

0 −iσk

iσk 0

)
, γ4 =

(
I 0
0 −I

)
De Dirac vergelijking is nu: (

γλ
∂

∂xλ
+
m0c

h̄

)
ψ(~x, t) = 0

waarinψ(x) = (ψ1(x), ψ2(x), ψ3(x), ψ4(x)) een spinor is.
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10.12 Atoomfysica

10.12.1 Oplossingen

Als de potentïele energie alleen vanr afhangt kunnen de oplossingen van de Schrödingervergelijking in
bolcöordinaten geschreven worden als:ψ(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Yl,ml

(θ, ϕ)χms
, met

Ylm =
Clm√

2π
Pm

l (cos θ)eimϕ

Voor een atoom of ion met́eén elektron geldt:Rlm(ρ) = Clme−ρ/2ρlL2l+1
n−l−1(ρ)

metρ = 2rZ/na0 meta0 = ε0h
2/πmee

2. Hierin zijnLj
i de geassocieerde Laguere functies en zijnPm

l de
geassocieerde Legendre polynomen:

P
|m|
l (x) = (1− x2)m/2 d

|m|

dx|m|

[
(x2 − 1)l

]
, Lm

n (x) =
(−1)mn!
(n−m)!

e−xx−m dn−m

dxn−m
(e−xxn)

De pariteit van deze oplossingen is(−1)l. De ontaardingsgraad is gegeven door2
n−1∑
l=0

(2l + 1) = 2n2.

10.12.2 Eigenwaardevergelijkingen

De verschillende eigenwaardevergelijkingen voor een atoom of ion metéén elektron zijn:

Vergelijking Eigenwaarde Range

Hopψ = Eψ En = µe4Z2/8ε20h
2n2 n ≥ 1

LzopYlm = LzYlm Lz = mlh̄ −l ≤ ml ≤ l

L2
opYlm = L2Ylm L2 = l(l + 1)h̄2 0 ≤ l < n

Szopχ = Szχ Sz = msh̄ ms = ± 1
2

S2
opχ = S2χ S2 = s(s+ 1)h̄2 s = 1

2

10.12.3 Spin-baan wisselwerking

Het totale impulsmoment is gegeven door~J = ~L+ ~M . Het totale magnetische dipoolmoment van een elektron
is dan ~M = ~ML + ~MS = −(e/2me)(~L+ gS

~S ) waaringS = 2, 0023 de gyromagnetische verhouding van het
elektron is. Verder geldt:J2 = L2+S2+2~L·~S = L2+S2+2LzSz+L+S−+L−S+. J heeft quantumgetallen
j met als mogelijke waardenj = l± 1

2 , met2j + 1 mogelijkez componenten (mJ ∈ {−j, .., 0, .., j}). Als de

wisselwerkingsenergie tussenS enL klein is, kan men stellen:E = En + ESL = En + a~S · ~L. Er volgt:

a =
|En|Z2α2

h̄2nl(l + 1)(l + 1
2 )

Wanneer tevens rekening gehouden wordt met de relativistische correctie wordt dit:

E = En +
|En|Z2α2

n

(
3
4n
− 1
j + 1

2

)
Dit geeft aanleiding tot defijnstructuur in atomaire spectra. Voor het gemiddelde magnetisch moment geldt,
metgS = 2: ~Mgem = −(e/2me)gh̄ ~J , waaring de Land́e-factor is:

g = 1 +
~S · ~J
J2

= 1 +
j(j + 1) + s(s+ 1)− l(l + 1)

2j(j + 1)

Voor atomen met meer dan 1 elektron zijn er twee limietgevallen:
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1. L − S koppeling: bij kleine atomen is de elektrostatische wisselwerking dominant en kan de toestand
gekarakteriseerd worden doorL, S, J,mJ . J ∈ {|L− S|, ..., L+ S − 1, L+ S} enmJ ∈ {−J, ..., J −
1, J}. De spectroscopische notatie bij deze interactie is:2S+1LJ . 2S + 1 is de multipliciteit van een
multiplet.

2. j − j koppeling: bij grotere atomen is de elektrostatische wiselwerking zwakker dan deLi · si wisselw-
erking van een elektron. De toestand wordt gekarakteriseerd doorji...jn, J,mJ waarbij alleen deji van
de niet gevulde subschillen meedoen.

Voor grotere atomen geldt voor het energieverschil in een magneetveld:∆E = gµBmJB met g de Land́e
factor. Voor een overgang tussen 2 singlet toestanden splitst de spectraallijn in 3 delen, voor∆mJ = −1, 0+1.
Dit geeft aanleiding tot het normale Zeemaneffect. Voor hogereS splitst de lijn in meer delen: het anomale
Zeeman effect.

Wisselwerking met de kernspin geeft aanleiding tot de hyperfijnstructuur.

10.12.4 Selectieregels

Voor de dipoolovergangsmatrixelementen geldt:p0 ∼ |〈l2m2| ~E · ~r |l1m1〉|. Uit behoud van impulsmoment
volgt dat voor een dipoolovergang geldt dat voor het elektron dat springt∆l = ±1.

Voor een atoom waarL − S koppeling dominant is geldt verder:∆S = 0 (niet strikt),∆L = 0,±1, ∆J =
0,±1 maar geenJ = 0→ J = 0 overgangen,∆mJ = 0,±1, maar∆mJ = 0 is verboden als∆J = 0.

Voor een atoom waarj − j koppeling dominant is geldt verder: voor het elektron dat springt geldt, behalve
∆l = ±1 ook: ∆j = 0,±1, en voor alle andere elektronen:∆j = 0. Voor het atoom als geheel geldt verder:
∆J = 0,±1 maar geenJ = 0→ J = 0 overgang en∆mJ = 0,±1, maar∆mJ = 0 is verboden als∆J = 0.

10.13 Wisselwerking met het elektromagnetische veld

De Hamiltoniaan van een elektron in het elektromagnetisch veld is:

H =
1
2µ

(~p+ e ~A )2 − eV = − h̄
2

2µ
∇2 +

e

2µ
~B · ~L+

e2

2µ
A2 − eV

metµ de gereduceerde massa van het systeem. De term∼ A2 is meestal te verwaarlozen, behalve bij zeer
sterke velden of macroscopische bewegingen, ze is bij~B = B~ez gegeven doore2B2(x2 + y2)/8µ.

Wanneer een ijktransformatie op de elektromagnetische potentialen wordt uitgevoerd:~A′ = ~A − ∇f , V ′ =
V + ∂f/∂t, zal de golffunctie meetransformeren volgensψ′ = ψeiqef/h̄ met qe de lading van het deeltje.
Omdatf = f(x, t) is dit eenlokale ijktransformatie i.t.t. eenglobale ijktransformatieψ′ = ψeiϕ, die men
altijd mag toepassen.

10.14 Storingsrekening

10.14.1 Tijdonafhankelijke storingsrekening

Om de vergelijking(H0 + λH1)ψn = Enψn op te lossen moet men de eigenfuncties vanH = H0 + λH1

te vinden. Stel datφn een complete set eigenfuncties is van ongestoorde HamiltoniaanH0: H0φn = E0
nφn.

Omdatφn een volledig stelsel is geldt dan:

ψn = N(λ)

φn +
∑
k 6=n

cnk(λ)φk


Wanneercnk enEn worden ontwikkeld naarλ: cnk = λc

(1)
nk + λ2c

(2)
nk + · · ·

En = E0
n + λE

(1)
n + λ2E

(2)
n + · · ·
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en dit invullen in de Schr̈odingervergelijking, is het resultaat:E(1)
n = 〈φn|H1|φn〉 en

c(1)nm =
〈φm|H1|φn〉
E0

n − E0
m

alsm 6= n. De 2e orde correctie op de energie is dan gegeven door:

E(2)
n =

∑
k 6=n

| 〈φk|H1|φn〉 |2

E0
n − E0

k

. In 1e orde geldt dus:ψn = φn +
∑
k 6=n

〈φk|λH1|φn〉
E0

n − E0
k

φk.

Als er ontaarding is geldt bovenstaande niet. Er wordt dan bij elk niveaun een orthonormale set eigenfuncties
φni gekozen, zo dat〈φmi|φnj〉 = δmnδij . Nu wordtψ ontwikkeld als

ψn = N(λ)

∑
i

αiφni + λ
∑
k 6=n

c
(1)
nk

∑
i

βiφki + · · ·


Eni = E0

ni + λE
(1)
ni wordt benaderd doorE0

ni := E0
n. Substitutie in de Schrödingervergelijking en inproduct

nemen metφni geeft:
∑
i

αi 〈φnj |H1|φni〉 = E
(1)
n αj . Normering vereist dat

∑
i

|αi|2 = 1.

10.14.2 Tijdafhankelijke storingsrekening

Uitgaande van de Schrödingervergelijkingih̄
∂ψ(t)
∂t

= (H0 + λV (t))ψ(t)

en de ontwikkelingψ(t) =
∑

n

cn(t) exp
(
−iE0

nt

h̄

)
φn metcn(t) = δnk + λc

(1)
n (t) + · · ·

volgt: c(1)n (t) =
λ

ih̄

t∫
0

〈φn|V (t′)|φk〉 exp
(
i(E0

n − E0
k)t′

h̄

)
dt′

10.15 Meer deeltjes systemen

10.15.1 Algemeen

Identieke deeltjes zijn ononderscheidbaar. Voor de totale golffunctie van een systeem van identieke ononder-
scheidbare deeltjes geldt:

1. Deeltjes met een halftallige spin (Fermionen):ψtotaal moet antisymmetrisch zijn t.o.v. verwisseling van
de cöordinaten (ruimtelijk en spin) van elk paar deeltjes. Dit geeft aanleiding tot het Pauliprincipe: 2
fermionen kunnen niet in een identieke toestand verkeren omdat danψtotaal = 0.

2. Deeltjes met een heeltallige spin (Bosonen):ψtotaal moet symmetrisch zijn t.o.v. verwisseling van de
coördinaten (ruimtelijk en spin) van elk paar deeltjes.

Voor een systeem van 2 elektronen zijn er 2 mogelijkheden voor de ruimtelijke golffunctie. Wanneera enb de
quantumgetallen van de elektronen 1 en 2 voorstellen, geldt:

ψS(1, 2) = ψa(1)ψb(2) + ψa(2)ψb(1) , ψA(1, 2) = ψa(1)ψb(2)− ψa(2)ψb(1)

Omdat de deeltjes bijψA elkaar nooit dicht naderen is de afstotingsenergie hiervan kleiner. Voor de spingolf-
functies zijn er de volgende mogelijkheden:

χA = 1
2

√
2[χ+(1)χ−(2)− χ+(2)χ−(1)] ms = 0

χS =


χ+(1)χ+(2) ms = +1
1
2

√
2[χ+(1)χ−(2) + χ+(2)χ−(1)] ms = 0

χ−(1)χ−(2) ms = −1

Omdat de totale golffunctie antisymmetrisch moet zijn, geldt dus:ψtotaal = ψSχA óf ψtotaal = ψAχS.
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VoorN deeltjes is de symmetrische baangolffunctie gegeven door:

ψS(1, ..., N) =
∑

ψ(alle permutaties van1..N)

De antisymmetrische golffunctie is gegeven door de determinantψA(1, ..., N) =
1√
N !
|uEi(j)|

10.15.2 Moleculen

De golffuncties van de atomena en b zijn φa en φb. Wanneer de 2 atomen elkaar naderen zijn er twee
mogelijkheden: de totale golffunctie neigt naar de bonding functie met lagere totale energieψB = 1

2

√
2(φa +

φb) of naar de anti-bonding functie met hogere energieψAB = 1
2

√
2(φa−φb). Wanneer een moleculair-orbital

symmetrisch is om de verbindingsas, zoals een combinatie van 2 s-orbitals heet het eenσ-orbital, anders een
π-orbital, zoals de combinatie van 2 p-niveaus langs 2 assen.

De energie van een systeem is gegeven doorE =
〈ψ|H|ψ〉
〈ψ|ψ〉

.

Als ψ slechts een benadering is van de oplossing vanHψ = Eψ, zal de zo berekende energie steedshoger
zijn dan de werkelijke energie. Bovendien is, in het geval er meerdere functies zijn, de functie met de laagste
E de beste benadering. Dit toepassende op de functieψ =

∑
ciφi vindt men: (Hij − ESij)ci = 0. Deze

vergelijking heeft slechts oplossingen als deseculiere determinant|Hij − ESij | = 0. Hierin is Hij =
〈φi|H|φj〉 enSij = 〈φi|φj〉. αi := Hii is de Coulomb integraal enβij := Hij de exchange integraal.Sii = 1
enSij is de overlap integraal.

In de moleculair-orbitaal theorie plaatst men in 1e benadering beide elektronen van een binding in de bonding
orbitaal: ψ(1, 2) = ψB(1)ψB(2). Dit geeft een grote elektronendichtheid tussen de kernen en daardoor een
afstoting. Een betere benadering is:ψ(1, 2) = C1ψB(1)ψB(2)+C2ψAB(1)ψAB(2), metC1 = 1 enC2 ≈ 0, 6.

In sommige atomen, zoals C, is het energetisch gunstiger om orbitalen te vormen die een combinatie zijn van
de s, p en d niveaus. In C zijn er drie vormen van hybridisatie:

1. SP-hybridisatie:ψsp = 1
2

√
2(ψ2s ± ψ2pz

). Er zijn nu 2 hybride orbitalen, die op 1 lijn onder180◦ van
elkaar liggen. Verder zijn er nog de 2px en 2py orbitalen.

2. SP2 hybridisatie:ψsp2 = ψ2s/
√

3 + c1ψ2pz
+ c2ψ2py

, waarin(c1, c2) ∈ {(
√

2/3, 0), (−1/
√

6, 1/
√

2),
(−1/

√
6,−1/

√
2)}. De 3 SP2 orbitalen liggen ińeén vlak, hun symmetrie assen maken een hoek van

120◦.

3. SP3 hybridisatie:ψsp3 = 1
2 (ψ2s ± ψ2pz

± ψ2py
± ψ2px

). De 4 SP3 orbitalen vormen een tetraeder met
hun symmetrieassen onder een hoek van109◦28′.

10.16 Quantumstatistiek

Als een systeem in een toestand verkeert waarin men geen maximale informatie over dat systeem heeft is het
te beschrijven met dedichtheidsmatrixρ. Als het systeem met kansri in een toestand met golffunctieψi

verkeert, is de verwachtingswaardea vanA: 〈a〉 =
∑
i

ri〈ψi|A|ψi〉.

Als menψ ontwikkelt naar de orthonormale basis{φk} volgens:ψ(i) =
∑
k

c
(i)
k φk, dan geldt

〈A〉 =
∑

k

(Aρ)kk = Tr(Aρ)

metρlk = c∗kcl. ρ is hermitisch, met Tr(ρ) = 1. Verder isρ =
∑
ri|ψi〉〈ψi|. De kans om bij een meting van

A eigenwaardean te vinden isρnn als voor{φk} een basis van eigenvectoren vanA gebruikt wordt. Voor de
tijdsafhankelijkheid geldt (in het Schrödingerbeeld zijn de operatoren niet expliciet tijdsafhankelijk):

ih̄
dρ

dt
= [H, ρ]
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Voor een macroscopisch systeem in evenwicht geldt[H, ρ] = 0. Als alle quantumtoestanden bij dezelfde
energie even waarschijnlijk zijn:Pi = P (Ei), leidt dit tot de verdeling:

Pn(E) = ρnn =
e−En/kT

Z
met de toestandssomZ =

∑
n

e−En/kT

De thermodynamische grootheden hangen als volgt samen met deze definities:F = −kT ln(Z), U = 〈H〉 =∑
n
pnEn = − ∂

∂kT
ln(Z), S = −k

∑
n
Pn ln(Pn). Voor een gemengde toestand vanM orthonormale quan-

tumtoestanden met kans1/M volgt dan:S = k ln(M).

In thermisch evenwicht zijn de verdelingsfuncties voor de interne toestanden van een systeem gegeven door de
meest waarschijnlijke verdeling. Deze is te vinden door de functie die het totaal aantal mogelijke verdelingen
geeft te maximaliseren m.b.v. de formule van Stirling:ln(n!) ≈ n ln(n) − n, en de voorwaarden

∑
k

nk = N

en
∑
k

nkWk = W . Voor identieke, ononderscheidbare deeltjes die voldoen aan het uitsluitingsprincipe is het

totaal aantal mogelijke verdelingen gegeven door:

P =
∏
k

gk!
nk!(gk − nk)!

Dit geeft deFermi-Dirac statistiek. Voor ononderscheidbare deeltjes dienietvoldoen aan het uitsluitingsprincipe
is het aantal mogelijke verdelingen gegeven door

P = N !
∏
k

gnk

k

nk!

Dit geeft deBose-Einstein statistiek. De verdelingsfuncties die aangeven hoe de deeltjes verdeeld zijn over de
diverse 1-deeltjestoestandenk die elkgk-voudig ontaard zijn, hangen dus af van de spin van de deeltjes. Ze
zijn gegeven door:

1. Fermi-Dirac statistiek: heeltallige spin.nk ∈ {0, 1}, nk =
N

Zg

gk

exp((Ek − µ)/kT ) + 1
metln(Zg) =

∑
gk ln[1 + exp((Ei − µ)/kT )].

2. Bose-Einstein statistiek: halftallige spin.nk ∈ IN , nk =
N

Zg

gk

exp((Ek − µ)/kT )− 1
metln(Zg) = −

∑
gk ln[1− exp((Ei − µ)/kT )].

Hierin isZg de groot-canonieke toestandssom enµ de chemische potentiaal. Deze wordt bepaald uit de eis∑
nk = N . Hiervoor geldt: lim

T→0
µ = EF, de Fermi-energie.N is het totaal aantal deeltjes. De verdelingswet

van Maxwell-Boltzmann volgt hieruit in de limiet datEk − µ� kT :

nk =
N

Z
exp

(
−Ek

kT

)
met Z =

∑
k

gk exp
(
−Ek

kT

)
Met de Fermi-energie zijn de Fermi-Dirac en Bose-Einstein statistieken te schrijven als:

1. Fermi-Dirac statistiek:nk =
gk

exp((Ek − EF)/kT ) + 1
.

2. Bose-Einstein statistiek:nk =
gk

exp((Ek − EF)/kT )− 1
.



Chapter 11

Plasmafysica

11.1 Basisbegrippen

De ionisatiegraadα van een plasma is gedefinieerd door:α =
ne

ne + n0

met ne de elektronendichtheid enn0 de neutralendichtheid. Voor een plasma dat ook negatieve ionen en
moleculen bevat isα niet goed gedefinieerd.

De kans dat een testdeeltje botst met een ander isdP = nσdx waarinσ de werkzame doorsnedeis. De
botsingsfrequentieνc = 1/τc = nσv. De gemiddelde vrije weglengteis gegeven doorλv = 1/nσ. Men
definieert deratecöefficïentK alsK = 〈σv〉. Het aantal botsingen per volume en tijdseenheid tussen deeltjes
van soort 1 en 2 is gegeven doorn1n2 〈σv〉 = Kn1n2.

Omdat er in een plasma afscherming van lading plaatsvindt wordt de potentiaal van een elektron gegeven door

V (r) =
−e

4πε0r
exp

(
− r

λD

)
met λD =

√
ε0kTeTi

e2(neTi + niTe)
≈
√
ε0kTe

nee2

Hierin is λD de Debye lengte. Voor afstanden< λD mag men het plasma niet meer als quasi-neutraal
beschouwen. De afwijkingen van ladingsneutraliteit door thermische beweging wordt teniet gedaan door os-
cillaties met frequentie

ωpe =

√
nee2

meε0

De afstand van dichtste nadering bij een botsing voor 2 gelijksoortige ladingsdragers bijπ/2 afbuiging is
2b0 = e2/(4πε0 1

2mv
2). Een “net” plasma wordt gedefinieerd als een plasma waarvoor geldt:b0 < n

−1/3
e �

λD � Lp. Hierin isLp := |ne/∇ne| de gradïentlengte van het plasma.

11.2 Transport

Relaxatietijden worden gedefinieerd alsτ = 1/νc. Uitgaande vanσm = 4πb20 ln(ΛC) vindt men met12mv
2 =

kT :

τm =
4πε20m

2v3

ne4 ln(ΛC)
=

8
√

2πε20
√
m(kT )3/2

ne4 ln(ΛC)
Voor impulsoverdracht tussen elektronen en ionen geldt bij een Maxwellse snelheidsverdeling:

τee =
6π
√

3ε20
√
me(kTe)3/2

nee4 ln(ΛC)
≈ τei , τii =

6π
√

3ε20
√
mi(kTi)3/2

nie4 ln(ΛC)

De energierelaxatietijden voor gelijke deeltjes zijn gelijk aan de impulsrelaxatietijden. Omdat voor e-i botsin-
gen de energieoverdracht slechts∼ 2me/mi gaat dit echter langzaam. Globaal geldt de verhoudingτee : τei :
τie : τE

ie = 1 : 1 :
√
mi/me : mi/me.

De relaxatie voor e-o interactie is veel gecompliceerder. VoorT > 10 eV geldt globaal:σeo = 10−17v
−2/5
e ,

voor lage energiëen kan dit tot een factor 10 lager zijn.

De soortelijke weerstandη = E/J van een plasma is gegeven door:

η =
nee

2

meνei
=

e2
√
me ln(ΛC)

6π
√

3ε20(kTe)3/2

54
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De diffusiecöefficiëntD is gedefinieerd via de fluxΓ volgens~Γ = n~vdiff = −D∇n. De continuiteitsvergeli-
jking luidt ∂tn + ∇(nvdiff) = 0 ⇒ ∂tn = D∇2n. Men vindtD = 1

3λvv. Een ruwe afschatting geeft
τD = Lp/D = L2

pτc/λ
2
v. Voor gemagnetiseerde plasma’s dient menλv te vervangen door de cyclotronstraal.

In elektrische velden vindt men ook~J = neµ~E = e(neµe + niµi) ~E metµ = e/mνc de beweeglijkheid van
de deeltjes. De Einstein relatie is:

D

µ
=
kT

e

Omdat elektronen en ionen door de ladingsneutraliteit sterk gekoppeld zijn diffunderen ze niet onafhankelijk.
De ambipolaire diffusiecöefficïentDamb is gedefinieerd volgens~Γ = ~Γi = ~Γe = −Damb∇ne,i. Hieruit volgt
dat

Damb =
kTe/e− kTi/e

1/µe − 1/µi
≈ kTeµi

e

In aanwezigheid van een uitwendig magneetveldB0 zullen deeltjes gaan bewegen in een spiraalbaan met
cyclotronstraalρ = mv/eB0 en met de cyclotronfrequentieΩ = B0e/m. De gespiraliseerde baan wordt
onderbroken door botsingen. Men noemt het plasmagemagnetiseerdalsλv > ρe,i. De elektronen zijn dus
gemagnetiseerd als

ρe

λee
=
√
mee

3ne ln(ΛC)
6π
√

3ε20(kTe)3/2B0

< 1

Vanwege de vereiste ladingsneutraliteit zorgt magnetisatie van alleen de elektronen al voor een redelijke op-
sluiting van het plasma. Bij magnetische opsluiting geldt:∇p = ~J × ~B. Samen met de 2 stationaire
Maxwellvergelijkingen voor hetB-veld zijn dit de ideale magneto-hydrodynamische vergelijkingen. Voor
een uniformB-veld geldt:p = nkT = B2/2µ0.

Als er zowel een elektrisch als een magnetisch veld aanwezig is, zullen elektronen en ionen beide dezelfde
kant op bewegen. Als men stelt dat~E = Er~er + Ez~ez en ~B = Bz~ez geeft de~E × ~B drift een snelheid
~u = ( ~E × ~B )/B2 en de snelheid in hetr, ϕ vlak ṙ(r, ϕ, t) = ~u+ ~̇ρ(t).

11.3 Elastische botsingen

11.3.1 Algemeen

De strooihoek van een deeltje in wisselwerking met een an-
der deeltje, zoals gegeven in het figuur hiernaast, is:

χ = π − 2b

∞∫
ra

dr

r2

√
1− b2

r2
− W (r)

E0

Deeltjes met een botsingsparameter tussenb en b + db, die
door een ring gaan metdσ = 2πbdb verlaten het strooigebied
onder een ruimtehoekdΩ = 2π sin(χ)dχ. De differentïele
werkzame doorsnedeis dan gedefinieerd als:

I(Ω) =
∣∣∣∣ dσdΩ

∣∣∣∣ = b

sin(χ)
∂b

∂χ

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�
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A
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ϕ
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Voor een potentïele energieW (r) = kr−n volgt: I(Ω, v) ∼ v−4/n.

Voor lage energiëen,O(1 eV) bevatσ eenRamsauer minimum. Dit komt vanwege interferentie van de ma-
teriegolven achter het object.I(Ω) voor hoeken0 < χ < λ/4 is groter dan de klassieke waarde.

11.3.2 De Coulomb interactie

Voor de Coulomb interactie geldt:2b0 = q1q2/2πε0mv2
0 , dusW (r) = 2b0/r. Dit geeftb = b0 cot( 1

2χ) en

I(Ω =
b

sin(χ)
∂b

∂χ
=

b20
4 sin2( 1

2χ)

Omdat de maximale invloedssfeer van een deeltje gaat totr = λD geldt: σ = π(λ2
D − b20). Omdat geldt

dp = d(mv) = mv0(1 − cosχ) vindt men voor de werkzame doorsnede gerelateerd aan impulsuitwisseling
σm:

σm =
∫

(1− cosχ)I(Ω)dΩ = 4πb20 ln
(

1
sin( 1

2χmin)

)
= 4πb20 ln

(
λD

b0

)
:= 4πb20 ln(ΛC) ∼ ln(v4)

v4

metln(ΛC) deCoulomb-logaritme. Hiervoor geldt:ΛC = λD/b0 = 9n(λD).

11.3.3 De gëınduceerde dipool interactie

De gëınduceerde dipool wisselwerking, met~p = α~E, geeft voor de potentiaalV en de energieW in een
dipoolveld:

V (r) =
~p · ~er

4πε0r2
, W (r) = − |e|p

8πε0r2
= − αe2

2(4πε0)2r4

metba = 4

√
2e2α

(4πε0)2 1
2mv

2
0

geldt:χ = π − 2b

∞∫
ra

dr

r2

√
1− b2

r2
+

b4a
4r4

Als b ≥ ba zou de lading op het atoom vallen. Dit gebeurt niet door de afstotende kernkrachten. Als de
strooihoek enkele malen2π is spreekt men van invangst. De werkzame doorsnede voor invangstσorb = πb2a
noemt men de Langevin limiet, en is een ondergrens voor de totaleσ.

11.3.4 Het massamiddelpuntssysteem

Wanneer een verstrooiing in het massamiddelpuntssysteem onder een hoekχ van twee deeltjes met massa’s
m1 enm2 vergeleken wordt met de verstrooiing onder hoekθ in het laboratoriumsysteem is het verband:

tan(θ) =
m2 sin(χ)

m1 +m2 cos(χ)

Het energieverlies∆E van het inkomende deeltje is gegeven door:

∆E
E

=
1
2m2v

2
2

1
2m1v2

1

=
2m1m2

(m1 +m2)2
(1− cos(χ))

11.3.5 Verstrooiing van licht

Verstrooiing van licht aan vrije elektronen noemt men Thomson verstrooiing. De verstrooiing is vrij van
collectieve effecten alskλD � 1. De werkzame doorsnedeσ = 6, 65 · 10−29m2 en

∆f
f

=
2v
c

sin( 1
2χ)

Dit geeft een verstrooide energieEver ∼ nλ4
0/(λ

2 − λ2
0)

2 metn de dichtheid. Alsλ � λ0 spreekt men van
Rayleigh verstrooiing. Thomson verstrooiing is een limietgeval van de Compton verstrooiing, die gegeven is
doorλ′ − λ = λC(1 − cosχ) metλC = h/mc, en is niet meer bruikbaar wanneer relativistische effecten
belangrijk worden.
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11.4 Thermodynamisch evenwicht en reversibiliteit

Voor een plasma in evenwicht gelden de stralingswet van Planck en de Maxwellse snelheidsverdeling

ρ(ν, T )dν =
8πhν3

c3
1

exp(hν/kT )− 1
dν , N(E, T )dE =

2πn
(πkT )3/2

√
E exp

(
− E

kT

)
dE

“Detailed balancing” houdt in dat in evenwicht het aantal heengaande reacties gelijk is aan het aantal terug-
gaande reacties omdat beide processen dezelfde waarschijnlijkheid hebben als er gecorrigeerd wordt voor de
gebruikte faseruimte. Voor de reactie ∑

heen

Xheen←→
∑
terug

Xterug

geldt in een plasma in evenwichtmicroscopischereversibiliteit:∏
heen

η̂heen =
∏

terug

η̂terug

Als de snelheidsverdeling Maxwells is, geldt voor de elementaire bezetting:

η̂x =
nx

gx

h3

(2πmxkT )3/2
e−Ekin/kT

met g het statistisch gewicht van de toestand enn/g := η. Voor elektronen geldtg = 2, voor aangeslagen
toestanden kan men meestal stelleng = 2j + 1 = 2n2.

Hiermee vindt men voor de Boltzmann balans,Xp + e−←→ X1 + e− + (E1p):

nB
p

n1
=
gp

g1
exp

(
Ep − E1

kTe

)
En voor de Saha balans,Xp + e− + (Epi)←→ X+

1 + 2e−:

nS
p

gp
=
n+

1

g+
1

ne

ge

h3

(2πmekTe)3/2
exp

(
Epi

kTe

)
Omdat links en rechts niet evenveel deeltjes staan blijft er een factorg/Ve staan die deSaha-sprongveroorza-
akt.

Uit microscopische reversibiliteit kan men afleiden dat voor de ratecoëfficiëntenK(p, q, T ) := 〈σv〉pq geldt:

K(q, p, T ) =
gp

gq
K(p, q, T ) exp

(
∆Epq

kT

)

11.5 Inelastische botsingen

11.5.1 Typen botsingen

De kinetische energie kan gesplitst worden in een deelvan en in het massamidelpunt. De energiein het
massamiddelpunt is beschikbaar voor reacties. Deze energie is

E =
m1m2(v1 − v2)2

2(m1 +m2)

Er zijn verschillende typen inelastische botsingen van belang in de plasmafysica:

1. Aanslag:Ap + e−←→ Aq + e−

2. Verval:Aq ←→ Ap + hf
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3. Ionisatie en 3-deeltjes recombinatie:Ap + e−←→ A+ + 2e−

4. Stralingsrecombinatie:A+ + e−←→ Ap + hf

5. Gestimuleerde emissie:Aq + hf → Ap + 2hf

6. Associatieve ionisatie:A∗∗ + B←→ AB+ + e−

7. Penning ionisatie: b.v.Ne∗ + Ar←→ Ar+ + Ne + e−

8. Ladingsoverdracht:A+ + B←→ A + B+

9. Resonante ladingsoverdracht:A+ + A←→ A + A+

11.5.2 Werkzame doorsneden

Botsingen tussen een elektron en een atoom kan men benaderen door een botsing tussen een elektron enéén
van de elektronen van dat atoom. Dit geeft

dσ

d(∆E)
=

πZ2e4

(4πε0)2E(∆E)2

Voor de overgangp→ q volgt dan:σpq(E) =
πZ2e4∆Eq,q+1

(4πε0)2E(∆E)2pq

Voor ionisatie vanuit toestandp geldt in goede benadering:σp = 4πa2
0Ry

(
1
Ep
− 1
E

)
ln
(

1, 25βE
Ep

)
Voor resonante ladingsoverdracht geldt:σex =

A[1−B ln(E)]2

1 + CE3,3

11.6 Straling

In evenwicht geldt voor stralingspocessen:

npApq︸ ︷︷ ︸
emissie

+ npBpqρ(ν, T )︸ ︷︷ ︸
gestimuleerde emissie

= nqBqpρ(ν, T )︸ ︷︷ ︸
absorptie

Hierin isApq het matrixelement van de overgangp→ q, en is gegeven door:

Apq =
8π2e2ν3|rpq|2

3h̄ε0c3
met rpq = 〈ψp|~r |ψq〉

Voor waterstofachtige atomen geldt:Ap = 1, 58 · 108Z4p−4,5, metAp = 1/τp =
∑
q
Apq. De intensiteitI van

een lijn is gegeven doorIpq = hνApqnp/4π. De EinsteincöefficiëntenB zijn gegeven door:

Bpq =
c3Apq

8πhν3
en

Bpq

Bqp
=
gq

gp

Een spectraallijn wordt door verschillende oorzaken verbreed:

1. Vanwege de eindige levensduur van een niveau. De natuurlijke levensduur van een niveaup is gegeven
doorτp = 1/

∑
q
Apq. Uit de onzekerheidsrelatie volgt dan:∆(hν) · τp = 1

2 h̄, dit geeft

∆ν =
1

4πτp
=

∑
q
Apq

4π

De natuurlijke lijnbreedte is meestal� dan de volgende twee verbredingen:
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2. De Doppler verbreding wordt veroorzaakt door de warmtebeweging van de deeltjes:

∆λ
λ

=
2
c

√
2 ln(2)kTi

mi

Deze verbreding geeft aanleiding tot een Gaussisch lijnprofiel:
kν = k0 exp(−[2

√
ln 2(ν − ν0)/∆νD]2), metk de absorptie- of emissiecoëfficient.

3. De Stark verbreding wordt veroorzaakt door de elektrische velden van de elektronen:

∆λ1/2 =
[

ne

C(ne, Te)

]2/3

met voor de H-β lijn: C(ne, Te) ≈ 3 · 1014Å−3/2cm−3.

De natuurlijke verbreding en de Starkverbreding geven aanleiding tot een Lorentz profiel van een spectraallijn:
kν = 1

2k0∆νL/[( 1
2∆νL)2 +(ν− ν0)2]. De totale lijnvorm is een convolutie van het Gauss- en Lorentz profiel

en heet eenVoigtprofiel.

Het aantal overgangenp→ q wordt gegeven doornpBpqρ én doornpnhν 〈σac〉 = np(ρdν/hν)σac metdν de
bandbreedte van de lijn. Dan volgt voor de werkzame doorsnede van absorptieprocessen:σa = Bpqhν/cdν.

De in het plasma optredende achtergrondstraling is afkomstig van twee processen:

1. Free-Bound straling, afkomstig van stralingsrecombinatie. De emissie is gegeven door:

εfb =
C1

λ2

zinine√
kTe

[
1− exp

(
− hc

λkTe

)]
ξfb(λ, Te)

metC1 = 1, 63 · 10−43 Wm4K1/2sr−1 enξ deBiberman factor.

2. Free-free straling, afkomstig van de versnelling van deeltjes in het EM-veld van andere deeltjes:

εff =
C1

λ2

zinine√
kTe

exp
(
− hc

λkTe

)
ξff (λ, Te)

11.7 De Boltzmann transport vergelijking

Aangenomen wordt dat er voor een plasma een verdelingsfunctieF bestaat zodat

F (~r,~v, t) = Fr(~r, t) · Fv(~v, t) = F1(x, t)F2(y, t)F3(z, t)F4(vx, t)F5(vy, t)F6(vz, t)

Dan geldt de BTV:
dF

dt
=
∂F

∂t
+∇r · (F~v) +∇v · (F~a) =

(
∂F

∂t

)
bots−stral

Er van uit gaande datv niet vanr afhangt enai niet vanvi, geldt∇r ·(F~v ) = ~v ·∇F en∇v ·(F~a ) = ~a ·∇vF .
Dit geldt ook voor magneetvelden omdat∂ai/∂xi = 0. De snelheid is gesplitst in een thermische snelheid~vt
en een driftsnelheid~w. De totale dichtheid is gegeven doorn =

∫
Fd~v en

∫
~vFd~v = n~w.

De balansvergelijkingen kunnen nu worden afgeleid met de momentenmethode:

1. Massabalans:
∫

(BTV)d~v ⇒ ∂n

∂t
+∇ · (n~w ) =

(
∂n

∂t

)
bs

2. Impulsbalans:
∫

(BTV)m~vd~v ⇒ mn
d~w

dt
+∇T′ +∇p = mn 〈~a 〉+ ~R

3. Energiebalans:
∫

(BTV)mv2d~v ⇒ 3
2
dp

dt
+

5
2
p∇ · ~w +∇ · ~q = Q
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Hierin is 〈~a 〉 = e/m( ~E + ~w × ~B ) de gemiddelde versnelling,~q = 1
2nm

〈
~v 2
t ~vt
〉

de warmtestroom,Q =∫
mv2

t

r

(
∂F

∂t

)
bs

d~v de bronterm voor energieproductie,~R een wrijvingsterm enp = nkT de druk.

Een thermodynamische afleiding geeft voor de totale druk:p = nkT =
∑

i

pi −
e2(ne + zini)

24πε0λD

Voor de stroomgeleiding in een plasma volgt uit de impulsbalans, alswe � wi:

η ~J = ~E −
~J × ~B +∇pe

ene

Als in een plasma alleen elastische e-a botsingen van belang zijn is de evenwichtsenergieverdeling deDruyvesteyn
verdeling:

N(E)dE = Cne

(
E

E0

)3/2

exp

[
−3me

m0

(
E

E0

)2
]
dE

metE0 = eEλv = eE/nσ.

11.8 Botsings-stralings modellen

Deze modellen zijn 1e-moment vergelijkingen voor aangeslagen toestanden. Men gaat uit van de Quasi-steady-
state solution waarbij∀p>1[(∂np/∂t = 0) ∧ (∇ · (np ~wp) = 0)]. Dit geeft de vergelijkingen(

∂np>1

∂t

)
bs

= 0 ,
∂n1

∂t
+∇ · (n1 ~w1) =

(
∂n1

∂t

)
bs

,
∂ni

∂t
+∇ · (ni ~wi) =

(
∂ni

∂t

)
bs

met als oplossingennp = r0pn
S
p + r1pn

B
p = bpn

S
p. Verder geldt voor niveaus die botsingsgedomineerd zijn

dat δbp := bp − 1 = b0p
−x
eff met peff =

√
Ry/Epi en 5 ≤ x ≤ 6. Voor systemen in ESP, waar alleen

botsings(de)excitatie tussen niveausp en p ± 1 meegenomen wordt, geldtx = 6. Ook in plasma’s ver van
evenwicht zullen de aangeslagen toestanden uiteindelijk in de ESP toestand komen, zodat men vanaf een zeker
niveau de toestandsdichtheden kan uitrekenen.

Om de toestandsdichtheden van de lagere niveaus in de stationaire toestand te berekenen dient men uit te gaan
van een macroscopisch evenwicht:

Aantal bevolkende processen van niveaup = Aantal ontvolkende processen van niveaup ,

Uitgeschreven geeft dit:

ne

∑
q<p

nqKqp︸ ︷︷ ︸
bots. excit.

+ne

∑
q>p

nqKqp︸ ︷︷ ︸
bots. deexcit.

+
∑
q>p

nqAqp︸ ︷︷ ︸
stral. deex. naar

+ n2
eniK+p︸ ︷︷ ︸

bots. recomb.

+ neniαrad︸ ︷︷ ︸
stral. recomb

=

nenp

∑
q<p

Kpq︸ ︷︷ ︸
bots. deexcit.

+nenp

∑
q>p

Kpq︸ ︷︷ ︸
bots. excit.

+ np

∑
q<p

Apq︸ ︷︷ ︸
stral. deex. van

+nenpKp+︸ ︷︷ ︸
bots. ion.

11.9 Golven in plasma’s

Interactie van EM-golven met een plasma resulteert in verstrooiing en absorptie van energie. Voor elektro-
magnetische golven met complex golfgetalk = ω(n + iκ)/c vindt men inéén dimensie:Ex = E0e−κωx/c

cos[ω(t− nx/c)]. De brekingsindexn is gegeven door:

n = c
k

ω
=

c

vf
=

√
1−

ω2
p

ω2
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Voor verstoringen in dez-richting in een koud, homogeen, gemagnetiseerd plasma:~B = B0~ez + ~̂
Bei(kz−ωt)

enn = n0 + n̂ei(kz−ωt) (externeE velden zijn afgeschermd) volgt, met de definitiesα = ωp/ω enβ = Ω/ω
enω2

p = ω2
pi + ω2

pe:

~J = ~~σ ~E ,met ~~σ = iε0ω
∑

s

α2
s


1

1− β2
s

−iβs

1− β2
s

0

iβs

1− β2
s

1
1− β2

s

0

0 0 1


waarin gesommeerd wordt over deeltjessoorts. De dïelektrische tensorE , waarvoor geldt:

~k · (~~E · ~E) = 0

wordt gegeven door~~E = ~~I − ~~σ/iε0ω.

Met de definitiesS = 1−
∑

s

α2
s

1− β2
s

, D =
∑

s

α2
sβs

1− β2
s

, P = 1−
∑

s

α2
s

volgt:

~~E =

 S −iD 0
iD S 0
0 0 P


De eigenwaarden van deze hermitische matrix zijnR = S + D, L = S − D, λ3 = P , bij eigenvectoren
~er = 1

2

√
2(1, i, 0), ~el = 1

2

√
2(1,−i, 0) en~e3 = (0, 0, 1). ~er heeft te maken met een rechtsdraaiend veld

waarvooriEx/Ey = 1 en~el met een linksdraaiend veld waarvooriEx/Ey = −1. Wanneerθ de hoek is die~k
maakt met~B vindt men:

tan2(θ) =
P (n2 −R)(n2 − L)

S(n2 −RL/S)(n2 − P )

metn de brekingsindex. Hieruit volgen de oplossingen:

A. θ = 0: voortplanting in de z-richting.

1. P = 0: Ex = Ey = 0. Dit beschrijft een longitudinale lineair gepolariseerde golf.

2. n2 = L: een linksdraaiende, circulair gepolariseerde golf.

3. n2 = R: een rechtsdraaiende, circulair gepolariseerde golf.

B. θ = π/2: voortplanting ⊥ het B-veld.

1. n2 = P : de gewone mode:Ex = Ey = 0. Dit is een transversale lineair gepolariseerde golf.

2. n2 = RL/S: de buitengewone mode:iEx/Ey = −D/S, een elliptisch gepolariseerde golf.

Resonantiefrequentieszijn frequenties waarbijn2 → ∞, dusvf = 0. Hiervoor geldt:tan(θ) = −P/S. Voor
R → ∞ geeft dit de elektronencyclotronresonantiefrequentieω = Ωe, voorL → ∞ de ionencyclotronreso-
nantiefrequentieω = Ωi en voorS = 0 geldt voor de buitengewone mode:

α2

(
1− mi

me

Ω2
i

ω2

)
=
(

1− m2
i

m2
e

Ω2
i

ω2

)(
1− Ω2

i

ω2

)
Afsnijfrequentieszijn frequenties waarbijn2 = 0, dusvf →∞. Hiervoor geldt:P = 0 óf R = 0 óf L = 0.

Voor het gevalβ2 � 1 vindt men Alfvén golven die zich‖ aan de veldlijnen voortplanten. Met de Alfvén
snelheid

vA =
ΩeΩi

ω2
pe + ω2

pi

c2

volgt: n =
√

1 + c/vA, en voorvA � c: ω = kvA.



Chapter 12

Vaste stoffysica

12.1 Kristalstructuur

Een rooster is gedefinieerd door de 3 translatievectoren~ai, zo dat de atomaire samenstelling er in elke richting
hetzelfde uitziet vanuit elk punt~r en~r′ = ~r + ~T , waarbij ~T een translatievector is die gegeven wordt door:
~T = u1~a1 + u2~a2 + u3~a3 metui ∈ IN . Een rooster kan helemaal opgebouwd worden uit primitieve cellen.
Men kan als primitieve cel een parallellepipedum vormen, met volume

Vcel = |~a1 · (~a2 × ~a3)|

Omdat een rooster een periodieke structuur heeft, hebben de fysische eigenschappen die met dat rooster samen-
hangen deze periodiciteit ook. (Randeffecten worden verwaarloosd):

ne(~r + ~T ) = ne(~r )

Deze periodiciteit leent zich voor Fourieranalyse:n(~r ) wordt ontwikkeld als:

n(~r ) =
∑
G

nG exp(i ~G · ~r )

met

nG =
1
Vcel

∫∫
cel

∫
n(~r ) exp(−i ~G · ~r )dV

~G is dereciproke roostervector. Wanneer~G geschreven wordt als:~G = v1~b1 +v2~b2 +v3~b3 metvi ∈ IN , volgt
voor de vectoren~bi, cyclisch:

~bi = 2π
~ai+1 × ~ai+2

~ai · (~ai+1 × ~ai+2)

De set van~G-vectoren bepaalt de R̈ontgendiffracties: een maximum in de terugekaatste straling treedt op als:
∆~k = ~G met∆~k = ~k − ~k′. Dus:2~k · ~G = G2. Hieruit volgt voor parallelle roostervlakken (Bragg reflectie)
dat voor de maxima geldt:2d sin(θ) = nλ.

De Brillouin zone is gedefinieerd als een Wigner-Seitz cel in het reciproke rooster.

12.2 Bindingen

Er worden 4 soorten bindingen onderscheiden:

1. Van der Waals bindingen

2. Ionbindingen

3. Covalente of homopolaire bindingen

4. Metaalbindingen.

Bij de ionbinding van NaCl berekent men de energie per molecuuleenheid via:
E = cohesieenergie(NaCl) – ionisatieenergie(Na) + elektronenaffiniteit(Cl)

Bij de covalente binding is de wisselwerking afhankelijk van de relatieve spinorientaties van de bindingse-
lektronen: De potentiële energie voor 2 gelijkgerichte spins is hoger dan de potentiële energie voor 2 niet
gelijkgerichte spins. Verder vertoont de potentiële energie bij 2 gelijkgerichte spins soms geen minimum.
Binding is dan dus niet mogelijk.

62
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12.3 Roostertrillingen

12.3.1 Rooster met́eén soort atomen

Bij deze beschouwing van roostertrillingen wordt uitgegaan van de benadering dat een atoom alleen met zijn
naaste buren wisselwerking heeft. De kracht op atooms met massaM is dan te schrijven als:

Fs = M
d2us

dt2
= C(us+1 − us) + C(us−1 − us)

Uitgaande van oplossingen met alle dezelfde tijdafhankelijkheidexp(−iωt) geeft dit:

−Mω2us = C(us+1 + us−1 − 2us)

Vervolgens wordt gepostuleerd:us±1 = u exp(isKa) exp(±iKa).

Dit geeft:us = exp(iKsa). Invullen van de laatste twee relaties in de eerste levert een lineair stelsel vergeli-
jkingen op, waarvan de determinant 0 gesteld wordt. Dit resulteert in:

ω2 =
4C
M

sin2( 1
2
Ka)

Alleen roostertrillingen met een golflengte die in de eerste Brillouin Zone past hebben een fysische betekenis.
Dit betekent dat−π < Ka ≤ π.

De groepssnelheid van deze roostertrillingen wordt gegeven door:

vg =
dω

dK
=

√
Ca2

M
cos( 1

2
Ka) .

en is dus 0 op de rand van een Brillouin Zone. De golf is hier staand.

12.3.2 Rooster met twee soorten atomen

Nu zijn de oplossingen:

ω2 = C

(
1
M1

+
1
M2

)
± C

√(
1
M1

+
1
M2

)2

− 4 sin2(Ka)
M1M2

Bij elke waarde vanK horen nu tweeω-waarden, zoals te zien
is in de grafiek. De bovenste tak heet de optische, de onderste de
akoustische. Bij de optische mode trillen beide soorten ionen in
tegenfase, bij de akoustische in fase. Hierdoor hebben de optis-
che trillingen een veel groter geı̈nduceerd dipoolmoment, en dus
ook een sterkere emissie en absorptie van straling. Bovendien
heeft elke mode nog 3 polarisatierichtingen, een longitudinale
en twee transversale.

-

6

0
K

ω

π/a

√
2C
M2√
2C
M1

12.3.3 Fononen

De quantummechanische aanslag van een roostertrilling met een energieh̄ω heet eenfonon. Fononen kan
men als quasiedeeltjes beschouwen: ze gedragen zich bij botsingen als deeltjes met impulsh̄K. Men kan ze
een impuls toekennen, maar hun totale impuls blijkt 0 te zijn. Hun impuls hoeft bij onderlinge botsingen niet
behouden te zijn: Normaal proces:K1 +K2 = K3, Umklapp proces:K1 +K2 = K3 +G. Omdat fononen
geen spin hebben gedragen ze zich als bosonen.
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12.3.4 Soortelijke warmte

De totale energie van de roostertrillingen kan men berekenen door elke mode met de bijbehorende energie te
vermenigvuldigen en te sommeren over alle modesK en polarisatiesP :

U =
∑
K

∑
P

h̄ω 〈nk,p〉 =
∑

λ

∫
Dλ(ω)

h̄ω

exp(h̄ω/kT )− 1
dω

bij een gegeven polarisatieλ. De soortelijke warmte is dan:

Crooster =
∂U

∂T
= k

∑
λ

∫
D(ω)

(h̄ω/kT )2 exp(h̄ω/kT )
(exp(h̄ω/kT )− 1)2

dω

In 1 dimensie wordt de dispersierelatie gegeven door:

D(ω)dω =
L

π

dK

dω
dω =

L

π

dω

vg

In drie dimensies worden de periodieke randvoorwaarden toegepast op een kubus metN3 primitieve cellen en
volumeL3: exp(i(Kxx+Kyy +Kzz)) ≡ exp(i(Kx(x+ L) +Ky(y + L) +Kz(z + L))).

Omdatexp(2πi) = 1 kan dit alleen als:

Kx,Ky,Kz = 0; ± 2π
L

; ± 4π
L

; ± 6π
L

; ...± 2Nπ
L

Er is duséén toegestane waarde van~K per volume(2π/L)3 in deK-ruimte, ofwel:(
L

2π

)3

=
V

8π3

toegestane~K-waarden per eenheidsvolume in de~K-ruimte, voor elke polarisatie en elke tak. Het totale aantal
toestanden met een golfvector< K is:

N =
(
L

2π

)3 4πK3

3
voor elke polarisatierichting. De toestandsdichtheid voor elke polarisatierichting is volgens Einstein:

D(ω) =
dN

dω
=
(
V K2

2π2

)
dK

dω
=

V

8π3

∫∫
dAω

vg

Het Debye modelvoor de soortelijke warmte is een lage-temperatuur benadering die tot≈ 50K goed opgaat.
Men beschouwt hier alleen de akoustische fononen (3 polarisatierichtingen), en neemt aan datv = ωK,
onafhankelijk van de polarisatierichting. Hieruit volgt:D(ω) = V ω2/2π2v3, waarinv de geluidssnelheid is.
Dit geeft:

U = 3
∫
D(ω) 〈n〉 h̄ωdω =

ωD∫
0

V ω2

2π2v3

h̄ω

exp(h̄ω/kT )− 1
dω =

3V k2T 4

2π2v3h̄3

xD∫
0

x3dx

ex − 1
.

Hierin isxD = h̄ωD/kT = θD/T . θD is deDebye temperatuuren wordt gegeven door:

θD =
h̄v

k

(
6π2N

V

)1/3

waarinN het aantal primitieve cellen is. Hieruit volgt, omdatxD →∞ voorT → 0:

U = 9NkT
(
T

θD

)3
∞∫
0

x3dx

ex − 1
=

3π4NkT 4

5θD
∼ T 4 en CV =

12π4NkT 3

5θ3D
∼ T 3

In het Einstein model van de soortelijke warmte kijkt men juist naar fononen bijéén frequentie, een benadering
voor de optische fononen.
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12.4 Magnetisch veld in een vaste stof

De volgende grafiek geeft de magnetisatie versus veldsterkte voor verschillende typen magnetisme:

diamagnetisme

ferro

paramagnetisme
χm =

∂M

∂H

M
Mverz

0 H-

6

hhhhhhhhhhhh

12.4.1 Diamagnetisme

Quantummechanisch gezien wordt diamagnetisme veroorzaakt door de Larmorprecessie van de elektronspin.
Uitgaande van een cirkelvormige elektronenbaan om een atoom met twee elektronen, werkt er een Coulom-
bkrachtFc en een magnetische kracht op ieder elektron. Als het magnetisch deel van de kracht niet sterk
genoeg is om de baan significant te vervormen geldt:

ω2 =
Fc(r)
mr

± eB

m
ω = ω2

0 ±
eB

m
(ω0 + δ)⇒ ω =

√(
ω0 ±

eB

2m

)2

+ · · · ≈ ω0 ±
eB

2m
= ω0 ± ωL

Hierin is ωL de Larmorfrequentie. Één elektron wordt versneld, het andere vertraagd. Er gaat een netto
kringstroom lopen, die het atoom een magnetisch moment~µ geeft. Deze kringstroom wordt gegeven door:
I = −ZeωL/2π, en〈µ〉 = IA = Iπ

〈
ρ2
〉

= 2
3Iπ

〈
r2
〉
. AlsN het aantal atomen is dat in het kristal voorkomt

volgt voor de susceptibiliteit, met~M = ~µN :

χ =
µ0M

B
= −µ0NZe

2

6m
〈
r2
〉

12.4.2 Paramagnetisme

Uitgaande van de opsplitsing van energieniveaus onder een zwak veld:∆Um − ~µ · ~B = mJgµBB, en van
een verdelingsfunctiefm ∼ exp(−∆Um/kT ), vindt men voor het gemiddelde magnetische moment〈µ〉 =∑
fmµ/

∑
fm. Na linearisatie, en omdat

∑
mJ = 0,

∑
J = 2J + 1 en

∑
m2

J = 2
3J(J + 1)(J + 1

2 ) kan
men schrijven:

χp =
µ0M

B
=
µ0N 〈µ〉

B
=
µ0J(J + 1)g2µ2

BN

3kT
Hiermee is dewet van Curie, χp ∼ 1/T afgeleid.

12.4.3 Ferromagnetisme

Een ferromagneet vertoont boven de kritische temperatuurTc paramagnetisch gedrag. Om het ferromag-
netisme te beschrijven wordt een veldBE evenredig aanM gepostuleerd:~BE = λµ0

~M . De behandeling is
nu verder analoog aan het paramagnetisme:

µ0M = χp(Ba +BE) = χp(Ba + λµ0M) = µ0

(
1− λC

T

)
M

Hieruit volgt voor een ferromagneet:χF =
µ0M

Ba
=

C

T − Tc
de wet vanWeiss-Curie.

WanneerBE op deze manier wordt geschat, geeft dit waarden rond de 1000 T. Dit is een onrealistische waarde,
en suggereert dat er iets anders aan de hand is. Een quantummechanische behandeling (Heisenberg) postuleert
een wisselwerking tussen 2 naburige atomen:U = −2J ~Si · ~Sj ≡ −~µ · ~BE . J is hier een overlappingsintegraal
die gegeven wordt door:J = 3kTc/2zS(S+1), metz het aantal buren. Er zijn nu 2 gevallen te onderscheiden:



66 Fysisch Formularium door ir. J.C.A. Wevers

1. J > 0: Si enSj gaan parallel staan: de stof is een ferromagneet.

2. J < 0: Si enSj gaan antiparallel staan: de stof is een antiferromagneet.

De theorie van Heisenberg voorspelt het bestaan van spingolven: magnonen. Uitgaande van een model waarin
alleen de naaste buren wisselwerking met elkaar vertonen kan men schrijven:

U = −2J ~Sp · (~Sp−1 + ~Sp+1) ≈ ~µp · ~Bp met ~Bp =
−2J
gµB

(~Sp−1 + ~Sp+1)

Nu is de bewegingsvergelijking voor de magnonen:
d~S

dt
=

2J
h̄
~Sp × (~Sp−1 + ~Sp+1)

De oplossing gaat nu analoog aan de behandeling van fononen: postuleer lopende golven van het type~Sp =
~u exp(i(pka− ωt)). Dit geeft een lineair stelsel vergelijkingen met oplossing:

h̄ω = 4JS(1− cos(ka))

12.5 Het vrije-elektronen Fermi gas

12.5.1 Soortelijke warmte

De periodieke oplossing met periodeL van de Schr̈odingervergelijking in 1 dimensie is:ψn(x) = A sin(2πx/λn)
metnλn = 2L. Hieruit volgt

E =
h̄2

2m

(nπ
L

)2

In een lineair rooster zijn alleen de quantumgetallenn enms van belang. HetFermi niveauis het bovenste
gevulde niveau in de grondtoestand, met als energie deFermi-energieEF. Als nF het quantumgetal van het
Fermi niveau is, kan men hiervoor schrijven:2nF = N dusEF = h̄2π2N2/8mL. In drie dimensies geldt:

kF =
(

3π2N

V

)1/3

en EF =
h̄2

2m

(
3π2N

V

)2/3

Hieruit volgt voor het aantal toestanden met energie≤ E: N =
V

3π2

(
2mE
h̄2

)3/2

.

en voor de toestandsdichtheid:D(E) =
dN

dE
=

V

2π2

(
2m
h̄2

)3/2√
E =

3N
2E

.

De warmtecapaciteit van het elektronengas is ongeveer 0,01 maal de klassiek verwachte waarde van3
2Nk. Dit

komt door het Pauli principe en de Fermi-Dirac verdeling: alleen de elektronen in een afstand rondkT van het
Fermi niveau zijn thermisch geexciteerd. Er is dan een fractie≈ T/TF thermisch aangeslagen. Dit geeft voor
de inwendige energie:

U ≈ NkT T

TF
en C =

∂U

∂T
≈ Nk T

TF

Een nauwkeuriger analyse geeft:Celektronen = 1
2π

2NkT/TF ∼ T . Samen met deT 3 afhankelijkheid van de
soortelijke warmte van de fononen is de totale soortelijke warmte van metalen:C = γT +AT 3.

12.5.2 Elektrische geleiding

De bewegingsvergelijking van de ladingsdragers is:~F = md~v/dt = h̄d~k/dt. De variatie van~k wordt gegeven
doorδ~k = ~k(t)−~k(0) = −e ~Et/h̄. Als de karakteristieke tijd dat de elektronen botsen gelijk is aanτ blijft δ~k
stabiel alst = τ . Dan geldt:〈~v 〉 = µ~E, metµ = eτ/m debeweeglijkheidvan de elektronen.

De stroom in een geleider wordt gegeven door:~J = nq~v = σ ~E = ~E/ρ = neµ~E. Omdat voor de botsingstijd
geldt: 1/τ = 1/τL + 1/τi, waarinτL de botsingstijd aan het zuivere rooster is enτi de botsingstijd aan de
onzuiverheden, geldt voor de soortelijke weerstandρ = ρL + ρi, met lim

T→0
ρL = 0.
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12.5.3 Het Hall-effect

Als er een magnetisch veld aangelegd wordt⊥ op de stroomrichting zullen de ladingsdragers opzij geduwd
worden door de Lorentzkracht. Dit geeft een elektrisch veld⊥ de stroomrichting. Als~J = J~ex en ~B = B~ez

dan isEy/Ex = µB. De Hallconstante wordt gedefinieërd als:RH = Ey/JxB, RH = −1/ne alsJx =
neµEx. De Hallspanning wordt gegeven door:VH = Bvb = IB/neh waarinb de breedte van het materiaal
is enh de hoogte.

12.5.4 Thermische geleiding

Uit κ = 1
3C 〈v〉 `, met` = vF τ de vrije weglengte van de elektronen, volgt:κelektronen = π2nk2Tτ/3m.

Hieruit volgt deWiedemann-Franzverhouding:κ/σ = 1
3 (πk/e)2T .

12.6 Energiebanden

In de tight-binding benadering Stelt menψ = eiknaφ(x − na). Hieruit volgt voor de energie:〈E〉 =
〈ψ|H|ψ〉 = Eat − α − 2β cos(ka). Dit geeft dus een cosinus gesuperponeerd op de atomaire energie, die
vaak te benaderen is met een harmonische oscillator. Als men aanneemt dat het elektron bijna vrij is kan men
stellen:ψ = exp(i~k · ~r ). Dit is een lopende golf. Deze is te ontbinden in twee staande golven:

ψ(+) = exp(iπx/a) + exp(−iπx/a) = 2 cos(πx/a)
ψ(−) = exp(iπx/a)− exp(−iπx/a) = 2i sin(πx/a)

De waarschijnlijkheidsdichtheid|ψ(+)|2 is hoog bij de atomen van het rooster en laag daar tussenin. De
waarschijnlijkheidsdichtheid|ψ(−)|2 is juist laag op de atomen en hoog daar tussenin. De energie vanψ(+)
is dus ook lager dan de energie vanψ)(−). StelU(x) = U cos(2πx/a), dan volgt voor de bandafstand:

Egap =

1∫
0

U(x)
[
|ψ(+)|2 − |ψ(−)|2

]
dx = U

12.7 Halfgeleiders

De bandstructuren en overgangen hiertussen van directe en indirecte halfgeleiders zijn aangegeven in de on-
derstaande figuren. Hierbij is aangenomen dat de impuls van het invallende foton te verwaarlozen is. Bij een
indirecte halfgeleider is een overgang tussen de valentie-en geleidingsband ook al mogelijk als de energie van
het invallend foton kleiner is dan de bandafstand: er wordt dan tevens een fonon opgenomen.

Directe bandovergang

6

6

��
����

��
E geleidings

band

ωg

◦

•

Indirecte bandovergang

6

6��
����

E

◦

•�
/\
\/

ωΩ

Dit verschil is ook te zien in de absorptiespectra:
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Directe halfgeleider
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absorptie
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Indirecte halfgeleider
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Indirecte halfgeleiders, zoals Si en Ge, kunnen dus geen licht uitzenden, zodat ze ongeschikt zijn voor de
fabricage van lasers. Bij de absorptie van licht geldt:~kh = −~ke, Eh(~kh) = −Ee(~ke), ~vh = ~ve enmh = −m∗

e

als de geleidingsband en de valentieband gelijkvormig zijn.

In plaats van de normale massa van het elektron moet men in een rooster deeffectieve massagebruiken. Deze
is gedefinieerd als:

m∗ =
F

a
=

dp/dt

dvg/dt
= h̄

dK

dvg
= h̄2

(
d2E

dk2

)−1

metE = h̄ω envg = dω/dk enp = h̄k.

Met de verdelingsfunctiefe(E) ≈ exp((µ−E)/kT ) voor de elektronen enfh(E) = 1−fe(E) voor de gaten
wordt de toestandsdichtheid gegeven door:

D(E) =
1

2π2

(
2m∗

h̄2

)3/2√
E − Ec

metEc de energie aan de rand van de geleidingsband. Hieruit volgt voor de concentraties gatenp en elektronen
n:

n =

∞∫
Ec

De(E)fe(E)dE = 2
(
m∗kT

2πh̄2

)3/2

exp
(
µ− Ec

kT

)

Voor het productnp volgt nu:np = 4
(
kT

2πh̄2

)3√
m∗

emh exp
(
−Eg

kT

)
In een intrinsieke (niet verontreinigde) halfgeleider geldt:ni = pi, in eenn − type geldt: n > p en in een
p− type geldt:n < p.

Een exciton is een gebonden elektron-gat paar, die om elkaar draaien als in positronium. Omdat de energie van
een exciton lager is dan die van een vrij elektron en een vrij gat, is de aanslagenergie van een elektron uit de
valentieband tot een exciton kleiner dan de bandafstand. Dit veroorzaakt een piek in de absorptiekarakteristiek
net v́oórEg.

12.8 Supergeleiders

12.8.1 Beschrijving

Een supergeleider wordt gekenmerkt door het 0 worden van de elektrische weerstand als bepaalde grootheden
kleiner zijn dan een zekere kritische waarde:T < Tc, I < Ic enH < Hc. Door hetBCS-modelwordt voor de
sprongtemperatuurTc voorspeld:

Tc = 1, 14ΘD exp
(

−1
UD(EF)

)
Terwijl men uit experimenten voorHc bij benadering vindt:

Hc(T ) ≈ Hc(Tc)
(

1− T 2

T 2
c

)
.
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Binnen een supergeleider is het magnetisch veld 0: hetMeissner effect.

Er zijn type I en type II supergeleiders. Omdat het Meissner effect impliceert dat een supergeleider een perfecte
diamagneet is moet in de supergeleidende toestand gelden:~H = µ0

~M . Bij een type I supergeleider geldt dit
inderdaad, bij een type II supergeleider geldt dit slechts tot een waardeHc1, daarna bevindt de supergeleider
zich in eenvortex toestandtot een waardeHc2, die wel 100 maal zo groot kan zijn alsHc1. Als het magnetisch
veld nog groter wordt danHc2 gedraagt de supergeleider zich als een normale geleider: zie de onderstaande
figuren.

Type I
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De overgang naar een supergeleidende toestand is thermodynamisch een fase-overgang van de tweede orde.
Dit betekend dat er in hetT − S diagram een knik zit en in hetCX − T diagram een sprong.

12.8.2 Het Josephson effect

Bij het Josephson effect beschouwt men twee supergeleiders, gescheiden door een isolator. In de ene su-
pergeleider is de elektronengolffunctieψ1, in de andereψ2. De Schr̈odingervergelijkingen in beide supergelei-
ders wordt identiek gesteld:

ih̄
∂ψ1

∂t
= h̄Tψ2 , ih̄

∂ψ2

∂t
= h̄Tψ1

h̄T is het effect van de koppeling van de elektronen, of de transferwisselwerking door de isolator. De elektro-
nengolffuncties worden geschreven alsψ1 =

√
n1 exp(iθ1) enψ2 =

√
n2 exp(iθ2). Omdat een Cooperpaar

uit tweeelektronen bestaat, geldtψ ∼
√
n. Hieruit volgt, alsn1 ≈ n2:

∂θ1
∂t

=
∂θ2
∂t

en
∂n2

∂t
= −∂n1

∂t

De stroomdichtheid door de isolator wordt nu gegeven doorJ = J0 sin(θ2− θ1) = J0 sin(δ), waarinJ0 ∼ T .
Het Josephsoneffect geeft dus een stroomdichtheid die van het faseverschil afhankelijk is. Wanneer men een
AC-spanning over de junctie zet worden de Schrödingervergelijkingen:

ih̄
∂ψ1

∂t
= h̄Tψ2 − eV ψ1 en ih̄

∂ψ2

∂t
= h̄Tψ1 + eV ψ2

Dit geeft:J = J0 sin
(
θ2 − θ1 −

2eV t
h̄

)
.

Er is nu dus een oscillatie metω = 2eV/h̄.

12.8.3 Fluxquantisatie in een supergeleidende ring

Voor de stroomdichtheid geldt in het algemeen:~J = qψ∗~vψ =
nq

m
[h̄~∇θ − q ~A ]

Uit het Meissnereffect:~B = 0 en ~J = 0 volgt: h̄~∇θ = q ~A⇒
∮
~∇θdl = θ2 − θ1 = 2πs mets ∈ IN . Omdat:∮

~Adl =
∫∫

(rot~A,~n )dσ =
∫∫

( ~B,~n )dσ = Ψ volgt: Ψ = 2πh̄s/q. De grootte van een fluxquantum volgt
doors = 1 te stellen:Ψ = 2πh̄/e = 2, 0678 · 10−15 Tm2.
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12.8.4 Macroscopische quantuminterferentie

Uit θ2 − θ1 = 2eΨ/h̄ volgt voor twee parallelle juncties:δb − δa =
2eΨ
h̄

, dus

J = Ja + Jb = 2J0 sin
(
δ0 cos

(
eΨ
h̄

))
Dit geeft maxima alseΨ/h̄ = sπ.

12.8.5 De London vergelijking

Men postuleert dat de stroomsterkte in een supergeleider evenredig is met de vectorpotentiaal~A:

~J =
− ~A
µ0λ2

L

of rot ~J =
− ~B
µ0λ2

L

waarinλL =
√
ε0mc2/nq2. Hieruit volgt:∇2 ~B = ~B/λ2

L.

Het Meissner effect volgt uit de oplossing van deze vergelijking:~B(x) = B0 exp(−x/λL). Magnetische
velden in een supergeleider vallen exponentieel af.

12.8.6 Het BCS-model

Het BCS-model slaagt erin om supergeleiding bij metalen te verklaren. (Een verklaring voor hoge-Tc su-
pergeleiders bestaat nog niet).
Men gaat uit van een nieuwe grondtoestand, waarin de elektronen zich als onafhankelijke fermionen gedra-
gen. Vanwege de wisselwerking met het kristalrooster hebben deze pseudo-deeltjes een kleine onderlinge
aantrekking. Dit leidt tot een grondtoestand waarin elektronen met een tegengestelde spin combineren tot een
Cooper-paar. Van deze grondtoestand is aan te tonen dat ze perfect diamagnetisch is.

Het oneindige geleidingsvermogen is wat moeilijker te verklaren, omdat een ring met een persisterende stroom
geen echte evenwichtstoestand is: een toestand met stroom 0 heeft een lagere energie. De reden waarom er
geen overgangen zijn naar deze toestand is de fluxquantisatie. Het bestaan van dit fluxquantum houdt verband
met het bestaan van een macroscopisch coherente veel-deeltjes golffunctie. Een fluxquantum komt overeen met
ongeveer104 elektronen. Als de flux met́eén fluxquantum wil veranderen, dan moet er dusóf een gelijktijdige
overgang van vele elektronen plaatshebben, wat zeer onwaarschijnlijk is,óf door tussentoestanden heengaan,
waarin de flux niet gequantiseerd is, en die dus een hogere energie hebben, ook dit is onwaarschijnlijk.

Tenslotte nog enkele nuttige wiskundige relaties:

∞∫
0

xdx

eax + 1
=

π2

12a2
,

∞∫
−∞

x2dx

(ex + 1)2
=
π2

3
,

∞∫
0

x3dx

ex + 1
=
π4

15

En, onder de aanname dat
∞∑

n=0

(−1)n = 1
2 volgt:

∞∫
0

sin(px)dx =

∞∫
0

cos(px)dx =
1
p

.



Chapter 13

Groepentheorie

13.1 Het begrip groep

13.1.1 Definitie van een groep

G is een groep voor de operatie• als:

1. ∀A,B∈G ⇒ A •B ∈ G: G is gesloten.

2. ∀A,B,C∈G ⇒ (A •B) • C = A • (B • C): G is associatief.

3. ∃E∈G z.d.d.∀A∈GA • E = E •A = A: G bevat eeneenheidselement.

4. ∀A∈G∃A−1∈G z.d.d.A •A−1 = E: Elk element uitG heeft eeninverse.

Als er tevens geldt:
5. ∀A,B∈G ⇒ A •B = B •A is de groepAbelsof commutatief.

13.1.2 Het herordeningstheorema

In een vermenigvuldigingstabel komt elk element maaréén maal voor in elke rij en kolom. WantEAi =
A−1

k (AkAi) = Ai, dus elkeAi komt voor. Omdat er bijh groepselementen maarh plaatsen zijn in elke rij en
kolom, komt elk element maaréén maal voor.

13.1.3 Geconjugeerde elementen, subgroepen en klassen

B is geconjugeerdaanA als ∃X∈G z.d.d. B = XAX−1. Dan isA ook geconjugeerd aanB: B =
(X−1)A(X−1)−1.
Als B enC geconjugeerd zijn aanA isB ook geconjugeerd aanC.

Eensubgroepis een deelverzameling vanG die, bij dezelfde operatie, ook een groep is.

Een verzameling van zoveel mogelijk geconjugeerde elementen is eenklasse. De gehele groep is op te delen
in klassen. Enkele stellingen:

• De doorsnede van twee klassen is leeg.

• E is een klasse op zichelf: voor elk ander element in deze klasse zou gelden:
A = XEX−1 = E.

• E is de enige klasse die ook een subgroep is, want alle andere klassen hebben geen eenheidselement.

• In een Abelse groep is elk element een klasse op zichzelf.

De fysische interpretatie van klassen: groepselementen zijn meestal symmetrieoperaties die een symmetrisch
object met zichzelf in dekking brengen. Elementen uit een klasse zijn dan hetzelfde soort operaties. Omge-
keerd geldt dit niet.

71
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13.1.4 Isomorfie en homomorfie; representaties

Twee groepen zijnisomorfals ze dezelfde vermenigvuldigingstabel hebben. De afbeelding van de groepG1

opG2, z.d.d. de vermenigvuldigingstabellen gehandhaafd blijven, is een homomorfe afbeelding. Deze is niet
noodzakelijk isomorf.

Een representatieis een homomorfe afbeelding van een groep op een groep van vierkante matrices, met de
gewone matrixvermenigvuldiging als combinerende operatie. Het symbool hiervoor isΓ. Er geldt:

Γ(E) = II , Γ(AB) = Γ(A)Γ(B) , Γ(A−1) = [Γ(A)]−1

In principe zijn er bij elke groep drie mogelijkheden voor een representatie:

1. Eengetrouwerepresentatie: alle matrices zijn verschillend.

2. De representatieA→ det(Γ(A)).

3. De identieke representatie:A→ 1.

Eenequivalente representatiewordt verkregen door een unitaire basistransformatie (gelijkvormigheidstrans-
formatie):Γ′(A) = S−1Γ(A)S.

13.1.5 Reducibele en irreducibele representaties

Als men viadezelfdebasistransformatie alle matrices van een representatieΓ in dezelfde blokvorm kan bren-
gen, is de representatiereducibel:

Γ(A) =
(

Γ(1)(A) 0
0 Γ(2)(A)

)

Dit wordt geschreven als:Γ = Γ(1) ⊕ Γ(2). Als dit niet kan heet de representatieirreducibel.

Het aantal irreducibele representaties is gelijk aan het aantal klassen.

13.2 Het orthogonaliteitstheorema

13.2.1 Het lemma van Schur

Lemma Elke matrix die commuteert met alle matrices van een irreducibele representatie is een constante×II,
waarinII de eenheidsmatrix is. Omgekeerd geldt dit (uiteraard) ook.

Lemma Indien er een matrixM bestaat, z.d.d. voor twee irreducibele representaties van groepG, γ(1)(Ai) en
γ(2)(Ai), geldt:Mγ(1)(Ai) = γ(2)(Ai)M , zijn de representaties equivalent, ofM = 0.

13.2.2 Het orthogonaliteitstheorema

Voor een verzameling van inequivalente, irreducibele, unitaire representaties geldt, alsh het aantal elementen
in de groep is, eǹi de dimensie van deie¯ representatie:

∑
R∈G

Γ(i)∗
µν (R)Γ(j)

αβ(R) =
h

`i
δijδµαδνβ
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13.2.3 Karakter

Het karakter van een representatie wordt gegeven door het spoor van de matrix, en is dus invariant onder

basistransformaties:χ(j)(R) = Tr(Γ(j)(R))

Tevens geldt, metNk het aantal elementen in een klasse:
∑

k

χ(i)∗(Ck)χ(j)(Ck)Nk = hδij

Stelling:
n∑

i=1

`2i = h

13.3 De relatie met de quantummechanica

13.3.1 Representaties, energieniveaus en ontaarding

Beschouw een verzameling symmetrietransformaties~x ′ = R~x, die de HamiltoniaanH invariant laten. Deze
transformaties vormen een groep. Een isomorfe operatie op de golffunctie wordt gegeven door:PRψ(~x ) =
ψ(R−1~x ). Dit wordt beschouwd als eenactieve draaïıng. Deze operatoren commuteren metH: PRH =
HPR, en laten het volume element ongewijzigd:d(R~x ) = d~x.

PR is de symmetriegroep van het fysische systeem. Deze veroorzaakt ontaarding: alsψn een oplossing is van
Hψn = Enψn, geldt ook:H(PRψn) = En(PRψn). Een eventuele ontaarding die niet op symmetrie terug te
voeren is heettoevallige ontaarding.

Stel dat er sprake is van een`n-voudige ontaarding bijEn: kies dan een orthonormale setψ
(n)
ν , ν = 1, 2, . . . , `n.

De functiePRψ
(n)
ν ligt in dezelfde deelruimte:PRψ

(n)
ν =

`n∑
κ=1

ψ(n)
κ Γ(n)

κν (R)

waarinΓ(n) eenirreducibele, unitairerepresentatie is van de symmetriegroepG van het systeem. Elken komt
overeen met een ander energieniveau. In de praktijk kan men van de symmetriegroep van een systeem in
abstracto irreducibele representaties afleiden, en kan men de energieniveaus zo een quantumgetal toekennen.
Door een vaste keuze voorΓ(n)(R) liggen de basisfunctiesψ(n)

ν vast. Zo kan men ook een quantumgetal
toekennen aan een afzonderlijke basisfunctie.

Deeltje in een periodieke potentiaal:De symmetrie operatie is een cyclische groep: noem de operator die de
translatie oveŕeén eenheid beschrijftA. Dan:G = {A,A2, A3, . . . , Ah = E}.
De groep is Abels, dus alle irreducibele representaties zijn 1-dimensionaal. Voor0 ≤ p ≤ h− 1 volgt:

Γ(p)(An) = e2πipn/h

Wanneer men definieert:k = −2πp
ah

(
mod

2π
a

)
, zodat:PAψp(x) = ψp(x− a) = e2πip/hψp(x), geeft dit het

theorema van Bloch: ψk(x) = uk(x)eikx, metuk(x± a) = uk(x).

13.3.2 Opheffing van ontaarding door storing

Stel: het ongestoorde systeem heeft HamiltoniaanH0 en symmetriegroepG0. Het gestoorde systeem heeft
H = H0 + V, en symmetriegroepG ⊂ G0. Als Γ(n)(R) een irreducibele representatie is vanG0, is het ook
een representatie vanG, maar niet alle elementen vanΓ(n) die inG0 zaten zitten inG. De representatie is dan
in het algemeenreducibel: Γ(n) = Γ(n1)⊕Γ(n2)⊕ . . .. De ontaarding wordt nu (evt. gedeeltelijk) opgeheven:
zie de onderstaande figuur.

SpectrumH0 SpectrumH

`n

`n3 = dim(Γ(n3))

`n2 = dim(Γ(n2))
`n1 = dim(Γ(n1))

���
��

�����
PPPPP
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Stelling: De verzameling vaǹn ontaarde eigenfunctiesψ(n)
ν met energieEn vormt een basis voor eeǹn-

dimensionale irreducibele representatieΓ(n) van de symmetriegroep.

13.3.3 Het construeren van een basisfunctie

Elke functieF in de toestandsruimte is te ontbinden insymmetrietypes: F =
n∑

j=1

`j∑
κ=1

f (j)
κ

De volgende operator extraheert de verschillende symmetrietypes:(
`j
h

∑
R∈G

Γ(j)∗
κκ (R)PR

)
F = f (j)

κ

Men zegt datf (j)
κ het deel vanF is dat volgens deκe

¯ rij van Γ(j) transformeert.

F is ook uit te drukken in basisfunctiesϕ: F =
∑
ajκ

cajκϕ
(aj)
κ . De functiesf (j)

κ worden in het algemeen niet

door de groepselementen in elkaar omgezet. Dit is wel het geval alscjaκ = cja.

Stelling: Twee golffuncties die transformeren volgens niet-equivalente unitaire representaties of volgens ver-
schillende rijen van een unitaire irreducibele representatie zijn orthogonaal:
〈ϕ(i)

κ |ψ(j)
λ 〉 ∼ δijδκλ, en〈ϕ(i)

κ |ψ(i)
κ 〉 is onafhankelijk vanκ.

13.3.4 Het direct product van representaties

Beschouw een fysisch systeem dat uit twee deelsystemen bestaat. De deelruimteD(i) van systeemi trans-
formeert volgensΓ(i). Basisfunctiesϕ(i)

κ (~xi), 1 ≤ κ ≤ `i. Vorm nu alle`1 × `2 productenϕ(1)
κ (~x1)ϕ

(2)
λ (~x2).

Deze spannen samen de ruimteD(1) ⊗D(2) op.

Deze productfuncties transformeren als volgt:

PR(ϕ(1)
κ (~x1)ϕ

(2)
λ (~x2)) = (PRϕ

(1)
κ (~x1))(PRϕ

(2)
λ (~x2))

De ruimteD(1) ⊗D(2) zal in het algemeen uiteen vallen in een aantal invariante deelruimten:

Γ(1) ⊗ Γ(2) =
∑

i

niΓ(i)

Een nuttig hulpmiddel bij dit reduceren is dat voor de karakters geldt:

χ(1)(R)χ(2)(R) =
∑

i

niχ
(i)(R)

13.3.5 Clebsch-Gordan cöefficiënten

Bij de reductie van de direct-product matrix t.o.v. de basisϕ
(i)
κ ϕ

(j)
λ gaat men over naar een nieuwe basisϕ

(aκ)
µ .

Deze basisfuncties liggen in deelruimtenD(ak). De unitaire basistransformatie wordt gegeven door:

ϕ(ak)
µ =

∑
κλ

ϕ(i)
κ ϕ

(j)
λ (iκjλ|akµ)

en de inverse transformatie door:ϕ(i)
κ ϕ

(j)
λ =

∑
akµ

ϕ(aκ)
µ (akµ|iκjλ)

De Clebsch-Gordan coëfficiënten zijn in essentie inproducten:(iκjλ|akµ) := 〈ϕ(i)
k ϕ

(j)
λ |ϕ

(ak)
µ 〉
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13.3.6 Symmetrische transformaties van operatoren, irreducibele tensoroperatoren

Observabelen (operatoren) transformeren als volgt onder symmetrietransformaties:A′ = PRAP
−1
R . Als een

stel operatorenA(j)
κ met0 ≤ κ ≤ `j onder elkaar transformeren bij de transformaties vanG geldt:

PRA
(j)
κ P−1

R =
∑

ν

A(j)
ν Γ(j)

νκ (R)

Als Γ(j) irreducibel is spreekt men vanirreducibele tensoroperatorenA(j) met componentenA(j)
κ .

Ook een operator is te ontbinden in symmetrietypes:A =
∑
jk

a
(j)
k , met:

a(j)
κ =

(
`j
h

∑
R∈G

Γ(j)∗
κκ (R)

)
(PRAP

−1
R )

Stelling: MatrixelementenHij van operatorH die invariant is onder∀A∈G , zijn 0 tussen toestanden die trans-
formeren volgens niet-equivalente irreducibele unitaire representaties of volgens verschillende rijen van zo’n
representatie. Verder is〈ϕ(i)

κ |H|ψ(i)
κ 〉 onafhankelijk vanκ. VoorH = 1 is dit weer de vorige stelling.

Dit vindt in de quantummechanica toepassing bij destoringsrekeningen variatierekening. Hierbij probeert
menH te diagonaliseren. Oplossingen kan men zoeken binnen elke categorie functiesϕ

(i)
κ met gemeenschap-

pelijke i enκ: H is al diagonaal in categorieën als geheel.
Storingsrekeningkan men uitvoeren binnen elke categorie afzonderlijk. Bij variatierekeningkan men de
probeergolffunctie kiezen binnen een afzonderlijke categorie, omdat de exacte eigenfuncties transformeren
volgens een rij van een irreducibele representatie.

13.3.7 Het Wigner-Eckart theorema

Stelling: Het matrixelement〈ϕ(i)
λ |A

(j)
κ |ψ(k)

µ 〉 kan slechts6= 0 zijn alsΓ(j) ⊗ Γ(k) = . . . ⊕ Γ(i) ⊕ . . .. Als dit
zo is, geldt (alsΓ(i) slechtśeén maal voorkomt, anders sommeren overa):

〈ϕ(i)
λ |A

(j)
κ |ψ(k)

µ 〉 = (iλ|jκkµ)〈ϕ(i)‖A(j)‖ψ(k)〉

Dit theorema kan men toepassen om selectieregels vast te stellen: de kans op een dipoolovergang wordt
gegeven door (~ε is de polarisatierichting van de straling):

PD =
8π2e2f3|r12|2

3h̄ε0c3
met r12 = 〈l2m2|~ε · ~r |l1m1〉

Verder kan men dit gebruiken om intensiteitsverhoudingen te bepalen: als er slechtséén waarde vana is,
verhouden de matrixelementen zich als de Clebsch-Gordan coëfficiënten. Voor meerderea-waarden kunnen
de relaties tussen de intensiteitsverhoudingen vastgesteld worden. Men moet bij dit alles echter wel bedenken
dat de absolute lijnintensiteiten ook van de bezettingsgraad van de desbetreffende niveaus afhangen.

13.4 Continue groepen

Continue groepen zijn groepen meth = ∞. Echter niet alle groepen meth = ∞ zijn continu, de trans-
latiegroep voor een∞-uitgebreide periodieke potentiaal is bv. niet continu, maar heeft welh =∞.

13.4.1 De 3-dimensionale translatiegroep

Voor de translatie van golffuncties over een afstanda geldt:Paψ(x) = ψ(x− a). Taylorontwikkeling rondom
x geeft:

ψ(x− a) = ψ(x)− adψ(x)
dx

+
1
2
a2 d

2ψ(x)
dx2

−+ . . .
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Omdat in de quantummechanica de impulsoperator gegeven wordt doorpx =
h̄

i

∂

∂x
, kan men dit schrijven als:

ψ(x− a) = e−iapx/h̄ψ(x)

13.4.2 De 3-dimensionale rotatiegroep

Deze groep heet SO(3) omdat men een getrouwe representatie kan construeren uit orthogonale3× 3 matrices
met determinant +1.

Bij een infinitesimale rotatie om dex-as geldt:

Pδθx
ψ(x, y, z) ≈ ψ(x, y + zδθx, z − yδθx)

= ψ(x, y, z) +
(
zδθx

∂

∂y
− yδθx

∂

∂z

)
ψ(x, y, z)

=
(

1− iδθxLx

h̄

)
ψ(x, y, z)

Omdat de impulsmomentoperator gegeven wordt door:Lx =
h̄

i

(
z
∂

∂y
− y ∂

∂z

)
In een willekeurige richting geldt dus: Rotaties: Pα,~n = exp(−iα(~n · ~J )/h̄)

Translaties: Pa,~n = exp(−ia(~n · ~p )/h̄)

Jx, Jy enJz heten degeneratorenvan de 3-dim. rotatiegroep,px, py enpz heten de generatoren van de 3-dim.
translatiegroep.

De commutatieregels voor de generatoren volgen uit de vermenigvuldigingseigenschappen van de groep: trans-
laties zijn verwisselbaar↔ pxpy − pypx = 0.
Rotaties zijn i.h.a. niet verwisselbaar: beschouw een rotatie om as~n in hetxz-vlak over een hoekα: dan geldt:
Pα,~n = P−θ,yPα,xPθ,y, dus:

e−iα(~n· ~J )/h̄ = eiθJy/h̄e−iαJx/h̄e−iθJy/h̄

Als α enθ zeer klein zijn, en ontwikkelen tm. de tweede orde, en overeenkomstige termen gelijkstellen, met
~n · ~J = Jx cos θ + Jz sin θ, volgt uit deαθ term:JxJy − JyJx = ih̄Jz.

13.4.3 Eigenschappen van continue groepen

De elementenR(p1, ..., pn) hangen continu af van parametersp1, ..., pn. Voor de translatiegroep zijn dit bv.
anx, any enanz. Men eist dat de groepsvermenigvuldiging en de inverse van elementR continu afhangen
van de parameters vanR.

Hetherordeningstheoremageldt ook voor continue groepen. Het begripklasseis op dezelfde manier gedefinieerd
als bij discrete groepen. Het begriprepresentatiewordt aangepast via de continuı̈teitseis: elke matrixΓ(R)
hangt continu af vanpi(R).

Sommatie over alle groepselementen wordt bij continue groepen vervangen door integratie. Alsf(R) een op
G gedefinieerde functie is, bvΓαβ(R), geldt:∫

G

f(R)dR :=
∫
p1

· · ·
∫
pn

f(R(p1, ..., pn))g(R(p1, ..., pn))dp1 · · · dpn

Hierin isg(R) dedichtheidsfunctie.

Op basis van het herordeningstheorema wordt geeist:
∫
f(R)dR =

∫
f(SR)dR. Dit legt g(R) vast op een

constante na. Definieer nieuwe variabelenp′ door: SR(pi) = R(p′i). Als men schrijftdV := dp1 · · · dpn,
geldt:

g(S) = g(E)
dV

dV ′
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Hierin is
dV

dV ′ deJacobiaan:
dV

dV ′ = det

(
∂pi

∂p′j

)
, eng(E) is constant.

Voor de translatiegroep geldt:g(~a ) = constant= g(~0 ), omdatg(a~n )d~a′ = g(~0 )d~a end~a′ = d~a.

Op deze wijze is een orthogonaliteitstheorema af te leiden:∫
G

Γ(i)∗
µν (R)Γ(j)

αβ(R)dR =
1
`i
δijδµαδνβ

∫
G

dR

en voor de karakters geldt: ∫
G

χ(i)∗(R)χ(j)(R)dR = δij

∫
G

dR

Compactegroepen zijn groepen waar voor het groepsvolume geldt:
∫
G dR <∞.

13.5 De groep SO(3)

Men kan 2 parameters nemen voor de richting van de draaias, en nogéén voor de draaihoekϕ. De parameter-
ruimte is nu een verzameling puntenϕ~n, die in een bol liggen met straalπ. De diametrale punten op deze bol
kan men dan identificeren omdatR~n,π = R~n,−π.

Een andere manier om parameters te definiëren is via deEulerhoeken. Indienα, β enγ de 3 Eulerhoeken zijn,
gedefinieerd als:

1. De bolhoeken van as 3 t.o.v.xyz zijn θ, ϕ := β, α. Nu is er nog een rotatie om as 3 mogelijk:

2. De bolhoeken van dez-as t.o.v. 123 zijnθ, ϕ := β, π − γ.

Dan wordt de rotatie van een quantummechanische toestand beschreven door:

ψ → e−iαJzh̄e−iβJy/h̄e−iγJz/h̄ψ. DusPR = e−iε(~n· ~J )/h̄.

Alle irreducibele representaties van SO(3) zijn te construeren d.m.v. het gedrag van de bolfunctiesYlm(θ, ϕ)
met−l ≤ m ≤ l en bij vastel:

PRYlm(θ, ϕ) =
∑
m′

Ylm′(θ, ϕ)D(l)
mm′(R)

D(l) is een irreducibele representatie van dimensie2l + 1. Het karakter vanD(l) wordt gegeven door:

χ(l)(α) =
l∑

m=−l

eimα = 1 + 2
l∑

k=0

cos(kα) =
sin([l + 1

2 ]α)
sin( 1

2α)

In de gebruikte afleiding isα hierin de rotatiehoek om dez-as. Omdat de klassen van SO(3) bestaan uit rotaties
over dezelfde hoek om een willekeurige as, geldt deze uitdrukking voor alle rotaties over hoekα.

Via het orthogonaliteitstheorema voor de karakters komt men tot de volgende uitdrukking voor de dichtheids-
functie (de normering is z.d.d.g(0) = 1):

g(α) =
sin2( 1

2α)
( 1
2α)2

Nu is ook in te zien dat de gevonden irreducibele representaties van SO(3) de enige zijn: het karakter van een
eventuele andere representatieχ′ zou⊥ de al bekende staan, dusχ′(α) sin2( 1

2α) = 0∀α ⇒ χ′(α) = 0∀α.
Omdatχ′(0) de dimensie van de representatie is, is dit een tegenspraak.

Omdat de spin van een fermion halftallig is, spannen de toestandenψsms mets = 1
2 enms = ± 1

2 een 2-dim.
ruimte op die invariant is onder rotaties. Een probleen ontstaat bij de rotatie om2π:

ψ 1
2 ms
→ e−2πiSz/h̄ψ 1

2 ms
= e−2πimsψ 1

2 ms
= −ψ 1

2 ms
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In SO(3) geldt echter:Rz,2π = E. Hier geldt dusE → ±II. Omdat waarneembare grootheden altijd
geschreven kunnen worden als〈φ|ψ〉 of 〈φ|A|ψ〉, en dus bilineair zijn in de toestanden, veranderen deze
niet van teken als de toestanden dat wel doen. Als slechtséén toestand van teken verandert, veranderen de
waarneembare grootheden wel.

Het bestaan van halftallige representaties hangt samen met de topologische eigenschappen van SO(3): deze
groep is nl. tweevoudig samenhangend door de identificatieR0 = R2π = E.

13.6 Toepassing in de quantummechanica

13.6.1 Vectormodel voor samenstellen van impulsmomenten

Als 2 deelsystemen impulsmomentquantumgetallenj1 en j2 hebben, kan het totale impulsmoment alleen de
waardenJ = j1 + j2, j1 + j2 − 1, ..., |j1 − j2| aannemen. Dit valt uit de groepentheorie af te leiden: uit
χ(j1)(α)χ(j2)(α) =

∑
J

njχ
(J)(α) volgt:

D(j1) ⊗D(j2) = D(j1+j2) ⊕D(j1+j2−1) ⊕ ...⊕D(|j1−j2|)

De toestanden kan men op 2 manieren met quantumgetallen karakteriseren: metj1,m1, j2,m2 en metj1, j2, J,M .
De Clebsch-Gordan coëfficiënten, die voor de groep SO(3) deWignercöefficïentenheten, kan men reëel kiezen,
dus: ψj1j2JM =

∑
m1m2

ψj1m1j2m2(j1m1j2m2|JM)

ψj1m1j2m2 =
∑
JM

ψj1j2JM (j1m1j2m2|JM)

13.6.2 Irreducibele tensoroperatoren, matrixelementen en selectieregels

Enkele voorbeelden van het gedrag van operatoren onder SO(3)

1. Stelj = 0: dit geeft de identieke representatie met`j = 1. Deze toestand wordt beschreven door een

scalaire operator. OmdatPRA
(0)
0 P−1

R = A
(0)
0 is deze invariant, bv. de Hamiltoniaan van een vrij atoom.

Dan geldt:〈J ′M ′|H|JM〉 ∼ δMM ′δJJ ′ .

2. Een vectoroperator: ~A = (Ax, Ay, Az). Bij definitie transformeren de cartesische componenten van een
vectoroperator net zo als de cartesische componenten van~r. Bij een rotatie om dez-as geldt dus:

D(Rα,z) =

 cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1


De getransformeerde operator heeft t.o.v.PRψ enPRφ dezelfde matrixelementen:〈
PRψ|PRAxP

−1
R |PRφ

〉
= 〈ψ|Ax|φ〉. χ(Rα,z) = 1 + 2 cos(α): volgens de formule voor de karakters

betekent dit dat men zodanige nieuwe basisoperatoren kan kiezen dat deze transformeren alsY1m(θ, ϕ).
Dit blijken de sferische componenten te zijn:

A
(1)
+1 = − 1√

2
(Ax + iAy), A

(1)
0 = Az, A

(1)
−1 =

1√
2
(Ax − iAy)

3. Een cartesische tensor van rang 2: Tij is een grootheid die onder rotaties transformeert alsUiVj , waarin
~U en ~V vectoren zijn. DusTij transformeert volgensPRTijP

−1
R =

∑
kl

TklDki(R)Dlj(R), dus volgens

D(1)⊗D(1) = D(2)⊕D(1)⊕D(0). De 9 componenten zijn dus op te splitsen in 3 invariante deelruimten
met dimensie 1(D(0)), 3 (D(1)) en 5(D(2)). De nieuwe basisoperatoren blijken te zijn:

I. Tr(T ) = Txx + Tyy + Tzz. Deze transformeert als de scalar~U · ~V , dus volgensD(0).

II. De 3 antisymmetrische componentenAz = 1
2 (Txy − Tyx), etc. Deze transformeren als de vector

~U × ~V , dus volgensD(1).

III. De 5 onafhankelijke componenten van de spoorloze, symmetrische tensorS:
Sij = 1

2 (Tij + Tji)− 1
3δijTr(T ). Deze transformeren volgensD(2).
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Selectieregels voor dipoolovergangen

Dipooloperatoren transformeren volgensD(1): voor een elektrische dipoolovergang is de operatore~r, voor
een magnetischee(~L+ 2~S )/2m.

Uit het Wigner-Eckart theorema volgt:〈J ′M ′|A(1)
κ |JM〉 = 0 tenzijD(J′) bevat is inD(1)⊗D(J) = D(J+1)⊕

D(J) ⊕D(|J−1|). Dit betekent datJ ′ ∈ {J + 1, J, |J − 1|}: J ′ = J of J ′ = J ± 1, behalveJ ′ = J = 0.

Landé-formule voor anomale Zeemansplitsing

Volgens het model van Landé wordt de wisselwerking van het magnetisch moment met een uitwendig mag-
neetveld bepaald door de projectie van~M op ~J , omdat~L en ~S snel om~J precederen. Dit is ook te begrijpen
uit het Wigner-Eckart theorema. Hieruit volgt dat de matrixelementen van alle vectoroperatoren een zekere
evenredigheid vertonen: voor een willekeurige operator~A volgt:

〈αjm′| ~A|αjm〉 =
〈αjm| ~A · ~J |αjm〉

j(j + 1)h̄2 〈αjm′| ~J |αjm〉

13.7 Toepassing in de elementaire deeltjes fysica

De fysica van een systeem verandert i.h.a. niet als de transformatieψ′ = eiδψ uitgevoerd wordt, waarinδ een
constante is. Dit heet eenglobale ijktransformatie: de fase van de golffunctie verandert overal op dezelfde
manier.

Er bestaat enige vrijheid in de keuze van de potentialen~A enφ bij dezelfde~E en ~B: ijktransformatiesvan de
potentialen veranderen~E en ~B niet (Zie hoofdstuk 2 en 10). De oplossingψ′ van de
Schr̈odingervergelijking met de getransformeerde potentialen wordt gegeven door:ψ′ = e−iqf(~r,t)ψ.

Dit is eenlocale ijktransformatie: de fase van de golffunctie verandert op elke plaats verschillend. De fys-
ica van het systeem verandert niet als~A en φ meetransformeren. Dit wordt nu tot principe verheven:het
“bestaansrecht” van het elektromagnetische veld is het verzorgen van de locale ijkinvariantie.

De ijktransformaties van het EM-veld vormen een groep: U(1), unitaire1× 1-matrices. Het afsplitsen van de
lading in de exponent is essentieel: nu iséén ijkveld voldoende voor alle geladen deeltjes, onafhankelijk van
de lading.

Dit concept wordt nu gegeneraliseerd: aan deeltjes wordt een “speciale lading”Q toegekend. De groepsele-
menten zijn dan gegeven doorPR = exp(−iQΘ).

Andere krachtvelden dan de elektromagnetische zijn ook op deze manier te begrijpen: de zwakke wisselwerk-
ing met de elektromagnetische samen wordt beschreven door een ijkveld dat transformeert volgens
U(1)⊗SU(2), dat bestaat uit het foton en drie intermediaire vectorbosonen, en de kleurkracht door SU(3),
met een ijkveld dat bestaat uit 8 soorten gluonen.

In het algemeen worden de groepselementen gegeven doorPR = exp(−i~T · ~Θ), metΘn reële constanten en
Tn operatoren (generatoren), zoalsQ. De commutatieregels worden gegeven door[Ti, Tj ] = i

∑
k

cijkTk. De

cijk zijn destructuurconstantenvan de groep. Voor SO(3) zijn deze constantencijk = εijk, waarinεijk de
volledig antisymmetrische tensor is metε123 = +1.

Deze constanten zijn af te leiden via groeps productelementen: omdatG gesloten is, geldt:
ei~Θ·~T ei~Θ′·~T e−i~Θ·~T e−i~Θ′·~T = e−i~Θ′′·~T . Taylorontwikkeling toepassen, enΘnΘ′m-termen gelijkstellen levert
de commutatieregels op.

De groep SU(2) heeft 3 vrije parameters: vanwege de unitariteit 4 reële condities op 4 complexe parameters,
dus 4 vrije parameters, en omdat de determinant +1 moet zijn, blijven er 3 over.

Elke unitaire matrixU is te schrijven als:U = e−iH . Hierin isH een Hermitische matrix. Verder geldt altijd:
det(U) = e−iTr(H).
Voor elke matrix van SU(2) geldt dat Tr(H)=0. Elke Hermitische, spoorloze2 × 2 matrix is te schrijven als
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een lineaire combinatie van de 3Pauli-matricesσi. Daarom zijn deze matrices een keuze voor de operatoren
van SU(2). Men kan nu schrijven: SU(2)={exp(− 1

2 i~σ · ~Θ)}.

In abstracto kan men een isomorfe groep beschouwen, waarin over de operatorenTi alleen de commu-
tatieregels bekend verondersteld worden:[T1, T2] = iT3, etc.

In de elementaire deeltjesfysica zijn deTi o.a. als deisospinoperatoren op te vatten. Elementaire deeltjes wor-
den verondersteld te kunnen worden ingedeeld in isospin-multipletten, dit zijn de irreducibele representaties
van SU(2). De indeling is:

1. Het isospin-singlet≡ de identieke representatie:e−i~T ·~Θ = 1⇒ Ti = 0

2. Het isospin-doublet≡ de getrouwe representatie van SU(2) op2× 2 matrices.

De groep SU(3) heeft 8 vrije parameters. In het algemeen: de groep SU(N ) heeftN2 − 1 vrije parameters.
De Hermitische, spoorloze operatoren zijn 3 SU(2)-subgroepen in het~e1~e2, ~e1~e3 en het~e2~e3 vlak. Dit geeft
9 matrices, die echter niet alle 9 lineair onafhankelijk zijn. Door het nemen van een lineaire combinatie komt
men tot 8 lineair onafhankelijke matrices.

In de Lagrangedichtheid voor de kleurkracht moet men de substitutie
∂

∂x
→ D

Dx
:=

∂

∂x
−

8∑
i=1

TiA
i
x

uitvoeren. De termen van derde en vierde orde inA die dit oplevert, geven aan dat het kleurveld wisselwerkt
met zichzelf.



Chapter 14

Kernfysica

14.1 Kernkrachten
De massa van een atoomkern is gegeven
door:

Mkern = Zmp +Nmn − Ebind/c
2

De bindingsenergie per nucleon is gegeven
in het figuur hiernaast. De top ligt
ongeveer bij5626Fe, de stabielste kern. Met
de constanten

a1 = 15,760 MeV
a2 = 17,810 MeV
a3 = 0,711 MeV
a4 = 23,702 MeV
a5 = 34,000 MeV
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enA = Z +N is in hetdruppelof collectieve modelvan de kern de bindingsenergieEbind gegeven door:

Ebind

c2
= a1A− a2A

2/3 − a3
Z(Z − 1)
A1/3

− a4
(N − Z)2

A
+ εa5A

−3/4

De oorzaak van de verschillende termen is:

1. a1: Bindingsenergie van de sterke kernkracht, bij benadering∼ A.

2. a2: Oppervlaktecorrectie: de nucleonen bij het oppervlak zijn minder gebonden.

3. a3: Coulombafstoting tussen de protonen.

4. a4: Asymmetrie term: een overmaat van protonen of neutronen heeft een lagere bindingsenergie.

5. a5: Paringseffect: omdat protonen en neutronen in groepjes van 2 een lagere energie hebben zijn kernen
met een even aantal protonen en/of neutronen stabieler. Er geldt:

Z even,N even:ε = +1, Z oneven,N oneven:ε = −1.
Z even,N oneven:ε = 0, Z oneven,N even:ε = 0.

Wanneer de kernkracht in 1e benadering wordt beschouwd als het uitwisselen van virtuele pionen tussen nu-
cleonen is voor de kernkracht de Yukawapotentiaal af te leiden:

U(r) = −W0r0
r

exp
(
− r

r0

)
Met ∆E ·∆t ≈ h̄, Eγ = m0c

2 enr0 = c∆t volgt: r0 = h̄/m0c.

In hetschillenmodelvan de kern gaat men er van uit dat een nucleon zich in een gemiddeld veld van de andere
nucleonen beweegt. Verder is er nog een bijdrage van de spin-baan koppeling∼ ~L · ~S: ∆Vls = 1

2 (2l + 1)h̄ω.
Elk (n, l) niveau wordt dus in 2 niveaus gesplitst, metj = l ± 1

2 , waarbij de toestand metj = l + 1
2 de

laagste energie heeft, i.t.t. de situatie bij elektronen. Dit is een indicatie dat deL − S wisselwerking niet
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elektromagnetisch is. De energie van een 3-dimensionale harmonische oscillator isE = (N + 3
2 )h̄ω. N =

nx + ny + nz = 2(n − 1) + l metn ≥ 1 is het hoofdoscillatiegetal. Omdat−l ≤ m ≤ l enms = ± 1
2 h̄

zijn er 2(2l + 1) subtoestanden, die onafhankelijk voor protonen en neutronen bestaan. Dit geeft aanleiding
tot de zogenaamdemagische getallen: kernen waarbij alle toestanden in het buitenste niveau gevuld zijn zijn
bijzonder stabiel. Dit is het geval alsN of Z ∈ {2, 8, 20, 28, 50, 82, 126}.

14.2 De vorm van de atoomkern

Een atoomkern is in 1e benadering bolvormig met een straal vanR = R0A
1/3. Hierin isR0 ≈ 1, 4 · 10−15

m voor alle kernen constant. Wanneer de kernstraal met ladingsverdeling gemeten wordt, vindt menR0 ≈
1, 2 · 10−15 m. De vorm van trillende kernen kan men beschrijven met bolfuncties:

R = R0

[
1 +

∑
lm

almY
m
l (θ, ϕ)

]

l = 0 geeft aanleiding tot monopoolvibraties, dichtheidsvariaties, die o.a. in de theorie van neutronenster-
ren toegepast worden.l = 1 geeft dipoolvibraties,l = 2 quadrupool, meta2,0 = β cos γ en a2,±2 =
1
2

√
2β sin γ waarinβ de deformatiefactor is enγ de vormparameter. Het multipoolmoment is gegeven door

µl = ZerlY m
l (θ, ϕ). De pariteit van het elektrisch momentΠE = (−1)l, die van het magnetisch moment is

ΠM = (−1)l+1.

Het magnetisch dipoolmoment bestaat uit 2 bijdragen:~ML =
e

2mp

~L en ~MS = gS
e

2mp

~S.

waarin gS de spin-gyromagnetische verhoudingis. Voor protonen geldtgS = 5, 5855 en voor neutronen
gS = −3, 8263. De z-componenten van het magnetisch moment worden gegeven doorML,z = µNml en
MS,z = gSµNmS . Het resulterende magnetische moment hangt samen met de kernspinI volgens ~M =
gI(e/2mp)~I. Dez-component is danMz = µNgImI .

14.3 Radioactief verval

Het aantal kernen dat vervalt is recht evenredig met de hoeveelheid kernen:Ṅ = −λN . Daarom geldt voor het
aantal kernenN : N(t) = N0 exp(−λt). Dehalveringstijdvolgt uit τ 1

2
λ = ln(2). De gemiddelde levensduur

van een kern isτ = 1/λ. De kans datN kernen vervallen binnen een tijdsperiode is gegeven door een Poisson
verdeling:

P (N)dt = N0
λNe−λ

N !
dt

Als een kern naar meerdere eindtoestanden kan vervallen geldt:λ =
∑
λi. De fractie die naar toestandi

vervalt is dusλi/
∑
λi. Er zijn 5 soorten natuurlijk radioactief verval:

1. α-verval: hierbij zendt de kern een He2+ kern uit. Omdat nucleonen de neiging hebben zich in groepjes
van 2p+2n te ordenen is dit te zien als het tunnelen van een He2+ kern door een potentiaalbarrière. Met
deGamow factorG wordt de tunnelkansP gegeven door:

P =
amplitude inval

amplitude uittree
= e−2G waarin G =

1
h̄

√
2m
∫

[V (r)− E]dr

2. β-verval. Hierbij gaat een proton in een neutron over of omgekeerd:
p+ → n0 + W+ → n0 + e+ + νe, en n0 → p+ + W− → p+ + e− + νe.

3. Elektronvangst: hierbij vangt een proton in de kern een elektron in (meestal uit de K-schil).

4. Spontane kernsplijting: hierbij valt een kern in meerdere delen uit elkaar.
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5. γ-verval: hierbij zendt de kern een hoogenergetisch foton uit. De vervalconstante is:

λ =
P (l)
h̄ω
∼ Eγ

(h̄c)2

(
EγR

h̄c

)2l

∼ 10−4l

metl het impulsmoment quantumgetal enP het uitgestraalde vermogen. Algemeen geldt dat de verval-
constante van elektrische multipoolmomenten groter is dan die van magnetische multipoolmomenten.
De energie van het foton isEγ = Ei−Ef −TR, metTR = E2

γ/2mc
2 de recoil energie, die meestal ver-

waarloosd kan worden. De pariteit van de uitgezonden straling isΠl = Πi ·Πf . Met I het quantumgetal
van impulsmoment van de kern,L = h̄

√
I(I + 1), geldt de selectieregel|~Ii − ~If | ≤ ∆l ≤ |~Ii + ~If |.

14.4 Verstrooiing en kernreacties

14.4.1 Kinetisch model

Wanneer men een bundel van intensiteitI op een trefplaat laat vallen met dichtheidn en lengtex (Rutherford-
verstrooiing) zal het aantal verstrooiingenR per tijdseenheid gelijk zijn aanR = Inxσ. Hieruit volgt dat de
intensiteit van de bundel afneemt met−dI = Inσdx. Dit geeftI = I0e−nσx = I0e−µx.

OmdatdR = R(θ, ϕ)dΩ/4π = Inxdσ volgt:
dσ

dΩ
=
R(θ, ϕ)
4πnxI

WanneerN deeltjes verstrooien aan een materiaal met dichtheidn geldt:
∆N
N

= n
dσ

dΩ
∆Ω∆x

Voor Coulombbotsingen geldt:
dσ

dΩ

∣∣∣∣
C

=
Z1Z2e

2

8πε0µv2
0

1
sin4( 1

2θ)

14.4.2 Quantummechanisch model voor n-p verstrooiing

Uitgegaan wordt van een bundel neutronen die zich langs dez-as beweegt met golffunctieψinv = eikz en
stroomdichtheidJinv = v|ψinv|2 = v. Op grote afstand van het verstrooiingspunt hebben de neutronen bij
benadering een bolgolffunctieψverstr = f(θ)eikr/r metf(θ) deverstrooiingsamplitude. De totale golffunctie
is dan

ψ = ψinv + ψverstr = eikz + f(θ)
eikr

r

De deeltjesflux van de verstrooide deeltjes isv|ψverstr|2 = v|f(θ)|2dΩ. Hieruit volgt datσ(θ) = |f(θ)|2. De
golffunctie van de invallende deeltjes is uit te drukken in een som van impulsmoment-golffuncties:

ψinv = eikz =
∑

l

ψl

De botsingsparameter is gerelateerd aan het impulsmoment van het invallende deeltje viaL = bp = bh̄k, dus
bk ≈ l. Voor zeer lage energie worden alleen de deeltjes metl = 0 verstrooid, dus

ψ = ψ′0 +
∑
l>0

ψl en ψ0 =
sin(kr)
kr

Als de potentiaal bij benadering rechthoekig is geldt:ψ′0 = C
sin(kr + δ0)

kr

De werkzame doorsnede is danσ(θ) =
sin2(δ0)
k2

dus σ =
∫
σ(θ)dΩ =

4π sin2(δ0)
k2

Voor zeer lage energieën geldt:sin2(δ0) =
h̄2k2/2m
W0 +W

metW0 de diepte van de potentiaalput. Voor hogere energieën geldt:σ =
4π
k2

∑
l

sin2(δl)
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14.4.3 Energie en impulsbehoud bij kernreacties

Wanneer een deeltjeP1 botst tegen deeltjeP2 dat in rust is t.o.v. het laboratoriumsysteem waarbij andere
deeltjes ontstaan, dus

P1 + P2 →
∑
k>2

Pk

is de totale energieQ die vrijkomt of nodig isQ = (m1 +m2 −
∑
k>2

mk)c2.

De minimale kinetische energieT vanP1 in het laboratoriumsysteem om de reactie te laten verlopen is

T = −Qm1 +m2 +
∑
mk

2m2

Als Q < 0 is er sprake van een drempelenergie.

14.5 Stralingsdosimetrie

Radiometrische groothedenbepalen de sterkte van de stralingsbron(nen).Dosimetrische groothedenhebben
betrekking op de energie overdracht van straling in materie. Parameters die een relatie tussen deze 2 aangeven
heten interactie parameters. De intensiteit van een bundel deeltjes in materie neemt af volgensI(s) =
I0 exp(−µs). Het afremproces van eenzwaardeeltje wordt volgens deBethe-Bloch formulebeschreven als:

dE

ds
∼ q2

v2

De fluentie is gegeven doorΦ = dN/dA. De flux is φ = dΦ/dt. De energiefluentie is gegeven door
Ψ = dW/dA, en de energiefluxdichtheidψ = dΨ/dt. De verzwakkingscöefficïent is gegeven doorµ =
(dN/N)/dx. Demassieke verzwakkingscoëfficïent is gegeven doorµ/%.

De exposieX is de door straling vrijgemaakte hoeveelheid lading per massaeenheid, met eenheid C/kg. Een
oude eenheid is de R̈ontgen: 1R̈o= 2, 58 · 10−4 C/kg. Met de energie-absorptiecoëfficiëntµE volgt:

X =
dQ

dm
=
eµE

W%
Ψ

waarinW de energie is die nodig is om de elementaire lading vrij te maken.

De geabsorbeerde dosisD is gegeven doorD = dEgeabs/dm, met eenheid Gy=J/kg. Een oude eenheid is de
rad: 1 rad=0,01 Gy. Hetdosistempois gedefinieerd alṡD. Men kan afleiden dat

D =
µE

%
Ψ

De KermaK is de hoeveelheid kinetische energie van secundair vrijgemaakte deeltjes die wordt vrijgemaakt
per massaeenheid van het bestraalde object.

Deequivalente dosisH is een gewogen gemiddelde van de geabsorbeerde dosis per stralingssoort, waarbij per
stralingssoort het effect op biologisch materiaal als weegfactor dient. Deze weegfactoren heten de kwaliteits-
factoren. De eenheid is Sv.H = QD. Als de absorptie niet gelijkmatig is moet er tevens gemiddeld worden
met weegfactorenw per orgaan:H =

∑
wkHk. Voor verschillende stralingssoorten geldt:

Stralingstype Q

Röntgen, gammastraling 1
β, elektronen, mesonen 1
Thermische neutronen 3 á 5
Snelle neutronen 10 á 20
protonen 10
α, splijtingskernen 20



Chapter 15

Quantumveldentheorie & Deeltjesfysica

15.1 Creatie en annihilatie operatoren

Een meer deeltjes toestand wordt beschreven met een verzameling bezettingsgetallen|n1n2n3 · · ·〉. De va-
cuümtoestand is dus gegeven door|000 · · ·〉. Omdat de deeltjes ononderscheidbaar zijn is dit een volledige
beschrijving. De toestanden zijn orthonormaal:

〈n1n2n3 · · · |n′1n′2n′3 · · ·〉 =
∞∏

i=1

δnin′i

De tijdsafhankelijke toestandsvector is gegeven door

Ψ(t) =
∑

n1n2···
cn1n2···(t)|n1n2 · · ·〉

De cöefficiëntenc zijn als volgt te interpreteren:|cn1n2···|2 is de kans opn1 deeltjes met impuls~k1, n2 deeltjes
met impuls~k2, etc., en〈Ψ(t)|Ψ(t)〉 =

∑
|cni

(t)|2 = 1. De tijdsontwikkeling van de toestanden wordt gegeven
door de Schr̈odingervergelijking

i
d

dt
|Ψ(t)〉 = H|Ψ(t)〉

waarinH = H0 + Hint. H0 is de Hamiltoniaan voor vrije deeltjes en laat|cni
(t)|2 constant,Hint is de

interactie Hamiltoniaan en kan de enec2 laten aangroeien ten koste van anderen.

Alle operatoren die bezettingsgetallen kunnen veranderen kunnen worden uitgedrukt in de basisoperatorena
ena†. a is deannihilatieoperatorena† decreatieoperator, en:

a(~ki)|n1n2 · · ·ni · · ·〉 =
√
ni |n1n2 · · ·ni − 1 · · ·〉

a†(~ki)|n1n2 · · ·ni · · ·〉 =
√
ni + 1 |n1n2 · · ·ni + 1 · · ·〉

vanwege de normering geldta|0〉 = 0 ena(~ki)a†(~ki)|ni〉 = ni|ni〉. aa† is dus een bezettingsgetaloperator.
De volgende commutatieregels zijn af te leiden:

[a(~ki), a(~kj)] = 0 , [a†(~ki), a†(~kj)] = 0 , [a(~ki), a†(~kj)] = δij

Voor vrije spin-0 deeltjes geldt dus:H0 =
∑
i

a†(~ki)a(~ki)h̄ωki

15.2 Klassieke en quantumvelden

Uitgegaan wordt van een reëel veldΦα(x) (complexe velden zijn te splitsen in een reëel en imaginair deel). De
Lagrange-dichtheidL is een functie vanx = (~x, ict) via de velden:L = L(Φα(x), ∂νΦα(x)). De lagrangiaan
is gegeven doorL =

∫
L(x)d3x. Uitgaande van het variatieprincipeδI(Ω) = 0, is met de actie-integraal

I(Ω) =
∫
L(Φα, ∂νΦα)d4x de veldvergelijking af te leiden:

∂L
∂Φα

− ∂

∂xν

∂L
∂(∂νΦα)

= 0

Hetgeconjugeerde veldis, in analogie met de impuls in de klassieke mechanica, gedefinieerd als

Πα(x) =
∂L
∂Φ̇α
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Hiermee wordt de HamiltondichtheidH(x) = ΠαΦ̇α − L(x).

Quantisatie van een klassiek veld gaat analoog aan quantisatie in de puntmassa mechanica: de veldfuncties
worden beschouwd als operatoren die voldoen aan bepaalde commutatieregels:

[Φα(~x),Φβ(~x ′)] = 0 , [Πα(~x),Πβ(~x ′)] = 0 , [Φα(~x),Πβ(~x ′)] = iδαβ(~x− ~x ′)

15.3 Het interactie beeld

Er zijn diverse equivalente formuleringen van de quantummechanica mogelijk:

1. Schr̈odinger beeld: tijdafhankelijke toestanden, tijdonafhankelijke operatoren.

2. Heisenberg beeld: tijdonafhankelijke toestanden, tijdafhankelijke operatoren.

3. Interactie beeld: tijdafhankelijke toestanden, tijdafhankelijke operatoren.

Het interactiebeeld kan uit het Schrödingerbeeld worden verkregen via een unitaire transformatie:

|Φ(t)〉 = eiHS
0 |ΦS(t)〉 en O(t) = eiHS

0OSe−iHS
0

De indexS geeft hier het Schrödinger beeld weer. Hieruit volgt

i
d

dt
|Φ(t)〉 = Hint(t)|Φ(t)〉 en i

d

dt
O(t) = [O(t),H0]

15.4 Rëeel scalair veld in het interactie beeld

Men kan eenvoudig afleiden dat geldt (metM := m2
0c

2/h̄2)

∂

∂t
Φ(x) = Π(x) en

∂

∂t
Π(x) = (∇2 −M2)Φ(x)

Hieruit volgt datΦ aan de Klein-Gordon vergelijking( − M2)Φ = 0 voldoet. Met de definitiek2
0 =

~k2 +M2 := ω2
k en schrijfwijze~k · ~x− ik0t := kx is de algemene oplossing hiervan gegeven door:

Φ(x) =
1√
V

∑
~k

1√
2ωk

(
a(~k )eikx + a†(~k )e−ikx

)
, Π(x) =

i√
V

∑
~k

√
1
2ωk

(
−a(~k )eikx + a†(~k )e−ikx

)
De veldoperatoren bevatten een volumeV , dat als normeringsfactor dient. Men kan meestal de limietV →∞
nemen.

Het geldt algemeen dat de term mete−ikx, het positieve frequentiedeel, het creatiedeel is, en dat het negatieve
frequentiedeel het annihilatiedeel is.

OmdatΦ hermitisch is moeten de coëfficiënten elkaars hermitisch toegevoegde zijn. OmdatΦ slechtséén
component heeft is dit te interpreteren als een veld dat een deeltje met spin 0 beschrijft. Hieruit volgt dat de
commutatieregels voldoen aan[Φ(x),Φ(x′)] = i∆(x− x′) met

∆(y) =
1

(2π)3

∫
sin(ky)
ωk

d3k

∆(y) is een oneven functie die invariant is onder eigenlijke Lorentztransformaties (geen spiegelingen). Dit is
consistent met het eerder gevonden resultaat[Φ(~x, t,Φ(~x ′, t)] = 0. In het algemeen geldt dat∆(y) = 0 buiten
de lichtkegel. Hieruit volgt dat aan het localiteitspostulaat voldaan is.

De Lagrangedichtheid is gegeven doorL(Φ, ∂νΦ) = − 1
2 (∂νΦ∂νΦ +m2Φ2). De energieoperator is gegeven

door:

H =
∫
H(x)d3x =

∑
~k

h̄ωka
†(~k )a(~k )
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15.5 Geladen spin-0 deeltjes, ladingsbehoud

De Lagrange dichtheid van geladen spin-0 deeltjes is gegeven door:L = −(∂νΦ∂νΦ∗ +M2ΦΦ∗).

Het theorema van Noether geeft een verband tussen een continue symmetrie vanL en een additieve be-
houdswet. Stel dat geldtL ((Φα)′, ∂ν(Φα)′) = L (Φα, ∂νΦα) en dat er een continue transformatie bestaat
tussenΦα enΦα′ van de vorm:Φα′ = Φα + εfα(Φ). Dan geldt

∂

∂xν

(
∂L

∂(∂νΦα)
fα

)
= 0

Dit is een continuiteitsvergelijking⇒ behoudswet. Wat er behouden is, hangt af van de symmetrie. De boven-
staande Lagrangedichtheid is invariant onder een faseveranderingΦ→ Φeiθ: een globale ijktransformatie. De
behouden grootheid is de stroomdichtheidJµ(x) = −ie(Φ∂µΦ∗ − Φ∗∂µΦ). Omdat deze grootheid 0 is voor
reële velden is een complex veld nodig voor geladen deeltjes. Wanneer dit veld gequantiseerd wordt, worden
de veldoperatoren gegeven door

Φ(x) =
1√
V

∑
~k

1√
2ωk

(
a(~k )eikx + b†(~k )e−ikx

)
en Φ†(x) =

1√
V

∑
~k

1√
2ωk

(
a†(~k )eikx + b(~k )e−ikx

)
De energie operator is gegeven door:

H =
∑
~k

h̄ωk

(
a†(~k )a(~k ) + b†(~k )b(~k )

)
en de ladingsoperator volgt uit:

Q(t) = −i
∫
J4(x)d3x⇒ Q =

∑
~k

e
(
a†(~k )a(~k )− b†(~k )b(~k )

)
Hieruit volgt data†a := N+(~k ) een bezettingsgetaloperator is voor deeltjes met positieve lading enb†b :=
N−(~k ) een bezettingsgetaloperator voor negatief geladen deeltjes.

15.6 Veldfuncties voor spin-12 deeltjes

Spin wordt gedefinieerd aan de hand van het gedrag van de oplossingenψ van de Diracvergelijking. Voor
eenscalair veld Φ geldt, dat als het voldoet aan de Klein-Gordon vergelijking, dan ook het geroteerde veld
Φ̃(x) := Φ(Λ−1x) voldoet.Λ staat voor 4-dimensionale draaiingen: de eigenlijke Lorentztransformaties. Dit
is te schrijven als:

Φ̃(x) = Φ(x)e−i~n·~L met Lµν = −ih̄
(
xµ

∂

∂xν
− xν

∂

∂xµ

)
Voor µ ≤ 3, ν ≤ 3 komt dit neer op rotaties, voorν = 4, µ 6= 4 op Lorentztransformaties.

Een geroteerd veld̃ψ voldoet weer aan de Diracvergelijking als geldt:ψ̃(x) = D(Λ)ψ(Λ−1x). Dit geeft de
eisD−1γλD = Λλµγµ. Men vindt:D = ei~n·~S metSµν = −i 12 h̄γµγν . Dus:

ψ̃(x) = e−i(S+L)ψ(x) = e−iJψ(x)

De oplossingen van de Diracvergelijking zijn nu gegeven door

ψ(x) = ur
±(~p )e−i(~p·~x±Et)

Hierin is r een indicatie voor de richting van de spin, en± geeft het teken van de energie aan. Met de notatie
vr(~p ) = ur

−(−~p ) enur(~p ) = ur
+(~p ) is voor de inproducten van deze spinoren te schrijven:

ur
+(~p )ur′

+(~p ) =
E

M
δrr′ , u

r
−(~p )ur′

−(~p ) =
E

M
δrr′ , u

r
+(~p )ur′

−(~p ) = 0
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Vanwege de factorE/M is dit niet relativistisch invariant. Een Lorentz-invariant inproduct wordt gedefinieerd
doorab := a†γ4b, waarina := a†γ4 een rijspinor is. Hieruit volgt:

ur(~p )ur′(~p ) = δrr′ , vr(~p )vr′(~p ) = −δrr′ , ur(~p )vr′(~p ) = 0

Combinaties van het typeaa geven een4× 4 matrix:

2∑
r=1

ur(~p )ur(~p ) =
−iγλpλ +M

2M
,

2∑
r=1

vr(~p )vr(~p ) =
−iγλpλ −M

2M

De Lagrangedichtheid die de Diracvergelijking oplevert en de goede energienormering geeft is:

L(x) = −ψ(x)
(
γµ

∂

∂xµ
+M

)
ψ(x)

en de stroomdichtheid isJµ(x) = −ieψγµψ.

15.7 Quantisatie van een spin-12 veld

De algemene oplossing voor de veldoperatoren is nu:

ψ(x) =

√
M

V

∑
~p

1√
E

∑
r

(
cr(~p )ur(~p )eipx + d†r(~p )vr(~p )e−ipx

)
en

ψ(x) =

√
M

V

∑
~p

1√
E

∑
r

(
c†r(~p )ur(~p )e−ipx + dr(~p )vr(~p )eipx

)
Hierin zijn c† en c de creatie c.q. annihilatieoperatoren voor een elektron end† end de creatie c.q. annihi-
latieoperatoren voor een positron. De energie operator is gegeven door

H =
∑

~p

E~p

2∑
r=1

(
c†r(~p )cr(~p )− dr(~p )d†r(~p )

)
Om te voorkomen dat de energie van de positronen negatief is moeten voor de operatoren anticommutatieregels
gelden i.p.v. commutatieregels:

[cr(~p ), c†r′(~p )]+ = [dr(~p ), d†r′(~p )]+ = δrr′δpp′ , alle andere anticommutatoren zijn 0.

De veldoperatoren voldoen aan

[ψα(x), ψβ(x′)] = 0 , [ψα(x), ψβ(x′)] = 0 , [ψα(x), ψβ(x′)]+ = −iSαβ(x− x′)

met S(x) =
(
γλ

∂

∂xλ
−M

)
∆(x)

De anticommutatieregels leveren behalve de positief-definiete energie ook het Pauli principe en de Fermi-
Dirac statistiek: omdatc†r(~p )c†r(~p ) = −c†r(~p )c†r(~p ) geldt: {c†r(p)}2 = 0. Het is blijkbaar onmogelijk om 2
elektronen te crëeren met dezelfde impuls en spin toestand. Dit is het Pauli principe. Een andere manier om
dit te zien is het feit dat{N+

r (~p )}2 = N+
r (~p ): de bezettingsoperatoren hebben slechts eigenwaarden 0 of 1.

Om te voorkomen dat het vacuüm∞ bijdragen levert aan de energie en de lading wordt hetnormaalproductin-
gevoerd. De uitdrukking voor de stroomdichtheid wordt nuJµ = −ieN(ψγµψ). Dit product wordt verkregen
door:

• Schrijf alle velden uit in creatie en annihilatieoperatoren,

• laat alle termen staan waarin geen annihilatieoperatoren voorkomen, of waarin deze rechts van de cre-
atieoperatoren staan,

• in alle andere termen de factoren zodanig verwisselen dat de annihilatieoperatoren rechts komen te staan.
Bij verwisseling van 2 fermion operatoren− teken toevoegen, bij verwisseling van 2 bosonoperatoren
niet. Hierbij alle commutatoren 0 stellen.
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15.8 Quantisatie van het elektromagnetische veld

Er wordt uitgegaan van de Lagrange dichtheidL = − 1
2

∂Aν

∂xµ

∂Aν

∂xµ

Voor de veldoperatorenA(x) volgt nu:

A(x) =
1√
V

∑
~k

1√
2ωk

4∑
m=1

(
am(~k )εm(~k )eikx + a†(~k )εm(~k )∗e−ikx

)

De operatoren voldoen aan[am(~k ), a†m′(~k )] = δmm′δkk′ . Alle andere commutatoren zijn 0.m geeft de
polarisatierichting van het foton aan:m = 1, 2 geeft transversaal gepolariseerde,m = 3 longitudinaal gepo-
lariseerde enm = 4 tijdachtig gepolariseerde fotonen. Verder geldt dat

[Aµ(x), Aν(x′)] = iδµνD(x− x′) met D(y) = ∆(y)|m=0

Ondanks het feit datA4 = iV klassiek imaginair is wordtA4 toch als als een hermitische operator gedefinieerd
omdat het teken van de energie anders foutief wordt. Door een gewijzigde definitie van het inproduct in de
toestandsruimte worden de verwachtingswaarden voorA1,2,3(x) ∈ IR en voorA4(x) imaginair.

Wanneer de Lorentz ijkconditie∂µAµ = 0 op te leggen is aan deze potentialen zullen de hieruit afgeleideE
enB operatoren aan de Maxwellvergelijkingen voldoen. Dit geeft echter problemen met de commutatieregels.
Er wordt nu geeist dat slechts die toestanden toegestaan zijn waarvoor geldt dat

∂A+
µ

∂xµ
|Φ〉 = 0

Dit heeft tot gevolg dat:

〈
∂Aµ

∂xµ

〉
= 0.

Hieruit volgt(a3(~k )−a4(~k ))|Φ〉 = 0. Via een lokale ijktransformatie krijgt men danN3(~k ) = 0 enN4(~k ) =
0. Dit geldt echter alleen voor vrije EM-velden: in tussentoestanden bij interacties kunnen er wel longitudinale
en tijdachtige fotonen ontstaan. Deze fotonen zijn ook verantwoordelijk voor de statische Coulombpotentiaal.

15.9 Wisselwerkende velden, S-matrix

DeS(scattering)-matrix geeft een verband tussen begin en eindtoestand bij een reactie:|Φ(∞)〉 = S|Φ(−∞)〉.
Wanneer de Schrödingervergelijking wordt gëıntegreerd:

|Φ(t)〉 = |Φ(−∞)〉 − i
t∫

−∞

Hint(t1)|Φ(t1)〉dt1

en storingsrekening toegepast wordt, vindt men:

S =
∞∑

n=0

(−i)n

n!

∫
· · ·
∫
T {Hint(x1) · · ·Hint(xn)} d4x1 · · · d4xn ≡

∞∑
n=0

S(n)

Hierin staat deT -operator voor hettijdgeordend product: de factoren moeten hierin geordend worden in
toenemende tijdvolgorde van rechts naar links zodat de vroegste termen het eerst voorkomen. DeS-matrix is
nu gegeven door:Sij = 〈Φi|S|Φj〉 = 〈Φi|Φ(∞)〉.

De interactiehamiltondichtheid voor de wisselwerking tussen het elektromagnetische en het elektron-positron
veld is:Hint(x) = −Jµ(x)Aµ(x) = ieN(ψγµψAµ)

Wanneer dit wordt uitgeschreven als:Hint = ieN
(
(ψ+ + ψ−)γµ(ψ+ + ψ−)(A+

µ +A−µ )
)
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ontstaan er acht termen. Elke term correspondeert met een mogelijk proces. De termieψ+γµψ
+A−µ werkend

op |Φ〉 leidt tot overgangen waarinA−µ een foton crëeert,ψ+ een elektron annihileert enψ+ een positron
annihileert. Alleen die termen met het juiste aantal deeltjes in begin- en eindtoestand dragen bij aan een
matrixelement〈Φi|S|Φj〉. Verder kunnen de factoren inHint deeltjes crëeren en weer annihileren: devirtuele
deeltjes.

De uitdrukkingen voorS(n) bevatten nu tijdgeordende producten van normaalproducten. Dit is te schrijven
als een som van normaalproducten. De hierin nog voorkomende operatoren bevatten juist de minimale veran-
deringen die nodig zijn om van begin- naar eindtoestand te komen. De effecten van de virtuele deeltjes zitten
nu in de (anti)commutatorfuncties. Enkele tijdgeordende producten zijn:

T {Φ(x)Φ(y)} = N {Φ(x)Φ(y)}+ 1
2∆F(x− y)

T
{
ψα(x)ψβ(y)

}
= N

{
ψα(x)ψβ(y)

}
− 1

2S
F
αβ(x− y)

T {Aµ(x)Aν(y)} = N {Aµ(x)Aν(y)}+ 1
2δµνD

F
µν(x− y)

Hierin isSF(x) = (γµ∂µ −M)∆F(x),DF(x) = ∆F(x)|m=0 en

∆F(x) =


1

(2π)3

∫
eikx

ω~k

d3k alsx0 > 0

1
(2π)3

∫
e−ikx

ω~k

d3k alsx0 < 0

De term1
2∆F(x−y) noemt men ook wel de contractie vanΦ(x) enΦ(y), en is de verwachtingswaarde van het

tijdgeordend product in de vacuümtoestand. Het theorema van Wick geeft een uitdrukking voor het tijdgeor-
dend product van een willekeurig aantal veldoperatoren. De grafische voorstelling van deze processen noemt
menFeynmandiagrammen. In dex-representatie bevat elk diagram een aantal processen. De contractiefuncties
kan men ook schrijven als

∆F(x) = lim
ε→0

−2i
(2π)4

∫
eikx

k2 +m2 − iε
d4k en SF(x) = lim

ε→0

−2i
(2π)4

∫
eipx iγµpµ −M

p2 +M2 − iε
d4p

In de uitdrukkingen voorS(2) leidt dit tot termenδ(p + k − p′ − k′). Dit betekent dat er aan energie en im-
pulsbehoud voldaan is. Virtuele deeltjes hoeven echter niet aan de relatie tussen energie en impuls te voldoen.

15.10 Divergenties en renormalisatie

Hogere orde bijdragen blijken∞ bijdragen op te leveren omdat van virtuele deeltjes alleen de somp+k van de
4-impulsen vastligt. Er resteert dan een integratie over een van beide die∞ is. In dex-representatie kan men
dit zien doordat het product van 2 functies dieδ-achtige singulariteiten bevatten niet goed gedefinieerd is. Men
lost dit op door alle divergente diagrammen te verdisconteren in een renormalisatie vane enM . Men neemt
aan dat het elektron, als er geen elektromagnetisch veld zou bestaan, een massaM0 en ladinge0 zou hebben,
6= waargenomen massaM en ladinge. In de Hamilton- en Lagrangedichtheid van het vrije elektron-positron
veld komt danM0 voor. Dit geeft dus, metM = M0 + ∆M :

Le−p(x) = −ψ(x)(γµ∂µ +M0)ψ(x) = −ψ(x)(γµ∂µ +M)ψ(x) + ∆Mψ(x)ψ(x)

enHint = ieN(ψγµψAµ)− i∆eN(ψγµψAµ).

15.11 Classificatie van elementaire deeltjes

Elementaire deeltjes zijn onder te verdelen in:

1. Hadronen: deze bestaan uit quarks, en zijn onder te verdelen in:
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I. Baryonen: deze bestaan uit 3 quarksóf uit 3 antiquarks.

II. Mesonen:deze bestaan uit een quarkén een antiquark.

2. Leptonen: e±, µ±, τ±, νe, νµ, ντ , νe, νµ, ντ .

3. Veldquanta: γ, W±, Z0, gluonen, gravitonen (?).

Een overzicht van deeltjes en de bijbehorende antideeltjes is gegeven in de volgende tabel:

Deeltje spin (̄h) B L T T3 S C B∗ lading (e) m0 (MeV) antideeltje

u 1/2 1/3 0 1/2 1/2 0 0 0 +2/3 5 u
d 1/2 1/3 0 1/2 −1/2 0 0 0 −1/3 9 d
s 1/2 1/3 0 0 0 −1 0 0 −1/3 175 s
c 1/2 1/3 0 0 0 0 1 0 +2/3 1350 c
b 1/2 1/3 0 0 0 0 0 −1 −1/3 4500 b
t 1/2 1/3 0 0 0 0 0 0 +2/3 173000 t

e− 1/2 0 1 0 0 0 0 0 −1 0,511 e+

µ− 1/2 0 1 0 0 0 0 0 −1 105,658 µ+

τ− 1/2 0 1 0 0 0 0 0 −1 1777,1 τ+

νe 1/2 0 1 0 0 0 0 0 0 0(?) νe

νµ 1/2 0 1 0 0 0 0 0 0 0(?) νµ

ντ 1/2 0 1 0 0 0 0 0 0 0(?) ντ

γ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 γ

gluon 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 gluon
W+ 1 0 0 0 0 0 0 0 +1 80220 W−

Z 1 0 0 0 0 0 0 0 0 91187 Z
graviton 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 graviton

Waarin B het baryongetal is en L het leptongetal. Er blijken 3 afzonderlijke leptongetallen te bestaan voor e,
µ enτ , die elk behouden zijn. T is de isospin, T3 de projectie van de isospin op de 3e as, C de charmness, S
de strangeness en B∗ de bottomness. De antideeltjes hebben quantumgetallen met tegengesteld teken, behalve
voor de totale isospin T. De volgende tabel geeft de quarksamenstelling van verschillende hadronen en de
massa van de niet-aangeslagen toestanden in MeV:

π0 1
2

√
2(uu+dd) 134,9764 J/Ψ cc 3096,8 Σ+ d d s 1197,436

π+ ud 139,56995 Υ bb 9460,37 Ξ0 u s s 1314,9

π− du 139,56995 p+ u u d 938,27231 Ξ
0

u s s 1314,9
K0 sd 497,672 p− u u d 938,27231 Ξ− d s s 1321,32
K0 ds 497,672 n0 u d d 939,56563 Ξ+ d s s 1321,32
K+ us 493,677 n0 u d d 939,56563 Ω− s s s 1672,45
K− su 493,677 Λ u d s 1115,684 Ω+ s s s 1672,45
D+ cd 1869,4 Λ u d s 1115,684 Λ+

c u d c 2285,1
D− dc 1869,4 Σ+ u u s 1189,37 ∆2− u u u 1232,0
D0 cu 1864,6 Σ− u u s 1189,37 ∆2+ u u u 1232,0
D0 uc 1864,6 Σ0 u d s 1192,55 ∆+ u u d 1232,0
F+ cs 1969,0 Σ0 u d s 1192,55 ∆0 u d d 1232,0
F− sc 1969,0 Σ− d d s 1197,436 ∆− d d d 1232,0

Verder kan elke quark nog in 2 spintoestanden voorkomen. Mesonen zijn dus bosonen met spin 0 of 1 in
de grondtoestand. Baryonen zijn fermionen met spin1

2 of 3
2 in de grondtoestand. Sommige aangeslagen

toestanden hebben een hogere interneL. Neutrino’s hebben altijd een heliciteit van− 1
2 terwijl de heliciteit

van antineutrino’s altijd+ 1
2 is.

De quantumgetallen zijn aan behoudswetten onderhevig. Deze zijn met het theorema van Noether af te leiden
uit symmetriëen in de Lagrangedichtheid: continue symmetrieën leiden tot additieve behoudswetten, discrete
symmetriëen tot multiplicatieve behoudswetten.

Degeometrische behoudswettenzijn invariant onder Lorentztransformatiesén de CPT-operatie:
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1. Massa/energie, vanwege de invariantie van natuurwetten onder translatie in de tijd.

2. Impuls, vanwege de invariantie van natuurwetten onder translatie.

3. Impulsmoment, vanwege de invariantie van natuurwetten onder rotatie.

Dedynamische behoudswettenzijn invariant onder de CPT-operatie:

1. Elektrische lading, vanwege de invariantie van de Maxwellvergelijkingen onder ijktransformaties.

2. Kleurlading is behouden.

3. Isospin, vanwege de invariantie van de QCD bij rotaties in de T-ruimte.

4. Baryongetal en leptongetal zijn behouden, maar niet onder een eventuele SU(5) symmetrie van natuur-
wetten.

5. Quarksmaak is alleen onder de interacties van de QCD behouden.

6. Pariteit, maar de pariteit is niet behouden onder de interacties van de zwakke wisselwerking.

De elementaire deeltjes zijn in 3 generaties onder te verdelen:

leptonen quarks antileptonen antiquarks

1e generatie e− d e+ d
νe u νe u

2e generatie µ− s µ+ s
νµ c νµ c

3e generatie τ− b τ+ b
ντ t ντ t

De quarks komen weer voor in elk 3 kleuren, maar vanwegeconfinementzijn die niet los waar te nemen. De
kleurkracht neemtniet af met de afstand. Wanneer men een (anti)quark los probeert te maken uit een hadron
zal op een gegeven moment de potentiële energie hoog genoeg zijn om een quark-antiquark paar te creëeren.
Het resultaat zijn 2 hadronen i.p.v. een hadron en een los (anti)quark.

15.12 P en CP-schending

Het blijkt dat onder de zwakke wisselwerking de P-symmetrie, en zelfs de CP-symmetrie niet behouden is.
Enkele processen waarbij de P symmetrie niet behouden is, maar de combinatie CP wél, zijn:

1. µ-verval: µ− → e− + νµ + νe. Linkshandige elektronen komen meer dan1000× zo vaak voor als
rechtshandige.

2. β-verval van spingepolariseerd60Co: 60Co→60 Ni+e−+νe. Er ontstaan meer elektronen met de spin
parallel aan het Co dan antiparallel: (parallel−antiparallel)/(totaal)=20%.

3. Er is geen verband met het neutrino: het verval van hetΛ deeltje via:Λ → p+ + π− enΛ → n0 + π0

vertoont dit effect ook.

De CP-symmetrie blijkt niet behouden bij het verval van neutrale Kaonen. Dit zijn de laagst mogelijke toes-
tanden die een s-quark bevatten en kunnen dus alleen zwak vervallen. Er geldt:C|K0〉 = η|K0〉 metη een
fasefactor. Verder isP|K0〉 = −|K0〉 omdatK0 enK0 intrinsieke pariteit−1 hebben. Hieruit volgt datK0 en
K0 géén eigentoestanden van CP zijn:CP|K0〉 = |K0〉. De lineaire combinaties

|K0
1〉 := 1

2

√
2(|K0〉+ |K0〉) en |K0

2〉 := 1
2

√
2(|K0〉 − |K0〉)
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zijn wel eigentoestanden van CP:CP|K0
1〉 = +|K0

1〉 enCP|K0
2〉 = −|K0

2〉. Bij het beschrijven van zwakke
processen is een basis vanK0

1 enK0
2 handig. Voor kleurinteracties is een basis vanK0 enK0 handig omdat

dan aantal u−aantalu constant is. Bij zwak verval dient men het expansiepostulaat toe te passen:

|K0〉 = 1
2 (〈K0

1|K0〉+ 〈K0
2|K0〉)

De kans op een eindtoestand met CP= −1 is 1
2 |
〈
K0

2|K0
〉
|2, de kans op CP=+1 verval is12 |

〈
K0

1|K0
〉
|2.

De relatie tussen de massa eigenwaarden van de quarks (ongeaccentueerd) en de velden die in de zwakke
stromen voorkomen (geaccentueerd) is(u′, c′, t′) = (u, c, t), en: d′

s′

b′

 =

 1 0 0
0 cos θ2 sin θ2
0 − sin θ2 cos θ2

 1 0 0
0 1 0
0 0 eiδ

 cos θ1 sin θ1 0
− sin θ1 cos θ1 0

0 0 1


 1 0 0

0 cos θ3 sin θ3
0 − sin θ3 cos θ3

 d
s
b


Hierin isθ1 ≡ θC deCabibbo hoek: sin(θC) ≈ 0, 23± 0, 01.

15.13 Het standaardmodel

Wanneer men de Lagrangedichtheid die een veld beschrijft invariant wil maken voor lokale ijktransformaties
uit een bepaalde groep dient men hierin de transformatie

∂

∂xµ
→ D

Dxµ
=

∂

∂xµ
− i g

h̄
LkA

k
µ

uit te voeren. Hierin zijnLk de generatoren van de ijkgroep (de “ladingen”) enAk
µ de ijkvelden. g is de

betreffende koppelingsconstante. De Lagrangedichtheid voor een scalair veld is dan gegeven door

L = − 1
2 (DµΦ∗DµΦ +M2Φ∗Φ)− 1

4F
a
µνF

µν
a

waarin de veldtensoren gegeven zijn door:F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gcalmA

l
µA

m
ν .

15.13.1 De elektrozwakke theorie

De elektrozwakke interactie wordt veroorzaakt door de noodzaak de Lagrangedichtheid invariant te maken
onder lokale ijktransformaties van de groep SU(2)⊗U(1). Omdat de zwakke wisselwerking de pariteit niet be-
houdt worden linkshandige en rechtshandige spintoestanden van de leptonen verschillend behandeld. Wanneer
een vijfde Dirac matrix gedefinieerd is door:

γ5 := γ1γ2γ3γ4 = −


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


zijn de links- en rechtshandige oplossingen van de Diracvergelijking voor neutrino’s gegeven door:

ψL = 1
2 (1 + γ5)ψ en ψR = 1

2 (1− γ5)ψ

Het blijkt dat neutrino’s altijd linkshandig zijn en antineutrino’s altijd rechtshandig. DehyperladingY , voor
quarks gegeven doorY = B + S + C + B∗ + T′, is gedefinieerd door:

Q = 1
2Y + T3

dan geldt[Y, Tk] = 0. Als symmetriegroep neemt men nu de groep U(1)Y⊗SU(2)T , waarvan de generatoren
commuteren. De multipletten van deze groep worden ingedeeld als volgt:
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e−R νeL e−L uL d′L uR dR

T 0 1
2

1
2 0 0

T3 0 1
2 −

1
2

1
2 −

1
2 0 0

Y −2 −1 1
3

4
3 − 2

3

Men koppelt nu 1 veldBµ(x) aan ijkgroep U(1) en 3 ijkvelden~Aµ(x) aan ijkgroep SU(2). De totale La-
grangedichtheid (minus de veldtermen) voor het elektron-fermionveld wordt nu:

L0,EZ = −(ψνe,L, ψeL)γµ

(
∂µ − i

g

h̄
~Aµ · ( 1

2~σ)− 1
2 i
g′

h̄
Bµ · (−1)

)(
ψνe,L

ψeL

)
−

ψeRγ
µ

(
∂µ − 1

2 i
g′

h̄
(−2)Bµ

)
ψeR

Hierin zijn 1
2~σ de generatoren van de isospinT en−1 en−2 zijn de generatoren vanY .

15.13.2 Spontane symmetriebreking: het Higgs mechanisme

In het bovenstaande zijn de leptonen en veldquanta alle massaloos. Zij krijgen hun massa (waarschijnlijk)
via het mechanisme vanspontane symmetriebreking. Dit houdt in dat de dynamische vergelijkingen van een
systeem een symmetrie bezitten die de grondtoestand van dat systeem niet vertoont. Men veronderstelt dat
er een isospin-doublet van scalaire veldenΦ bestaat met elektrische ladingen +1 en 0 en potentiaalV (Φ) =
−µ2Φ∗Φ+λ(Φ∗Φ)2. Hun antideeltjes hebben ladingen−1 en 0. Verder zijn de extra termen inL die hiermee
corresponderen,LH = (DLµΦ)∗(Dµ

LΦ) − V (Φ), globaal U(1)⊗SU(2) symmetrisch. De toestand met de
laagste energie correspondeert dus met de toestand datΦ∗(x)Φ(x) = v = µ2/2λ =constant. Het veld kan
dan worden geschreven (ω± enz zijn weg te transformeren Nambu-Goldstone bosonen enmφ = µ

√
2) als:

Φ =
(

Φ+

Φ0

)
=
(

iω+

(v + φ− iz)/
√

2

)
en 〈0|Φ|0〉 =

(
0

v/
√

2

)
Door deze verwachtingswaarde6= 0 wordt wel de SU(2) symmetrie maar niet de U(1) symmetrie gebroken.
Wanneer de ijkvelden in de nu ontstane Lagrangedichtheid worden ontkoppeld volgt:

W−
µ = 1

2

√
2(A1

µ + iA2
µ) , W+

µ = 1
2

√
2(A1

µ − iA2
µ)

Zµ =
gA3

µ − g′Bµ√
g2 + g′2

≡ A3
µ cos(θW)−Bµ sin(θW)

Aµ =
g′A3

µ + gBµ√
g2 + g′2

≡ A3
µ sin(θW) +Bµ cos(θW)

waarinθW deWeinberg hoekheet, waarvoor geldtsin2(θW) = 0, 255 ± 0, 010. Uit de overblijvende termen
volgt voor de massa’s van de veldquanta:MW = 1

2vg enMZ = 1
2v
√
g2 + g′2, terwijl voor de elementaire

lading geldt:e =
gg′√
g2 + g′2

= g′ cos(θW) = g sin(θW)

Experimenteel vindt men datMW = 80, 22 ± 0, 26 GeV/c2 enMZ = 91, 187 ± 0, 007 GeV/c2. Volgens de
elektrozwakke theorie zou dit moeten zijnMW = 83, 0± 0, 24 GeV/c2 enMZ = 93, 8± 2, 0 GeV/c2.

15.13.3 De quantumchromodynamica

De wisselwerking tussen gekleurde deeltjes wordt veroorzaakt doordat de Lagrangedichtheid invariant is onder
de SU(3) transformaties van de kleurwisselwerking. Men kan nu twee soorten deeltjes onderscheiden:

1. “Witte” deeltjes: deze hebben geen kleurlading, de generator~T = 0.

2. “Gekleurde” deeltjes: de generatoren~T zijn 8 3× 3 matrices. Er zijn 3 kleuren en 3 antikleuren.
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De Lagrangedichtheid voor gekleurde deeltjes is gegeven door

LQCD = i
∑

k

Ψkγ
µDµΨk +

∑
k,l

ΨkMklΨl − 1
4F

a
µνF

µν
a

Omdat deze Lagrangedichtheid geen spinloze deeltjes bevat blijven de gluonen massaloos. Omdat de links- en
rechtshandige quarks nu tot hetzelfde multiplet behoren kan men een massaterm invoeren. Deze is in de vorm
Mkl = mkδkl te brengen.

15.14 Padintegralen

De tijdontwikkeling van een quantummechanisch systeem is, behalve met de Schrödingervergelijking, ook te
beschrijven met eenpadintegraal(Feynman):

ψ(x′, t′) =
∫
F (x′, t′, x, t)ψ(x, t)dx

waarin deF (x′, t′, x, t) de waarschijnlijkheidsamplitude is om een systeem op tijdstipt′ in x′ te vinden als het
op t in x was. Er geldt dat

F (x′, t′, x, t) =
∫

exp
(
iS[x]
h̄

)
d[x]

waarinS[x] de actie-integraal is:S[x] =
∫
L(x, ẋ, t)dt. De notatied[x] betekent dat men de integraal over

alle mogelijke paden[x] moet nemen:

∫
d[x] := lim

n→∞

1
N

∏
n


∞∫

−∞

dx(tn)


Hierin is N een normeringsconstante. Bij elk pad hoort een waarschijnlijkheidsamplitudeexp(iS/h̄). De
klassieke limiet wordt gevonden doorδS = 0 te stellen: de e-macht middelt uit, behalve waar hij stationair
is. In de quantumveldentheorie wordt de kans op de overgang van een veldoperatorΦ(~x,−∞) naarΦ′(~x,∞)
gegeven door

F (Φ′(~x,∞),Φ(~x,−∞)) =
∫

exp
(
iS[Φ]
h̄

)
d[Φ]

met de actie-integraal

S[Φ] =
∫
Ω

L(Φ, ∂νΦ)d4x

15.15 Unificatie en quantumgravitatie

De sterkte van de verschillende krachten varieert met de energie, en de reciproke koppelingsconstanten naderen
elkaar bij toenemende energie. Het SU(5) model voorspelt volledige unificatie van de elektromagnetische,
zwakke en kleurkrachten bij1015GeV. Ze voorspelt nog 12 extra X bosonen die leptonen en quarks koppelen
en die o.a. kunnen zorgen voor protonverval met als dominant kanaalp+ → π0 + e+, met een gemiddelde
levensduur van het proton van1031 jaar. Dit model is experimenteel achterhaald.

Supersymmetrische modellen veronderstellen een symmetrie tussen bosonen en fermionen, en voorspellen
dat de huidige deeltjes partners hebben met een spin die1

2 verschilt. Het supersymmetrische SU(5) model
voorspelt unificatie pas bij een energie van1016GeV en een gemiddelde levensduur van het proton van1033

jaar. De dominante vervalkanalen van protonen in deze theorie zijnp+ → K+ + νµ enp+ → K0 + µ+.

Quantumgravitatie gaat bij deeltjesinteracties pas een rol spelen op Planck schaal, waarλC ≈ RS: mPl =√
hc/G = 3 · 1019 GeV, tPl = h/mPlc

2 =
√
hG/c5 = 10−43 sec enrPl = ctPl ≈ 10−35 m.



Chapter 16

Astrofysica

16.1 Afstandsbepaling

Voor afstandsbepaling in de nabije ruimte wordt deparallax het meest gebruikt. De parallax is het halve
hoekverschil tussen 2 metingen van de positie van een object vanuit verschillende punten. Wanneer de jaarpar-
allax p is geldt voor de afstandR: R = a/ sin(p), waarina de straal van de aardbaan is. Declusterparallax
gebruikt men om de afstand van een groep sterren te bepalen d.m.v. hun beweging t.o.v. een vaste achtergrond.
De tangentïele snelheidvt en de radïele snelheidvr van de sterren langs de hemelbol zijn gegeven door

vr = V cos(θ) , vt = V sin(θ) = ωR

waarinθ de hoek tussen de ster en hetconvergentiepuntis enR̂ de afstand in
pc. Dit geeft metvt = vr tan(θ)

R =
vr tan(θ)

ω
⇒ R̂ =

1′′

p

waarin de parallaxp in boogseconden is. De parallax is gegeven door

p =
4, 74µ
vr tan(θ)

(((�
�

�
�,

,
,

,
,

,

RR-Lyrae

Type 2

Type 1

0,1 0,3 1 3 10 30 100
1

0

-1

-2
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-4

-5

P (dagen)→

〈M〉

met µ de eigenbeweging van de ster in′′/jaar. Een methode voor afstandsbepaling van wat verder weg
staande objecten, zoals melkwegstelsels en sterrenhopen gaat via de periode-gemiddelde lichtkracht relatie
van Cephëıden. Deze relatie is voor verschillende typen sterren weergegeven in het figuur hierboven.

16.2 Lichtsterkte en magnituden

De lichtsterkteis de totale uitgestraalde energie per tijdseenheid. De aarde ontvangt van de zons0 = 1, 374
kW/m2 aan energie. De lichtsterkte van de zon is dusL� = 4πr2s0 = 3, 82 · 1026 W. De lichtsterkte van de
zon is ook gegeven door:

L� = 4πR2
�

∞∫
0

πFνdν

waarinπFν de monochromatische stralingsflux is. Ter plaatse van een waarnemer is dit nogπfν , metfν =
(R/r)2Fν als absorptie verwaarloosd wordt. WanneerAν de fractie van de flux is die het aardoppervlak
bereikt,Rν de transmissiefactor is enπa2 het oppervlak van de detector is vindt men voor deschijnbare
helderheidb:

b = πa2

∞∫
0

fνAνRνdν

Omdat het oog logaritmisch werkt voor lichtperceptie is demagnitudem gedefinieerd als

b1
b2

= (100)
1
5 (m2−m1) = (2, 512)m2−m1

96
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Hieruit volgt datm2−m1 = 2, 5 ·10 log(b1/b2), ofwelm = −2, 5 ·10 log(b)+C. De schijnbare helderheid van
een ster die op 10 pc zou staan noemt men deabsolute helderheidB: B/b = (r̂/10)2. De absolute magnitude
is dan gegeven doorM = −2, 5 ·10 log(B)+C, ofwel:M = 5+m−5 ·10 log(r̂). Wanneer rekening gehouden
wordt met een interstellaire absorptie van10−4/pc vindt men

M = (m− 4 · 10−4r̂) + 5− 5 ·10 log(r̂)

Wanneer de detector alle door een object uitgestraalde straling zou meten zou men deabsolute bolometrische
magnitudemeten. Wanneer debolometrische correctieBC gegeven is door

BC = 2, 5 ·10 log
(

ontvangen energieflux
geregistreerde energieflux

)
= 2, 5 ·10 log

( ∫
fνdν∫

fνAνRνdν

)
geldt:Mb = MV −BC metMV de visuele magnitude. Verder geldt

Mb = −2, 5 ·10 log
(
L

L�

)
+ 4, 72

16.3 Straling en steratmosferen

De stralingsenergie die door een oppervlakdA stroomt isdE = Iν(θ, ϕ) cos(θ)dνdΩdAdt, waarinIµ de
monochromatische intensiteit[Wm−2sr−1Hz−1] is. Zolang er geen sprake is van absorptie is de grootheidIν
onafhankelijk van de afstand tot de bron. Voor een zwart lichaam geldt de stralingswet van Planck, deze is
uitgedrukt inI:

Iν(T ) ≡ Bν(T ) =
c

4π
wν(T ) =

2hν3

c2
1

exp(hν/kT )− 1

Het stralingstransport door een laag is dan te schrijven als

dIν
ds

= −Iνκν + jν

Hierin is jν deemissiecöefficïentenκν deabsorptiecöefficïent.
∫
ds is de breedte van de laag. Deoptische

dikteτν van de laag is gegeven doorτν =
∫
κνds. Als τν � 1 is de laag optisch dun, alsτν � 1 is de laag

optisch dik. In LTE geldt voor de steratmosfeer:jν = κνBν(T ). Dan geldt:

Iν(s) = Iν(0)e−τν +Bν(T )(1− e−τν )

16.4 Steropbouw en evolutie

De opbouw van een ster wordt beschreven door de volgende vergelijkingen:

dM(r)
dr

= 4π%(r)r2

dp(r)
dr

= −GM(r)%(r)
r2

L(r)
dr

= 4π%(r)ε(r)r2(
dT (r)
dr

)
stral

= −3
4
L(r)
4πr2

κ(r)
4σT 3(r)

, (Eddington), of(
dT (r)
dr

)
conv

=
T (r)
p(r)

γ − 1
γ

dp(r)
dr

, (convectief energietransport)

Verder is voor sterren van het Zon-type het samenstellende plasma te beschrijven als een ideaal gas:

p(r) =
%(r)kT (r)
µmH
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waarinµ het gemiddelde molecuulgewicht is, dat meestal goed benaderd wordt door:

µ =
%

nmH
=

1
2X + 3

4Y + 1
2Z

waarinX de massafractie van H is,Y de massafractie van He enZ de massafractie van de andere elementen.
Verder gelden er verbanden

κ(r) = f(%(r), T (r), samenstelling) en ε(r) = g(%(r), T (r), samenstelling)

Er zal convectie in de ster optreden als voldaan is aan het Schwartzschild criterium:(
dT

dr

)
conv

<

(
dT

dr

)
stral

Anders zal het energietransport via straling plaatsvinden. Voor sterren in quasi-hydrostatisch evenwicht gelden
de benaderingenr = 1

2R, M(r) = 1
2M , dM/dr = M/R, κ ∼ % enε ∼ %Tµ (deze laatste aanname is alleen

geldig voor hoofdreekssterren). Voor pp-ketens isµ ≈ 5 en voor de CNO cyclus geldtµ = 12 tot 18.
Men vindt danL ∼ M3: de massa-lichtkracht relatie. Verder volgt dan:L ∼ R4 ∼ T 8

eff . Dit leidt tot de
vergelijking van de hoofdreeks in het Hertzsprung-Russel diagram:

10 log(L) = 8 ·10 log(Teff) + constante

16.5 Energieproductie in sterren

De netto reactie waaruit de meeste sterren hun energie onttrekken is:41H→ 4He + 2e+ + 2νe + γ.
Hierbij komt 26,72 MeV vrij. Deze reactie kan verlopen via twee reactieketens. De traagste, snelheidsbepal-
ende stap is vet weergegeven. De energie tussen haakjes is de energie die het neutrino meeneemt.

1. De proton-proton keten: deze kent twee takken:
1H + p+ → 2D + e+ + νe, en daarna2D + p→ 3He + γ.

I. pp1: 3He +3 He→ 2p+ + 4He. Er komt 26,21 + (0,51) MeV vrij.

II. pp2: 3He + α→ 7Be + γ

i. 7Be + e− → 7Li + ν, dan7Li + p+ → 24He + γ. 25,92 + (0,80) MeV.

ii. 7Be + p+ → 8B + γ, dan8B + e+ → 24He + ν. 19,5 + (7,2) MeV.

De beide7Be takken worden belangrijker bij hogereT .

2. De CNO cyclus. De eerste reactieweg geeft 25,03 + (1,69) MeV, de tweede 24,74 + (1,98) MeV. De
reacties die plaatsvinden zijn hieronder weergegeven.

−→ ↘
↗ → 15N + p+ → α+12 C 15N + p+ → 16O + γ

↓ ↓
15O + e+ → 15N + ν 12C + p+ → 13N + γ 16O + p+ → 17F + γ

↑ ↓ ↓
14N + p+ → 15O + γ 13N→ 13C + e+ + ν 17F→ 17O + e+ + ν

↓ ↓
↖ ← 13C + p+ → 14N + γ 17O + p+ → α+ 14N

←− ↙
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De∇-operator

In cartesische cöordinaten(x, y, z) geldt:

~∇ =
∂

∂x
~ex +

∂

∂y
~ey +

∂

∂z
~ez , gradf = ~∇f =

∂f

∂x
~ex +

∂f

∂y
~ey +

∂f

∂z
~ez

div ~a = ~∇ · ~a =
∂ax

∂x
+
∂ay

∂y
+
∂az

∂z
, ∇2f =

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

rot ~a = ~∇× ~a =
(
∂az

∂y
− ∂ay

∂z

)
~ex +

(
∂ax

∂z
− ∂az

∂x

)
~ey +

(
∂ay

∂x
− ∂ax

∂y

)
~ez

In cylindercöordinaten(r, ϕ, z) geldt:

~∇ =
∂

∂r
~er +

1
r

∂

∂ϕ
~eϕ +

∂

∂z
~ez , gradf =

∂f

∂r
~er +

1
r

∂f

∂ϕ
~eϕ +

∂f

∂z
~ez

div ~a =
∂ar

∂r
+
ar

r
+

1
r

∂aϕ

∂ϕ
+
∂az

∂z
, ∇2f =

∂2f

∂r2
+

1
r

∂f

∂r
+

1
r2
∂2f

∂ϕ2
+
∂2f

∂z2

rot ~a =
(

1
r

∂az

∂ϕ
− ∂aϕ

∂z

)
~er +

(
∂ar

∂z
− ∂az

∂r

)
~eϕ +

(
∂aϕ

∂r
+
aϕ

r
− 1
r

∂ar

∂ϕ

)
~ez

In bolcöordinaten(r, θ, ϕ) geldt:

~∇ =
∂

∂r
~er +

1
r

∂

∂θ
~eθ +

1
r sin θ

∂

∂ϕ
~eϕ

gradf =
∂f

∂r
~er +

1
r

∂f

∂θ
~eθ +

1
r sin θ

∂f

∂ϕ
~eϕ

div ~a =
∂ar

∂r
+

2ar

r
+

1
r

∂aθ

∂θ
+

aθ

r tan θ
+

1
r sin θ

∂aϕ

∂ϕ

rot ~a =
(

1
r

∂aϕ

∂θ
+

aθ

r tan θ
− 1
r sin θ

∂aθ

∂ϕ

)
~er +

(
1

r sin θ
∂ar

∂ϕ
− ∂aϕ

∂r
− aϕ

r

)
~eθ +(

∂aθ

∂r
+
aθ

r
− 1
r

∂ar

∂θ

)
~eϕ

∇2f =
∂2f

∂r2
+

2
r

∂f

∂r
+

1
r2
∂2f

∂θ2
+

1
r2 tan θ

∂f

∂θ
+

1
r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2

Algemene kromlijnige orthonormale coördinaten(u, v, w) kunnen uit cartesische coördinaten verkregen wor-
den door de transformatie~x = ~x(u, v, w). Dan worden de eenheidsvectoren gegeven door:

~eu =
1
h1

∂~x

∂u
, ~ev =

1
h2

∂~x

∂v
, ~ew =

1
h3

∂~x

∂w

waarin de factorenhi zorgen voor de normering op lengte 1. Dan volgt:

gradf =
1
h1

∂f

∂u
~eu +

1
h2

∂f

∂v
~ev +

1
h3

∂f

∂w
~ew

div ~a =
1

h1h2h3

(
∂

∂u
(h2h3au) +

∂

∂v
(h3h1av) +

∂

∂w
(h1h2aw)

)
rot ~a =

1
h2h3

(
∂(h3aw)
∂v

− ∂(h2av)
∂w

)
~eu +

1
h3h1

(
∂(h1au)
∂w

− ∂(h3aw)
∂u

)
~ev +

1
h1h2

(
∂(h2av)
∂u

− ∂(h1au)
∂v

)
~ew

∇2f =
1

h1h2h3

[
∂

∂u

(
h2h3

h1

∂f

∂u

)
+

∂

∂v

(
h3h1

h2

∂f

∂v

)
+

∂

∂w

(
h1h2

h3

∂f

∂w

)]
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Het SI eenhedenstelsel

Basiseenheden
Grootheid Eenheid Afk.
Lengte meter m
Massa kilogram kg
Tijd seconde s
Therm. temp. kelvin K
Elektr. stroom ampere A
Lichtsterkte candela cd
Hoeveelheid stof mol mol

Aanvullende eenheden
Vlakke hoek radiaal rad
Ruimtehoek sterradiaal sr

Afgeleide eenheden met eigen naam
Grootheid Eenheid Afk. Afleiding

Frequentie hertz Hz s−1

Kracht newton N kg ·m · s−2

Druk pascal Pa N ·m−2

Energie joule J N ·m
Vermogen watt W J · s−1

Elektr. lading coulomb C A · s
Elektr. spanning volt V W ·A−1

Elektr. capaciteit farad F C ·V−1

Elektr. weerstand ohm Ω V ·A−1

Elektr. geleiding siemens S A ·V−1

Magn. flux weber Wb V · s
Magn. inductie tesla T Wb ·m−2

Inductantie henry H Wb ·A−1

Lichtstroom lumen lm cd · sr
Verlichtingssterkte lux lx lm ·m−2

Activiteit bequerel Bq s−1

Geabs. dosis gray Gy J · kg−1

Dosis equivalent sievert Sv J · kg−1

Decimale voorvoegsels

yotta Y 1024 giga G 109 deci d 10−1 pico p 10−12

zetta Z 1021 mega M 106 centi c 10−2 femto f 10−15

exa E 1018 kilo k 103 milli m 10−3 atto a 10−18

peta P 1015 hecto h 102 micro µ 10−6 zepto z 10−21

tera T 1012 deca da 10 nano n 10−9 yocto y 10−24
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