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Chapter 1

Mechanica

1.1 Puntkinematica in een vast stelsel

1.1.1 Definities

De plaats”, de snelheid’ en de versnelling zijn gedefinieerd alst’ = (z,y, 2), ¥ = (&, 9, 2), d = (&,9, 2).
Er geldt:

s(t) = so —|—/|U(t)|dt; F(t) = 7 —i—/U(t)dt; T(t) = v + /c‘i(t)dt
Bij constante versnelling geldt dus(t) = vy + at ens(t) = sg + vot + %atQ.

Voor de eenheidsrichtingsvectorenop de baar; en evenwijdig daaraa#, geldt:

é't:ﬁ: é)t:*é’n' é)n:f
|7]  ds 7

voodr 5w €

Voor dekrommingk en dekromtestraalp geldt:

o de _dF_|dp
T ds  ds? T |ds

) p_
||

1.1.2 Poolcordinaten
Poolcardinaten worden gegeven doar:= r cos(f), y = rsin(). Hieruit volgt voor de eenheidsvectoren:
€. = 0¢p, &g = —08,

De snelheid en versnelling volgen uit= ré,, 7 = 7€, + r0éy, @ = (¥ — r02)é, + (270 + r6)éy.

1.2 Relatieve beweging

. 0 X U - .
Voor de beweging van een punt D t.o.v. een punt Q gelgit= 7 + w, metQD = ip — 7g enw = 4.
w

Verder geldt:a = . Het accent betekent: de betreffende grootheid geldt in het bewegerittelic@mtenstelsel.
In een bewegend stelsel geldt:
T=tq+ v +dxi'end=dq+ad +ax7 +20x0" +& x (Jx7')

metd x (& x 7') = —w?7!,

1.3 Puntdynamica in een vast stelsel

1.3.1 Kracht, impuls(moment), energie

De 2e wet van Newton geeft het verband tussen een kracht op een voorwerp en de resulterende versnelling
daarvan, waarin dinpulsgegeven is doom’ = mu"

dﬁ d(’ﬂl’l?) dv N dm m=const
= ma

F’_”_’t:—: = -
(no.t) =3 dt ar U

De 3e wet van Newton IUidtF,cije = — Fronctio-



Hoofdstuk 1: Mechanica 3

Voor het vermogerP geldt: P = W = F - . Voor de totale energi&/, de kinetische energi& en de
potentéle energid/ geldt: W =T + U ; T = —U metT = 7m02

De stootS is gegeven door§ = Ap = /ﬁdt

2 2
De door een kracht geleverde arbeids A /ﬁ ds = / cos(a
1 1

Het krachtmoment hangt samen met het impulsmomént 7 =L=7xF;en
L=7xp=mix7,|L|=mriw. Ergeldt
o w
00

Voorwaarden voor een mechanisch evenwicht zijn §dsf; = 0 en>. 7 = 0.

De wrijvingskrachtis meestal evenredig met de normaalkracht, behalve bij het op gang komen van de beweg-
ing, wanneer er een drempel overwonnen moet wordgn, = f - Frorm - €.

1.3.2 Conservatief krachtveld

Een cgnservatieve kracht is te schrijven als de @mtdian een potentiaaﬁcons = —VU. Hieruit volgt dat
V x F' = 0. Voor zo’n krachtveld geldt tevens:

r1

fﬁd&ﬂh¢U:%—/ﬁd§

To

De arbeid die een conservatief veld verricht hangt dus niet af van de gevolgde baan, maar slechts van het begin-
en eindpunt van de beweging.

1.3.3 Gravitatie
De Newtonse gravitatiewet luidt (in de ART schrijft men aokp.v. G):

= mimsa _,
Fg - *GTer

Hieruit volgt voor de gravitatiepotentiadll = —G'm/r. Uit Gauss volgt danV?V = 47G.

1.3.4 Baanvergelijkingen
Als V = V(r) volgt uit de Lagrangevergelijking voar behoud van impulsmoment:

oL _ oV _ d, 5. T
9~ 99 Oédt(mr¢)fO¢szmr¢>fconstant

Voor de straal als functie van de tijd is dan af te leiden dat:

<dr>2 _2w-v) I?

dt m  m2p2

De hoekvergelijking luidt nu:

(mr2 W —v) 12
¢_¢O:/[mg\/( m )_m2r2

0

-1

-2

1_ 1
dr” 2 arecos [ 14 ———T0
=+ km/L2

alsF = F(r): L =constant, alg"' conservatief is, geldti’ =constant, al§” | 7 danisAT = 0enU = 0.
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De baanvergelijkingen van Kepler

In een krachtveld” = kr~2 veld zijn banen kegelsneden met het krachtcentrum in een brandpunt (1e wet van
Kepler). De baanvergelijking luidt:

¢
)= —-— ofwel: 2 2 = {— 2
r®) 1+ecos(d —bp)’ vy = (t—ea)
met ) ) , ,
L 2WL ’
E = -, 2 = ]_ _— = ]_ —_ e, —
G, © T e, o CT 12 T aw

a is de lengte van de halve lange as van de ellipsbaan in het geval de baan gesloten is. De halve korte as
b = Val. ¢ is deexcentriciteitvan de baan. Banen met gelijkeijn gelijkvormig. Er zijn nu 5 soorten banen
mogelijk:

1. k < 0ene = 0: een cirkel.

2. k<0en0<e<1:eenellips.

3. kK < 0ene = 1: een parabool.

4. k < 0ene > 1: een hyperbool naar het krachtcentrum toe gekromd.
5. kK > 0 ene > 1: een hyperbool van het krachtcentrum af gekromd.

Andere combinaties zijn niet mogelijk: in een afstotend veld is de totale energie positiebdus

Indien A(ty, t2) het oppervlak is tussen de baan die doorlopen is tussam., en het brandpunt C waaromheen
de planeet draait luidt de 2e wet van Kepler (de perkenwet):

L¢
Aty,t9) = —(to — t
( 1 2) 2m( 2 1)
De 3e wet van Kepler luidt, mé&t de omlooptijd enl/;, de totale massa van het systeem:

T  4r?
CL3 o GMtot

1.3.5 De viriaalstelling

De viriaalstelling voor 1 deeltje luidt:

(mﬁ-r"}zO:(T}z—%<ﬁ-F>:%<rdr>:§n<U> alsU:—rﬁn

De viriaalstelling voor een verzameling deeltjes luidt:

deeltjes paren

Deze stellingen zijn ook te schrijven @&y, + Epor = 0.

1.4 Puntdynamica in een bewegend stelsel

1.4.1 Schijnkrachten

De totale kracht in een bewegendedinatenstelsel wordt gevonden door de schijnkrachten af te trekken van
de krachten die in het referentiestelsel werkéh: = F' — F.pijn. De verschillende schijnkrachten worden
gegeven door:
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1. Oorsprongstransformatiéy,,, = —md,
2. Rotatie:F,, = —ma x 7’
3. Corioliskracht:F,,, = —2md x U

_ mv?

4. Centrifugale krachtfe; = mw?s, ' = —Foy ; Fop = ———@,
;

1.4.2 Tensorvorm

Transformatie van de Newtonse bewegingsvergelijkingen rfaas = (x):

dee_ 0w i’
dt — 0xf dt’
Uit de kettingregel volgt:

ddz®  da d (ama dmﬁ) O P3® dif d (axa)

dt dt ~ dt2  dt \oxP dt )  0zP dt2 +W% oz
dus:
doat 9 et it 00 di
dt 978 9zv 0z dt =~ 9TPOTY dt
Dit geeft:

d?z® _ 0x® d?>z? 0%z dz) [dzP
a2 oxf a2 ' 0zfor dt <dt)
De Newtonse bewegingsvergelijking
d?z®
"

d?z® dzf dx
reg ==\ = po
m{ az g dt}

:Fa

wordt dus getransformeerd in:

. . . da® dx
De schijn“krachten” zijn dus van de oorzaak- naar de effect kant gebracht in de[\g)yr%%.

1.5 Dynamica van massapuntverzamelingen

1.5.1 Het massamiddelpunt

De snelheid t.o.v. het massamiddelpﬁ’rm/ordt gegeven doaf— J? De cayrdinaten van het massamiddelpunt
worden gegeven door:
S > Mt

'm = Zml

In een 2-deeltjes systeem worden démtinaten van het massamiddelpunt gegeven door:

Ao maT + mats
mi1 + mo

Met ¥ = 7 — 7 wordt kinetische energie daf’ = %MtotRQ + %wﬁ, waarbij degereduceerde massa

1 1 1
gegeven wordt door- = — + —
m

. LM T . . .
De bewegingen binnen en buiten het massamiddelpuntssysteem zijn te scheiden:

=

Luitwendig = Tuitwendig 3 Linwendig = Tinwendig

=Mty ; Futw =My ; Fi2=pu
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1.5.2 Botsingen

Bij botsingen, met B het botsingspunt en C een willekeurig ander punt, geldt:

P = muy, iS constant, efl’ = %mﬁﬁl is constant. De verandering in delatieve snelhedewolgt uit S =

AP = p(Tna — Tyoor)- Verder geldt danNL = CB x §, 7 || S =constant erf. t.0.v. B is constant.

1.6 Dynamica van starre lichamen

1.6.1 Traagheidsmoment

Het impulsmoment in een bewegendiodinatenstelsel wordt gegeven door:
'=I15+1L,
waarini hettraagheidsmomernén opzichte van een centrale as is, dat gegeven is door:

— E = 2, [ _ 1 > > 1 2
I = m;r; 3 T = Wrot = 5&)]”67;6]' = 5[0}
7

I= %/r'deVZ /r'idm

- ,
Li = I”wj ; ]ii = Ii ] Iij = ]ﬂ = — E kaCi.I'j
k

of, in het continue geval, door:

Verder geldt dat:

De stelling van Steiner luidt; o.v p = I;.0.v.c + m(DM)? als as C|| as D.

| Object | I | Object | I |
Holle cylinder I =mR? Massieve cylinder I =3mR?
Schijf, as in vlak schijf door m I = 1mR? Halter = TuR?
Holle bol I=2mR? Massieve bol I=2mR?
Staaf, asl. door m.pnt I=2Lmi? Staaf, asl door eind = imi?
Rechthoek, ad vlak doorm | I = Lm(a? +b%) | Rechthoek, a§ b door m| I = ma?

1.6.2 Hoofdassen
Elk star lichaam heeft (minstens) 3 onderlihgcentrale hoofdassen. Voor een hoofdas geldt:

oI oI oI
— = = = dat L. =
Owy  Owy  Ow, 0 zodatL;, =0

I — I
er geldtiw, = —a;jwiw; Meta;, = 7 Lalsl; < I, < Is.
k

1.6.3 Tijdafhankelijkheid
Voor het krachtmoment geldt:

HetkoppelT' is gegeven doorf’ = F x d.
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1.7 Variatierekening, Hamilton en Lagrange mechanica

1.7.1 Variatierekening

Uitgaande van:
f d d
. u

volgen de vergelijkingen van Lagrange:
d oL 0oL

dt8g;  Oqi

Wanneer bij het variatieprobleediy (v) = 0 nevencondities van het tyg€(«) =constant gelden wordt het
variatieprobleemdJ(u) — MK (u) = 0.

1.7.2 Hamiltonmechanica

De Lagrangiaanwordt gegeven doorC = ) T(¢;) — V(¢;). De Hamiltoniaanwordt gegeven doorff =
> ¢ipi — L. In 2 dimensies geldte = T — U = 1m(#2 + r2¢?) — U(r, ¢).

Als de gebruikte cordinatencanonisclrijn, zijn de Hamilton vergelijkingen de bewegingsvergelijkingen van
het probleem:

dqi o oH . dpi o oOH

dt  Op; ' dt  0Og

Coordinaten zijn canonisch als ze voldoen adt;, ¢;} = 0, {p;,p;} = 0, {¢:,p;} = d;; waarin{, } de

Poisson haalks:
0AO0B 0AOB
4.5} = zl: [8%‘ dp;  Ip; Dg;

De Hamiltoniaan van de Harmonische oscillator is gegeven fiqar; p) = p?/2m + %mw2x2.

Met nieuwe cérdinaten(d, I'), volgend uit de canonieke transformatie= /21 /mw cos(6) en
p = —V2Imwsin(f), metinverse = arctan(—p/mwz) enl = p*/2mw + mwa?, volgt: H(0,1) = wl.

De Hamiltoniaan van een geladen deeltje met lading een uitwendig elektromagnetisch veld is gegeven

door
1

" 2m

H (ﬁ— qfY)Q—FqV

Deze is te vinden uit de Hamiltoniaan voor een vrij deelfje= p? /2m door de transformatigs — 7 — qf_f en

H — H — ¢V. Uit relativistisch oogpunt is dit elegant: dit komt overeen met de transformatie van de impuls
4-vectorp® — p* — ¢A“. Een ijktransformatie van de potentialdft komt juist overeen met een canonieke
transformatie, waardoor de Hamiltonvergelijkingen weer de bewegingsvergelijkingen van het probleem geven.

1.7.3 Beweging om evenwicht, linearisatie

Voor natuurlijke systemen geldt rondt een evenwichtspunt:

oV oV
(8%)0 =0; V(g) =V(0) + Virqiqx met Vi, = (8%8%)0

Met T = (M;rgige) Wordt het stelsel bewegingsvergelijking@ig + V¢ = 0 verkregen. Alsg;(t) =

a; exp(iwt) wordt gesubstitueerd, heeft dit stelsel oplossingenrlal§V — w?M) = 0. Dit geeft de eigen-
aEVak
agMak
algemene oplossing is een superpositie van de eigentrillingen.

frequenties van het probleems;; = . Als het evenwichtspunt stabiel is geldt datw? > 0. De
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1.7.4 Faseruimte, stelling van Liouville

In de faseruimte geldt:

0 ) o 0 0H 0 OH
V:@aq@api) s 7= (503 o )

Als de continiiteitsvergelijkingd:o + V - (o7) = 0 geldt, is dit te schrijven als:

do

HY 4+ 22 =
loH}+5 =0
In het algemeen geldt voor een willekeurige groothéid

dA 0A

— ={AH

g~ At

De stelling van Liouville is dan te schrijven als:

do _

i 0; ofwel: / pdg = constant

1.7.5 Genererende functies

Uitgaande van de ¢wdinatentransformatie:

{ Qi = Qi(4i,pis 1)
gelden met de nieuwe Hamiltonia& de Hamiltonvergelijkingen:

dQ; 9K dp, 0K

9P’ dt  0Q;

Er zijn nu 4 gevallen te onderscheiden:

dF 79 i7t " . .
1. Alsgeldt:p;¢; — H = P,Q; — K(P;,Q;,t) — w volgen de cérdinaten uit:

dt
8F1 8F1 8F1
LT el
Pi= 5 90, o

dF>(g;, P;,t)
dt
oR OF,

— K=Hg+22
op, o

2. Als geldt:p;q; — H = —PZ-Q,- — K(P;,Qi,t) + volgen de cordinaten uit;

0k
pi = YA

Qi

) dF5(pi, Qi t . .
3. Alsgeldt:—p;q; — H = P,Q; — K(P;,Q;,t) + M volgen de cordinaten uit:

dt

8F3 8F3 aFS
P P L i
=" 90, o

dF4(p27PZ7t)
dt
oF, . OF; OF,

- [ ) K=H A,
o 9T ap, o

4. Als geldt:—p;q; — H = —P,Q; — K(FP;,Q;,t) + volgen de cordinaten uit:

qi =

De functiest', F», F3 enF, heten degenererende functies




Chapter 2

Elektriciteit & Magnetisme

2.1 De Maxwell vergelijkingen

Het klassieke elektromagnetische veld kan beschreven worden nidaxieellvergelijkingendie zowel in
differentiéle als integrale vorm geschreven kunnen worden:

#(5 . ﬁ)dzA = erij,omsl V- ﬁ = Pvrij
#(E-ﬁ)dQA:O V-B=0

O . 0B
%E'dS**% VXE—*E )
L v . . oD
%H -ds = Ivrij,omsl + E VxH= Jvrij + E

Voor de fluxen geldty = //(5 Si)d2A, = //(E -7 )d? A.

De dielektrische verschuivin@, poIarisatieI3 en elektrische veldsterki€ hangen samen volgens:

2
D=coE + P =coe,E, P=YFo/Vol,er = 1+ e, Melye = —L0
380kT
De magnetische veldsterki#, de magnetisati@ff en de magnetische quxdichtheﬁjhangen samen volgens:
2
_ N . — — - nm,
B=puo(H+M)=pouH, M=> m/Vol, u, =1+ xm, Metyy, = NngO

2.2 Kracht en potentiaal

De kracht en het elektrische veld tussen 2 puntladingen wordt gegeven door:

Fry— Q1Q2

= E =
dmepe,r?

O

De Lorentzkracht, die een geladen deeltje dat bgweegt in een magnetisch veld ondervindt, is de relativistische
transformatie van de Coulombkractit, = Q(¢ x B) =I(I x B).

Het magnetische veld in pufit dat ten gevolge van een elektrische stroom ontstaat wordt gegeven deet de
van Biot-Savartook wel de wet van Laplace genoemd. Hierinlig| I en+ loopt vandl naarP:

5 ol -
dBp = dl -
P 4pr2 e

Indien de stroom tijdafhankelijk is dient men rekening te houden retardatie men dient de substitutie
I(t) — I(t — r/c) toe te passen.

B x 7.

N

2
De potentialen worden gegeven dobi; = — / E-dsend =
1
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Hierbij blijft de vrijheid over om eeiijktransformatieuit te voeren. De velden volgen uit de potentialen via:

Verder geldt nog het verband? B = 7 x E.

2.3 |Jktransformaties

Onder een ijktransformatie transformeren de potentialen van het EM veld volgens:

{ A =A-Vf
of

/_V

V= o

zodat de veldett en B niet veranderen. Dit geeft een canonieke transformatie van de Hamiltoniaan. Men kan
dan tevens nog een beperkende voorwaarde opleggen. Twee gebruikelijke keuzes zijn:

LIV _ . Hierdoor ontkoppelen de DV's voof enV: 1V = — 2 (04 =

1. Lorentz-ijk: V- A + — =
z-ijk: V + 2 o .

o

—Moj-
2. Coulombijk:V-A =0.Als p=0enJ = 0geldtV = 0 en voldoetd aarl ] A = 0.

2.4 Energie van het elektromagnetische veld

De energiedichtheid van het EM veld is:

aw
dVol_w_/HdB+/EdD

Uitgedrukt in stromen en potentialen zijn de energiedichtheden;

wmag:%/j-ffd?’x , we1=%/de3$

2.5 Elektromagnetische golven

2.5.1 Elektromagnetische golven in vadim
De golfvergelijkind ] ¥ (7, t) = — f(, ) heeft als oplossingen, met= (o)~ '/

wr = [LE P

4r|7 — 7|

Indien dit geschreven wordt algi(7, t) = J (i) exp(—iwt) en A(7, t) = A(F) exp(—iwt) met:

= = AT
A’(F) H /j»(”?/)eXp(’Lk'|T r Dd?),,?/ , V(F) _ 1 /p(F,)eXp(Zk‘T r |)d3F/

dn 7= 7 = Ine =]
is via een multipoolontwikkeling af te leiden dat voor de uitgestraalde energie geldtals r:
dP k2 cea
- - " J =/ zk-rd?) /
dQl  32m2¢eqc / (e "
De energiedichtheid van de EM golf van een trillende dipool op grote afstand is:
2 a2 4 2 12 4 4|-12
pgsin®(Q)w* | 4 P sin® (9w ck*|p]
—gop? =007 17 kr —wt 02" p=
w=eo 16m2e0r2ct sin(kr —wt) - (w), 32m2gqr2ct 127eg

De uitgestraalde energie volgt uit Beynting vectolS: S = E x H = cWé,. Deirradiantie is het tijdgemid-
delde van de Poynting vectaF:= (]S |);. De stralingsdrulp; is gegeven doops = (1 + R)|S |/c, waarinR
de reflectiecéfficiént is.
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2.5.2 Elektromagnetische golven in materie

De golfvergelijkingen in materie, met,.. = (¢1)~'/? de lichtsnelheid in materie, zijn:

% uwo\ = % uo\ =
2 — _— = = 2 — _— = =
(V hom p 8t> E=0, (V hom P 6t> B=0

geven, na substitutie van de monochromatische vlakke golfoplossifigenE exp(z’(E -7 —wt))enB =
Bexp(i(k - 7 — wt)) de dispersierelatie:

k? = cpw® + e
p

De 1le term komt van de verplaatsingsstroom, de 2e van de geleidingsstroom. géschreven wordt als
k:= k' + k" volgt:

1 1
k= 1 1 1+—— en k"= L -1 14—
OV T e OV TR G

De golf is dus gedempttl = E exp(—k"7 - 7) exp(i(k'7i - 7 — wt)). Als er sprake is van een goede geleider

dempt de golf uit op een afstand van ongeveer de golflehgte(1 + 7) ’;—w
P
2.6 Multipolen
1 1 . . y
Omdat———— = - Z T P;(cos 0) is de potentiaal te schrijven alg: = Q K
F=r o \T dme = 1
Voor de laagste orde termen geldt:
e Monopool:l =0, kg = [ pdV
e Dipool: I =1,k = [ rcos(0)pdV
e Quadrupooll = 2, ky = (322 — r?)
1. De elektrische dipool: dipoolmoment:p’ = Qle, waarin ¢ loopt van & naar ©, en

F= (ﬁ V)E‘uith enw = _ﬁ' Euitw-

Elektrisch veld:& ~ — @ (377 _
dmer3 \| r?

—

ﬁ). Het moment isy = p' X Eyjtw

2. De magnetische dipool: dipoolmoment: als> V' A: ji = I x (Ae)), F= (i - V) Buitw
2

muv . —
|M‘ = QBJ_’W = —uX Buitw
) - — 3u-7 ) .,
Magnetisch veldB = 1 “3 ( ’u2 " ﬁ). Het moment isT = [i X Buitw
mr T

2.7 Elektrische stromen

De contintiteitsvergelijking voor lading Iuidtg—ft) + V- J = 0. Deelektrische stroomsterkts gegeven door:

Izgz//(fﬁ)d%l

In het algemeen geldt in een geleidgr= E/p, metp desoortelijke weerstand
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Een verandering van de flux die door een geleider omsloten wordt geeft aanleiding iotieetiespanning
do . . . - '
Vina = —Na. Een varandering van de stroom die door een geleider gaat geeft aanleiding tot een zelfinduc-

tiespanning die deze verandering tegen g&@ats,q = —L%. Indien een bepaalde stroomkring een fibix
omsluit geldt:® = L1.
. . - . . uNIT
De magnetische fluxdichtheid binnen een spoel wordt bij benadering gegevenRleor——— met!
g p | g geg T iR

de lengte,R de straal enV het aantal windingen van de spoel. De energie in een spoel wordt gegeven door
W = 1LI?enL = uN?A/L.
De Capaciteitis gedefinieerd als® = Q/V'. In een condensator geldt: = £pc, A/d metd de afstand tussen
de platen el de oppervlakte vaéén plaat. De elektrische veldsterkte tussen de platBndso /cg = Q/c0 A
meto de oppervilaktelading. De opgeslagen energie is gelijkidas %CVQ. De stroom door een capaciteit
isl = fOﬂ
B dt
Voor de meeste, PTC weerstanden geldt in goede benadetirg:Ry(1 + oT), metRy, = pl/A. Voor een
NTC geldt: R(T) = C exp(—B/T) met B enC materiaalconstanten.

Indien men door 2 verschillende, elkaar rakende geleidensy een stroom stuurt zal het contactoppervlak
opwarmen of afkoelen, afhankelijk van de stroomrichting. Dit isPadtiereffect De vrijkomende c.q. ont-
trokken warmte volgt uitiV’ = 11, /t. Met halfgeleiders is dit effect verder te versterken.

Dethermospanningussen 2 metalen wordt gegeven dddr= (T —T;). Voor een Cu-Konstantaan verbind-
ing geldt:y =~ 0,2 — 0.7 mV/K.

In een netwerk waarin slechts stationaire stromen lopen gelderten van Kirchhoffvoor een knooppunt
geldt: Y I,, = 0, en langs een gesloten baan geldtV,, = > I,,R, = 0.

2.8 Ontpolariserend veld

Plaatst men een @éiektricum in een elektrisch of magnetisch veld, dan zal de veldsterkte zowel binnen als
buiten het délektricum anders zijn dan eerst omdat hé&lektricum wordt gepolariseerd c.gq. gemagnetiseerd.
Als het délektricum de vorm heeft van een elliide waarvargén der hoofdassen in de richting van het externe
veld Ey c.q. By staat is het ontpolariserende veld homogeen.
- - - NP
Eont = Emat - EO = -
€0
I—_jont = ﬁmat - I—_jO = _NM

N is een constante die slechts van de vorm van het object in het veld afhangt. In het algemegr.g¥ldt
1. Voor enkele limietgevallen van een elligde geldt: een dunne, vlakke plaatf = 1, een lange, dunne
staaf:A” = 0 en voor een bol geldt\ = 1.

2.9 Mengsels van materialen

De gemiddelde d@ilektrische verschuiving in een materiaal dat op mesoscopische schaal inhomogeen is, is:

-1
(D) = (eE) = £*(E) mete™ = ¢ (1 - W) waarinz = £1/e2 en voor een bol geldtd =
ET/E9

1 2 .
5 + 3. Verder geldt:

—1
(Z i)t) <e* < Z¢i5i




Chapter 3

Relativiteitstheorie

3.1 De speciale relativiteitstheorie

3.1.1 De Lorentztransformatie
De Lorentztransformatiér’, t') = (&' (Z,t),t'(Z, t)) laat de golfvergelijking gelijkvormig alg invariant is:

0? 0? 0? 1 92 0? 0? 0? 1 02

02 "o T 2o 002 T oyr T2 2o

en kan ook gevonden worden uit de &i¢ = ds2. De algemene vorm van de Lorentztransformatie is:

2, = VE-OT r-U
=T+ ————vt , U =y|(t— 2

met

De verschilsnelheid’ tussen twee waarnemers transformeert volgens:

L -1 .
. Uy - U R U1 - Uy .
v’z(’y(l— )) (v2+(’7—1) —7)
c vy

Als de snelheid in de-richting is, wordt dity’ = y, 2’ = z en:

/

=~ —vt), =+t

v z'v Vg — U1
t/:’)/(f—f) s tz’}/<t/+cg> , U/:W

Als ¥ = vé,, geldt:
BW
p;=’v<px—c , W =~(W —up,)

Met 5 = v/c wordt het elektrische veld van een bewegende lading gegeven door:

Q (]- - 62)61”

E =
dmegr? (1 — (32 sin?(6))3/2

Het elektromagnetische veld transformeert volgens:

B —n(E+5xB), B =~ (B’— XE)
Lengte, massa en tijd transformeren volgeAs; = vAtgy, m, = ymq, I, = lo/~, met, de grootheden in
een met het object meebewegend stelseldmgrootheden in een stelsel dat met snelbhdidweegt t.0.v. dat
stelsel. De eigentijd is gedefinieerd alsdr? = ds?/c?, dusAt = At/~. Voor energie en impuls geldt:
W = myc® = yWo, W2 = mct + p?c®. p = myv = ymov = Wu/c?, enpc = W3 met3 = v/c. De
krachtis gedefinieerdioor F' = d/dt.
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4-vectoren hebben de eigenschap dat hun absolute waarde onafhankelijk is van de waarnemer: hun compo-

nenten kunnen @l veranderen bij een éodinatentransformatie, maar hun lengte niet. Het verschil van twee
- ) d (%
4-vectoren transformeedbk als een 4-vector. De 4-vector voor de snelheid wordt gegevenldbes di
_ _ : T
Het verband met de “gewone” snelheitd:= dx*/dt is: U® = (yu', icy). Voor een deeltje met rustmassa)
geldt: U“U, = —¢c?, voor een deeltje zonder rustmassa (dusmetc) geldt: U“U,, = 0. De 4-vector voor

energie en impuls wordt gegeven dop®: = moU® = (yp,iW/c). DUS: pop® = —m3c? = p? — W?/c2.

3.1.2 Rood en blauw verschuiving

Er zijn 3 oorzaken van rood c.q. blauwverschuiving:

!/
1. Beweging: me€, - €. = cos(p) volgt: F=7 (1 _ veos(p)
Dit kan zowel rood- als blauwverschuiving geven, ablop de bewegingsrichting.

2. Gravitationele roodverschuivingA:f—f = %
rc

. . . . Ao
3. Roodverschuiving door de uitzetting van het heelal, resulterend in 0.a. de achtergronds&F%\ltﬁg:
1
Bo
Ry’

3.1.3 De energie-impuls tensor en de veldtensor
De energie-impuls tensor wordt gegeven door:
1 [e3 [e3
T = (QC2 + p)upuy + PG + 2 (FIMFV + ing ﬁFaﬂ)

De behoudswetten zijn dan te schrijven &ig,7#” = 0. De elektromagnetische veldtensor wordt gegeven
door:

045 04,
 Qxe 9zb

Fup

metA, := (4,iV/c) en Ju = (J,icp). De Maxwellvergelijkingen kunnen dan geschreven worden in de
vorm:
0, F* = /,LOJ“ R 0AFW + auF,,)\ + 6VF>\M =0

De bewegingsvergelijking voor een geladen deeltje in een EM veld is met de veldtensor:

dpa
=2 = gF,5u”
dr 4 apt

3.2 De algemene relativiteitstheorie

3.2.1 Riemannse meetkunde, de Einstein tensor
De uitgangspunten van de ART zijn:

1. Hetgeodetenpostulaawrij vallende deeltjes bewegen zich langs geodeten van de ruimte-tijd, met als
parameter de eigentijd of de booglengte (ds = cd7). Voor fotonen moet men een vrije parameter
gebruiken omdat voor hefs = 0. Uit § [ ds = 0 volgt dan de bewegingsvergelijking:

d?z , dzP dxy

sz U s ds

2. Hetequivalentieprincipetrage massza zware massa> de zwaartekracht is equivalent aan een gekromde
ruimte waarin deeltjes langs geodeten bewegen.
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3. Door een geschikte keuze van hebtinatenstelsel kan men in elk punt de metriek lokaal viak
maken:g.g(x;) = nap =diag(—1,1,1,1).

De Riemann tensois gedefinieerd aIsRﬁaﬁT” = Vo VgT+* — VgV, T*, waarin de covariante afgeleide

gegeven is doov ja' = d;a" 4+ I'};a” enVa; = 0ja; — I'j;a,. Hierinis

Oxi0xk 0z’

ijQ

ozt OxJ ox!

, i g O ag. ,
’ J (g” Ik gﬂk) , voor Euclidische ruimtes reduceert dit tot;, =

het Christoffelsymboobf affiniteit. Voor een 2e orde tensor geld¥ ., Vs|T} = R. ;17 + Ry, 5TV,
Vkaé- = 3ka§ — Fijai + F};laé, Viai; = Opaq; — Fiialj — chjaﬂ enVia = 9ra¥ + F};lalj + ngla“. Er
geldt: Rj,, = 0,05, — 0,15, + ', I'g, -5, I'3,.

De Ricci tensoris een contractie van de Riemann tensoR.; := R} ; e€n is symmetrisch:
R.3 = Rg,. DeBianchi identiteiteruiden: V\Rop., + Vo Ragau + Vi Rapur = 0.

DeEinstein tensois gegeven doorG*# := R —14°f R, waarinR := R% deRicci scalaris. Hiervoor geldt:

V3Gap = 0. Uit het variatieprincip@ [(L£(g,.) — Rc?/16mk)+/|g|d*z = 0 voor variaties),., — g+ 09,
volgen develdvergelijkingen van Einstein

8 . 8
ﬂTaﬁ , 00k te schrijven alsR, 5 = %H(Taﬂ — 29a5T})
C

Voor de lege ruimte is dit dus gelijkwaardig met,s = 0. De vergelijkingR.z,, = 0 heeft alleen de vlakke
ruimte als oplossing.

De Einsteinvergelijkingen bestaan uit 10 onafhankelijke componenten, die 2e orde gjjn itieruit kan
men de Laplacevergelijking van de Newtonse gravitatie verkrijgen door te stellen= 7, + h,.,, met
|h| < 1. Dit geeft in het stationaire gevali?hog = 8mko/c.

j2278]

8Tk

De meest algemene vorm van de veldvergelijkingetis; — 1 gogR + Agap = —5
C

5 Lop

waarinA dekosmologische constanite Deze speelt 0.a. een rol in het inflatiemodel.

3.2.2 Hetlijnelement

o ot
p Oxt Oxi’

De metrische tensan een Euclidische ruimte wordt gegeven dogr: =

In het algemeen geldtls? = g,,, dz*dz", in de SRT gaat dit over ids? = —c2dt? + dz? + dy? + d2*. Deze
metriek,n,,, :=diag(—1, 1, 1, 1), heet deMinkowski metriek

De externe Schwarzschild metrigkldt in vaciim buiten een sferische massaverdeling, en is gegeven door:
2m om\ !
ds* = (—1 + ) Adt* + (1 — ) dr? + r2dQ?
r r

Hierin ism := Mk/c*> degeometrische massan een object met masa4, endQ? = df> +sin? fdp>. Deze
metriek is singulier bij = 2m = 2xM/c?. Als een object kleiner is dan zijn waarnemingshorizon, dan
is de ontsnappingssnelheidc, heet het eemwart gat De Newtonse limiet van deze metriek is gegeven door:

ds? = —(1 +2V)2dt* + (1 — 2V)(dx? + dy? + dz?)

waarinV = —xM/r de Newtonse gravitatiepotentiaal is. In de ART worden de componenteg, yaiius
geassocieerd met de potentialen en de afgeleidep,yamet de veldsterkte.

De Kruskal-Szekeres éodinaten worden gebruikt om bepaalde problemen met de Schwarzschild metriek
rondr = 2m op te lossen. Ze worden gegeven door:
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o 7> 2m!
r r t
u = — —lexp (—) cosh [ —
2m 4 am
t
vo= ﬁ —lexp (—) sinh <4m>
o r < 2m:
t
U = 1-— ﬁ exp (4—) sinh <4m>
r T t
- e ) (5
v 2m b 4m o8 (4m)

e r = 2m: hier zijn de Kruskal cordinaten singulier. Dit is noodzakelijk om de singulariteit van de
coordinaten te elimineren.

Het lijnelement is in deze éwdinaten gegeven door:

3
32m e—7'/2m

ds® = — (dv? — du?) + r2dQ?

r

De lijn r = 2m komt overeen met = v = 0, de limietz® — oo metu = v enz® — —oco metu = —v. De
Kruskal cardinaten zijn slechts singulier op de hyperbodl- «? = 1, dit komt overeen met = 0. Op de
liin dv = +du geldtdd = dp = ds = 0.

Voor de metriek buiten een roterend, geladen sferisch lichaam geldt de Newman metriek:

2mr — e? 2 1 a2 cos? 0
ds = —(1- 5——52 )’ B2 (2 1o o 01d6>
’ ( T2+a2cos29)c + 72— Omr + a2 — e2 r° + (r* + a” cos” 0)do* +

(2mr — e?)a?sin? 0\ | 2a(2mr — €2)\ .
<T‘2 + (12 + 7"2 T (L2 COS2 9 Sln2 Gd(pQ — m Sln2 G(dgo) (Cdt)

2

metm = kM /c*, a = L/Mcene = kQ/eoc?.
Een roterend geladen zwart gat heeft een waarnemingshorizoRqnetm + vm?2 — a2 — e2.

Bij roterende zwarte gaten treedt frame dragging op omgdat~ 0. In de Kerr-metriek¢ = 0, a # 0) volgt
dan dat binnen het oppervidkz = m + vm?2 — a? cos? 6 (de ergosfeer) geen stilstand mogelijk is.

3.2.3 Planeetbanen en de periheliumverschuiving

Om een planeetbaan te vinden moet het variatieprobegas = 0 worden opgelost, hetgeen gelijkwaardig
ismetd [ ds? =6 [ g;jdx*dx? = 0. Invullen van de externe Schwarzschild metriek geeft voor de planeetbaan:

de d27u +u | = d—u (3mu + ﬁ)
dp \ dp? dy h?
waarinu := 1/r enh = r?p =constant. De termdmu ontbreekt in de klassieke oplossing. Deze term is in

: : . M h?
het klassieke geval ook te vinden met een poteniigal) = B (1 + 2).
T T

De baanvergelijking heeft als oplossiafyr =constantp6f kan, na uitdelen vadu/dy, worden opgelost met
storingsrekening. In Oe orde geeft dit een ellipsbaai(y) = A + Bcos(y) met A = m/h* en B een
willekeurige constante. In 1e orde geeft dit:

B? B?
u1(p) = A+ Bceos(p —ep) + ¢ <A + A 64 cos(2<p))
waarine = 3m?/h? klein is. Het perihelium van een planeet is het punt waarvominimaal is, ofwelu
maximaal is. Ditis het geval al®s(p — ep) = 0 = ¢ ~ 2wn(1 + ¢). Voor de periheliumverschuiving volgt
dan: Ay = 2re = 6mm?/h? per omwenteling.
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3.2.4 De baan van een foton

Voor de baan van een foton (en elk ander deeltje met rustmassa 0) ¢€ldt: 0. Invullen van de externe
Schwarzschild metriek geeft voor de baanvergelijking:

du [ d*u
w((W—FU—?)mu) =0

3.2.5 Gravitatiegolven

Uitgaande van de benaderigg, = 7., + h,. voor zwakke gravitatievelden, en de defini/bi/gy = hu —
110, volgt dat] h},,, = 0 als voldaan is aan de ijkconditi#h),, /0z” = 0. Hieruit volgt dat het en-

ergieverlies van een mechanisch systeem, als de erin optredende snetheddn en voor golflengtes-de
afmetingen v.h. systeem, gegeven is door

dE G« (QyuY
dt ~  5cP v dt3

waarinQ;; = [ o(z;xz; — $6;;r?)d*z het massaquadrupoolmoment is.

3.2.6 Kosmologie

Als voor het heelal als geheel aangenomen wordt:
1. Er bestaat een globale tijdirdinaat die als:” van een Gaussisch @alinatenstelsel fungeert,
2. De 3-dimensionale ruimtes zijn isotroop bij een zekere waarde¥an
3. Elk punt is equivalent aan elk ander punt bij een vaste
dan volgt voor het lijnelement deobertson-Walker metriek
R*(t)
2
(- %)

Voor deschaalfactorR(t) zijn de volgende vergelijkingen af te leiden:

ds* = —c*dt* + (dr? + r?dQ?)

2R  R?+ ke? 8TKD
— =— A en
R R z T 2 3 3

metp de druk erp de dichtheid van het heelal. Als = 0 volgt dan voor devertragingsparametey:

R?2+ ke 8 A
c _ 7mg+

__@_4%‘{@
1= "R T 3H2

metH = R/R deHubble constanteDeze geeft aan hoe snel ver verwijderde sterrenstelsels zich van elkaar
af bewegen, en heeft de waarde(75 + 25) km-s~1-Mpc—!. Er zijn nu 3 mogelijke toestanden waarin het
heelal zich kan bevinden (m8t de totale energie in het heelal):

1. Parabolisch heelal k = 0, W =0, ¢ = % De expansiesnelheid van het heelal0 alst — co. De
hierbij horendekritische dichtheids o. = 3H?/87k.

2. Hyperbolisch heelal k = —1,W < 0,¢ < % De expansiesnelheid van het heelal blijft altijd positief.

3. Elliptisch heelal: £ =1, W > 0,q > % De expansiesnelheid van het heelal wordt na verloop van tijd
negatief: het heelal gaat dan weer inkrimpen.




Chapter 4

Trillingen

4.1 Harmonische trillingen

De algemene vorm van een harmonische trillingligt) = Wel(“i£2) = ¥ cos(wt + ¢),

waarin U de amplitudeis. Indien meerdere harmonische trillingeret dezelfde frequentigesuperponeerd
worden is de resultante weer een harmonische trilling:

Z W; cos(oy £ wt) = D cos(f £ wt)

met:
S0, sin(oy)
tan :ﬂi en %= \112—|—2 \II\I/ cos(a
(8) Z U, cos(qy Z ; ; %)
Voor harmonische trillingen geld'y/x(t)dt = @ en ddt( ) = (iw)"x(t).
w n

4.2 Mechanische trillingen

Voor een parallel geschakelde veer met veerconstané® dempingk waaraan een massd bevestigd is
waarop een periodieke kracht(t) = F cos(wt) uitgeoefend wordt, geldt de bewegingsvergelijking =
F(t) — ki — Cz. In complexe amplitude is dit-mw?z = F — Cz — ikwz. Metw? = C/m volgt:

F

en voor de snelheid geldt: =
m(wd — w?) + ikw ’ v S 1ag

xr =

F
iWVCmé + k

mets = = _ &0 deverstemmingDe grootheidZ = F/i noemt men démpedantievan het systeem. De
w

wo
kwaliteitvan het systeem wordt gegeven d6pe= %
De frequentie waarvodZ| minimaal is heet denelheidsresonantiefrequentiBeze is gelijk aan,. In de
resonantiekrommés | Z|/+/Cm uitgezet tegew /w,. De breedte van deze kromme is gekarakteriseerd door
de punten waarbiiZ (w)| = |Z(wo)|v/2. In deze punten geld? = X end = +Q ', en de breedte ervan is

QAWB = wo/Q.

De stijfheid van een trillend systeem is gegeven dédtz. De amplituderesonantiefrequentie, is de fre-
quentie waarbijwZ minimaal is. Dit is het geval bipy = wgy/1 — —Q2

De dempingsfrequentiep, is een maat voor de snelheid waarmee een trillend systeem tot stilstand komt. Deze
1

wordt gegeven doarp = wgy /1 — 0 Een zwak gedempte trillingk® < 4mC) sterft uit nalp = 27 /wp.

Voor eenkritisch gedempttrilling (5 = 4mC) geldtwp = 0. Een sterk gedempte trilling:® > 4m(C') valt

af met (alsk? > 4mC) z(t) ~ g exp(—t/7).
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4.3 Elektrische trillingen

De impedantie wordt gegeven dod?: = R + ¢X. Er geldt: ¢ := arctan(X/R). De impedantie van een
weerstand ik, die van een capacit% en die van een zelfinductiewL. De kwaliteit van een spoel is
@ = wL/R. De totale impedantie in het geval van een aantal elementen is gegeven door:

1. Serieschakelingi’ = 17,

1 1 Zy )
Lot = Ziy Liot = Ly, —= -, =—, Z=R(1+1iQ6
o ; o ; CtOt ;CZ Q R ( Q)
2. parallelschakelingl’ = 17,

1 1 1 1 R R
=N =, =N = Cu=N0C,0=", 7=—"_
Zot ; Zi " Lot XZ: Lo XZ: @ Zy 14iQ0

L 1
hierinis ZZ = = enwy = ——.
0T ¢ T VLo
Het door een bron afgegeven vermogen is gegeven86Qr= V' (t) - I(t), dus(P), = Vgt Lo cos(Ag)
= 1V Icos(¢, — ¢;) = 3I?Re(Z) = 1V?Re(1/Z), waarincos(A¢) de arbeidsfactor is.

4.4 Golfgedrag in lange leidingen

Deze leidingen worden gebruikt voor signaaloverdracht, b.v. coaxkabels. Hiergeldt 4/ j—L% De
X

4.5 Gekoppelde kringen en transformatoren

Voor 2 spoelen die een gedeelte van elkaars flux omvatten geld®;alket deel van de flux is die spoel 1
omvat en die afkomstig is vaiy door spoel 2, dan geldt,» = M;i515, P2y = Msy1;. Voor decoefficiénten

van wederkerige inducti#/;; geldt:
N, ® Ny®
M12:M21 =M=k L1L2: } ! = j 2 NNlNQ
2 1

met0 < k < 1 dekoppelfactor Voor een transformator is ~ 1. Bij volle belasting geldt:

V1 - Ig - iwM - Ll - N1
Vo L, iwly+ Roctastimg Y Lz Ny

4.6 Slingers
De trillingstijd 7" = 1/ f, en is voor verschillende typen slingers gegeven door:

e Trillende veerT = 27, /% als de veerkracht gegeven is ddor= C - Al.
. . 1 .
e Fysische slingerT” = 27r\/> metr het krachtmoment eh het traagheidsmoment.
T

21 . .
™ _ de torsieconstante ghhet traagheidsmoment.

o 1
e TorsieslingerI = 277\/> metk = —;
K mrtAp

. . l . .
e Mathematische slingeff’ = 27r\/> metg de valversnelling ehde lengte van de slinger.
g




Chapter 5

Golven

5.1 De golfvergelijking

De algemene vorm van de homogene golfvergelijking is: = 0, ofwel:

2y 1 0*u  9%u @ @ 1 9%u

_ g2 _“" 2> _0
v2 Ot2 Oz + Oy? + 022 w2 0t?

metw de uitwijking env devoortplantingssnelheidverder geldt in het algemeen:= f\. Per definitie geldt:
kX =2menw =2rf.
Er zijn in principe 2 soorten golven:

1. Longitudinale golven: hiervoor geldt| 7 || .

2. Transversale golven: hiervoor geldt| & 1 .
De fasesnelheidvordt gegeven doors = w/k. De groepssnelheigvordt gegeven door:
dw dvg k dn
= = k—L = 1— 222
Ve T gy TG T ( n >

waarinn de brekingsindex van het medium is. Aisniet afhangt vaw geldt: v¢ = v,. In een dispergerend
medium karv, > v¢ of v, < vg, €nv, - v = ¢*. Als men informatie wil overbrengen met een golf, b.v. door
modulatie van een EM golf, verplaatst de informatie zich met de snelheid waarmee een verandering in het EM
veld zich voortplant. Deze is vaak vrijwel gelijk aan de groepssnelheid.

Voor verschillende media is de voortplantingssnelheid gegeven door:

¢ Drukgolven in een vloeistof of gas: = \/x/g, metx de compressiemodulus.

Voor drukgolven in een gas geldt ook= \/vp/o = \/YRT/M.

e Drukgolven in een dunne vaste staaf als de diameter\: v = /E/p
e Golvenin een shaat! = \/Fypanl/m
: A2 21h
e Oppervlaktegolven op een vloeistof= 92 L 2T ) tanh 222
27 oA A

meth de diepte van de vloeistof ende oppervlaktespanning. Als< A geldt: v = /gh.

5.2 Oplossingen van de golfvergelijking
5.2.1 Vlakke golven

In n dimensies luidt de vergelijking voor een harmonische vlakke, staande golf:

u(E,t) = 2" cos(wt) » _ sin(kiz;)

i=1

De vergelijking van een harmonische lopende vlakke golf(g},¢) = acos(E- T wt+ )
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Als golven aan een uiteinde van een snaar reflecteren geeft een vast uiteinde een faseverandering aan de gere-
flecteerde golf vamr /2, en er geldt als randvoorwaard@) = 0. Een los uiteinde geeft geen faseverandering
aan de gereflecteerde golf, en heeft als randvoorwdé@nwé)z); = 0.

Als de waarnemer zich verplaatst t.0.v. de golf met een snelhgig...me: Zal de frequentie veranderen: het

Dopplereffect Hiervoor geldt:fi — U Uwaamemer
0 (%3

5.2.2 Sferische golven

In het geval van sferische symmetrie is de homogene golfvergelijking:
1 0%(ru)  0*(ru)

w2 2 Or2

=0

met als algemene oplossing:

f(r—ut) N C,2g(r + vt)

r r

u(r,t) = Cy

5.2.3 Cylindrische golven

In het geval van cylindrische symmetrie is de homogene golfvergelijking:

10% 10 ou

== === |ro- ] =0

v2 Ot2  rOr \' Or
Dit is een Besselvergelijking, met oplossingen die geschreven kunnen worden als Hankelfuncties. Voor vol-
doend grote waarden varvolgt hieruit:

u(r,t) = % cos(k(r = vt))

5.2.4 De algemene oplossing in 1 dimensie

Uitgegaan wordt van de vergelijking

O?u(z,t) om
at2 - Z <bm axm) ’U,(l‘,t)

m=0

metb,, € IR. Er wordtu(z,t) = Ae'**~“!) gesubstitueerd. Dit geeft twee oplossingen= w; (k) als
dispersierelaties. De algemene oplossing wordt nu gegeven door:

u(z,t) = / (a(k)ei(kxfwl(k)t) er(k)ei(kxfwz(k)t)) dk

Omdat in het algemeen de frequentigsniet lineair zijn ink is er dispersie en is de oplossing nu niet te
schrijven als een som van functies die alleen afhangen:vawt: het golffront vervormt.

5.3 De stationaire fasemethode

De Fourierintegralen van de vorige sectie zijn in het algemeen niet exact te berekenen(/Als IR kan

men dan de stationaire fasemethode toepassen. Men stelt ddkalsen langzaam veranderende functie

van k is, de gedeelten van deas waar de faséx — w(k)t snel verandert geen bijdragen tot de integraal
leveren omdat de e-macht daar snel oscilleert. De enige gebieden die een bijdrage tot de integraal leveren is de

omgeving van punten met een stationaire fase, bepaaldﬁe(drx — w(k)t) = 0. Nu volgt de benadering

o0

N
/ a(k)e! ko= g 3
=1

— 00

[—itm +i(kiz — w(k;)t)]
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5.4 Greense functies voor het beginwaardenprobleem

Deze methode verdient de voorkeur als de gezochte oplossingen sterk afwijken van de stationaire oplossingen,
zoals pulsvormige excitaties. Uitgaande van de golfvergelijking in 1 dimensieViet 92 /922 geldt: zij

’ . . / / aQ(‘T’ .I'/7 0) /
Q(z, ', t) de oplossing met als beginvoorwaardgfx, ', 0) = §(z —z’) en——p—— = 0,enP(z,a,t)
/
de oplossing met als beginvoorwaardefx, 2’,0) = 0 en w = §(x — z’), dan is de oplossing van
de golfvergelijking met willekeurige beginvoorwaardgfx:) = u(x,0) eng(z) = w gegeven door:

o0

u(z,t) = /f(ac’)Q(x,a:’,t)dx'—&— /g(x’)P(m,m’,t)dx’

— 0o

P en@ worden ook wel dgpropagatorergenoemd. Ze worden gegeven door:

Qw,a',t) = oz —a' —vt)+8(z — ' + vt)
1 | , .
Palyt) = { 3, ASle—al<v
0 als |z — 2’| > vt
P /
Verder geldt het verband)(z, «', t) = W

5.5 Golfpijpen en trilholten

Uit de Maxwellvergelijkingen volgen de randvoorwaarden aan een perfecte geleidéeehj eenheidsvector
L het oppervlak, gericht van 1 naar 2, Bneen oppervlakte stroomdichtheid. Dan geldt:

ﬁ'(DQ_Dl):O' ﬁX(Eg—E1):0
fi-(By—B1)=0 fix(Hy—H)=K
In een golfpijp geldt, vanwege de cylindrische symmetrieﬁ(:?, )y = f(x, y)etkz=wt) en
B(#,t) = B(x,y)e!**=«")_ Men kan nu afleiden, alS, en&. niet= 0 zijn:
B i 0B, . waez B i kaBZ e wagz
T epw? — k2 \ Oz K8y Y epw? — k2 U Oy K o

E - kangre waBz & - kangs waBZ
T euw? — k2 ox K Oy Y euw? — k2 Oy >

Er zijn nu 3 situaties mogelijk:
1. B, = 0: de Transversaal Magnetische modes (TM). Randvoorwa&tdig;, = 0.

=0.
opp

. )
2. E, = 0: de Transversaal Elektrische modes (TE). Randvoorwaaﬁé:
n

Voor de TE en TM modes geeft dit een eigenwaardeprobleem &poesp. B, met de betreffende
randvoorwaarden:
82 82 2 H 2 2
— | ¥ = —y*y) met eigenwaarden” := cuw* — k

o 2
Ox? + Oy?

Dit geeft een discrete oplossing bij eigenwaarde/?: k = \/euw? — ~7. Ditis te schrijven alsk =
cy/w? —wi. Voorw < wy is k imaginair en is de golf gedempt. Daarom wosgtde afsnijfrequentie
genoemd. In rechthoekige geleiders vindt men voor de afsnijgolflengte bij modg, BETM,,, ,,:

2

Ao =
(m/a)? + (n/b)?
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3. E, enB, zijn overal 0: de Transversaal elektromagnetische mode (TEM). Dan geldt:tw,/zn en
vs = vg, Net als zonder golfgeleider. Verderkis= IR, zodat er geen afsnijfrequenties bestaan.

In een rechthoekige, 3 dimensionale trilholte met ribbehenc zijn de mogelijke golfgetallen gegeven door:

ky = mr , ky = % , k= % Dit geeft voor de mogelijke frequentigs= vk /27 in de trilholte:
I=Vetrte

Voor een kubische trilholte, met= b = ¢, vindt men voor het aantal mogelijke trilwijzen (modé¥) voor
longitudinale golven:

dmad f3
Mo = 3v3

Omdat transversale golven 2 polarisatietoestanden hebben geldt hiekpoer:2 Vy,.

5.6 Niet-lineaire golfvergelijkingen
De Van der Polvergelijking is:

dt? dt
voor zeer kleine amplitudes kan mel? verwaarlozen. Substitutie van ~ ¢! geeft: w = lw(ie £
24/1— %sQ). De laagste orde instabiliteiten groeien echter aan—}’eeb. Met het groeien van: wordt de

2e term echter weer groter en deze remt de groei. Er kunnen oscillaties optreden op een tijdschaal
Als z ontwikkeld wordt volgens: = (9 + ez(M) 4 £22(2) 4 ... en men dit substitueert, geeft dit, naast
periodieke, oolseculiere termen- ct. Aangenomen dat er een aantal tijdschalgn0 < = < N bestaat zo
datdr, /0t = ™ en als de seculiere termen 0 gesteld worden geeft dit:

d [1[(de\* | 55| N %
dt{Q(dt) + 5w Ewo(l—ﬁx)(dt>

Ditis een energievergelijking. Er is energiebehoud als het linkerlid 0 iszAls 1/3 verandert het rechterlid
van teken en wordt een energietoename omgezet in een energieafname. Dit beperkt de groei van oscillaties.

—ewp(l — Ba?)— +wiz =0

De Korteweg-De Vriesergelijking is:

Ou . ou ou L2 Pu 0
— + 7 — au— == =
ot oz ox Ox3
niet—lin  dispersief
Deze vergelijking is b.v. een model voor ionen-akoustische golven in een plasma. Er bestaan soliton oplossin-
gen voor deze vergelijking van de vorm:

—d

ule =) = cosh?(e(z — ct))

metc = 1+ jad ene? = ad/(12b%).




Chapter 6

Optica

6.1 Lichtbreking

Voor de breking aan een oppervlak geld}:sin(6;) = n, sin(6;) waarinn debrekingsindexan het materiaal
is. Er geldt de wet van Snellius:

N2 A1 U1

ni o A v
Indien An < 1 is de faseverandering van de lichtstrdgh = 0, indienAn > 1 geldt: Ap = 7. De breking
van licht in een materiaal wordt veroorzaakt door verstrooiing aan atomen. Men kan stellen dat

nee? f;
om < wh j — w? —idw

n?=1+

metn, de elektronendichtheid efi; de oscillator sterkte waarvoor geldt:)" f; = 1. Hieruit volgt dat
J
vg = ¢/(1+ (nee*/2epmw?)). Hieruit volgt de formule van Cauchy: = ao + a1 /A?. Algemener kan men

n
. L Q.
n ontwikkelen alsm = ok

k=0

Voor een elektromagnetische golf geldt in het algemees: | /2, /i,

De weg die een lichtstraal in een materiaal aflegt kan men ook vinden vgiheipe van Fermat

2 2 2
§/dt=5/@ds:0=>5/n(s)ds:0
c
1 1 1

6.2 Paraxiale geometrische optica

6.2.1 Lenzen

De lenzenformule is af te leiden uit het principe van Fermat met de benaderiagen= 1 ensinp = ¢.
Voor de breking aan een boloppervlak met stiaajeldt:

ni n2 ny —n2

v b R

met|v| de voorwerpsafstand ebl de beeldafstand. Door dit 2 maal toe te passen krijgt men:

- (-]

metn; de brekingsindex van de leng,de brandpuntsafstand €&, en Ry de kromtestralen van de beide
oppervlakken. Voor een dubbel bolle lendds < 0, Ry > 0, voor een dubbelholle lens i3, > 0 enRy < 0.
Verder geldt ook:
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D := 1/f noemt men ook de sterkte van de lens. Voor een lens met diktediameterD geldt in goede
benaderingl/f = 8(n — 1)d/D?. Voor 2 lenzen achter elkaar met onderlinge afstageldt:

111 d
f fi fo fife

In deze formules zijn de volgende tekenafspraken gebruikt voor breking aan een bolvormig oppervlak, zoals
gezien door de invallende lichtstraal:

[ Grootheid | + \ — |
R Hol oppervlak Bol oppervlak
I Convergerende lens Divergerende lens
v Recel voorwerp Virtueel voorwerp
b Virtueel beeld Retel beeld

6.2.2 Spiegels

Voor beeldvorming aan een spiegel geldt:

11 12 1 1y
f v b R 2 \R w

meth de loodrechte afstand van het punt van inval op de spiegel tot de optische as. Sferische aberratie kan
men verminderen door geen bolvormige spiegels te gebruiken. Een parabolische spiegel heeft geen sferische
aberratie voor stralen die evenwijdig aan de optische as invallen en wordt daarom veel voor telescopen gebruikt.
De gebruikte tekenafspraken zijn:

[ Grootheid | + \ — |
R Holle spiegel Bolle spiegel
f Holle spiegel Bolle spiegel
v Regel voorwerp| Virtueel voorwerp
b Regel beeld Virtueel beeld

6.2.3 Hoofdvlakken

Denodale puntemN van een lens worden gedefinieerd door de figuur hiernaast. Als
de lens aan beide kanten door hetzelfde medium omringd wordt vallen de nodale
punten samen met de hoofdpunten H. Het vialop de optische as en door de
hoofdpunten is het hoofdvlak. Als de lens beschreven wordt door de mafix
geldt voor de afstanden van enh, tot de rand van de lens:

ﬂ%ll-—-l Mmoo — 1
h1 =n y h2 =N
mi2 mi2

6.2.4 \Vergroting

N o - b
Delineaire vergrotingis gedefinieerd doorN = ——
v

Qmet

De hoekvergrotings gedefinieerd doorV, = — -
zond

metay,e; de gezichtshoek met het optisch systeem.ghg de gezichtshoek zonder. Verder geldt: NV, = 1.
Voor een telescoop geldlV = fopjectier/ foculair- D€OpeNingsverhouding gedefinieerd doof / Dopjectier -
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6.3 Matrixmethoden

Men kan de verandering van de toestandsvector die een lichtstraal beschrijft, met componenjg¢bereke-
nen door ze met een matrix te vermenigvuldigeris de hoek die de lichtstraal maakt met de optische as en
de hoogte van de lichtstraal boven de optische as. De vergelijking is:

()= ()
Y2 Y1
metTr(M) = 1. M is het product van elementaire matrices. Deze zijn:

1. Voor een driftruimte van lengte My = ( l/ln ? )

2. Voor een brekend oppervlak met sterkte Mt = ( (1) _1D )

6.4 Afbeeldingsfouten

Lenzen geven meestal geen perfect beeld. Enkele oorzaken hiervoor zijn:

1. Chromatische aberratie: dit wordt veroorzaakt door het feindat n(\). Men kan dit (gedeeltelijk)
compenseren met een lens die opgebouwd is uit meerdere lenzen met verschillendesfupictiddet
N lenzen kan merf voor N golflengten gelijk maken.

2. Sferische aberratie: dit wordt veroorzaakt door 2e orde effecten die meestal verwaarloosd worden: een
boloppervilak geeft geen perfecte lens. Stralen die ver van de optische as invallen worden dan sterker
gebroken.

3. Coma: dit wordt veroorzaakt door het feit dat de hoofdvlakken van een lens slechts vlak zijn dichtbij de
optische as. Verder weg zijn ze gekromd. Er kan sprake zijn van positieve of negatieve coma.

4. Astigmatisme: van een object dat niet op de optische as ligt wordt een punt afgebeeld op een ellips
vanwege het feit dat de lens niet overal even dik is.

5. Veldkromming: het oog kan hiervoor compenseren.

6. Distorsie: dit geeft vertekeningen aan de randen. Dit is met een combinatie van positieve en negatieve
lenzen op te heffen.

6.5 Reflectie en transmissie

Indien een elektromagnetische golf op een doorzichtig medium valt zal een deel van de golf reflecteren onder
dezelfde hoek als de hoek van inval en zal een deel van de golf getransmitteerd worden onder een hoek die
uit de wet van Snellius volgt. Bovendien maakt het nog verschil offheeld van de golfL of || aan het
oppervlak staat. Definieer de reflectiéfiicientenr en de transmissieé€ficientent als:

o= Eor e P ¢ = Eot
=\ Eu H7 =\ Eu L =\ Eo; H7 =\ Eu n

waarinEy, de gereflecteerde amplitude is By, de getransmitteerde amplitude. Dan luiden de vergelijkingen
van Fresnel:

o tan(ﬁi — Ht) - sin(@t — HL)
= tan(0; + 6;) = sin(6; + 6;)
2sin(6;) cos(6;) _ 2sin(0;) cos(6;)

= sin(0, + 0;)cos(0, — 0;) © T sin(6, + 60;)
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Ergeldt:t;, —r, = 1ent; +r = 1. Wanneer de reflectieéfficient R en de transmissieéfficient T’
gedefinieerd worden als (mét = 6,.):

T, cos(0;)

R I; cos(0;)

I
Z enT
I

met/ = <|§\> volgt: R+1T" = 1. Een bijzonder geval treedt op ais = 0. Dit is het geval als de gereflecteerde
en de getransmitteerde stralérop elkaar staan. Uit de wet van Snellius volgt deai(6;) = n. Deze hoek
heet deBrewster hoekDe situatie waarim | = 0 kan niet voorkomen.

6.6 Polarisatie

Ip _ Imax - Imin

De polarisatie is gedefinieerd alB: = =
p g Ip +Iu Imax+Imin

waarinl, de intensiteit van het gepolariseerde licht is/gmle intensiteit van het ongepolariseerde lidht,

en I, Zijn de maximum en minimum intensiteiten wanneer men het licht door een polarisator laat vallen.
Indien een bundel gepolariseerd licht door een polarisator valt geldetigan Malus 1(6) = 1(0) cos?(6)
waariné de polarisatorhoek is.

De toestand van een lichtstraal is aan te geven m&tdkes-parametersiitgaande van 4 filters die elk de

helft van de intensiteit doorlaten, waarbij het 1e onafhankelijk van de polarisatie is, het 2e en 3e lineaire
polarisatoren met transmissieassen horizontaal en opdlet, terwijl het 4e een circulaire polarisator is die
ondoorzichtig is vool_-toestanden. Dan geldy = 21, Sy = 215 — 214, S3 = 215 — 21, enSy = 21, — 21;.

De toestand van eagepolariseerddichtstraal is ook aan te geven metdtmes vector
2 EOzeww
b= ( Egye'#v )

Voor de horizontaleP-toestand geldtZ = (1, 0), voor de verticaleP-toestandt = (0, 1), de R-toestand is
gegeven dooF = 1v/2(1, —i) en deL-toestand dooE' = 1/2(1, ). De verandering in de toestand van de

lichtstraal na het passeren van een optisch instrument is weer te gevéig alsM - E;. De Jones matri/
is voor verschillende optische instrumenten gegeven door:

. . . 1
Homogene circulaire polarisator rechtsom 1( .

Horizontale lineaire polarisator: ( é 8 >
: L . ] 00
Verticale lineaire polarisator: 0 1
N . . (11
Lineaire polarisator onder45 2\ 1 1
. . . 1 -1
Lineaire polarisator onder45 2\ 1
1y . . iwpa 10
7-A plaatje, snelle as vertikaal e 0 —i
1y i i iwja( 10
1-A plaatje, snelle as horizontaal e 0

. . . . 1 —
Homogene circulaire polarisator linksom L ( .
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6.7 Prisma’s en dispersie

Een lichtstraal die door een prisma gaat wordt 2 maal gebroken en krijgt een déwatig+ 0, + o t.0.v. de
invalsrichting, waarirny de tophoek van het prisma &, de hoek die de invallende lichtstraal met de normaal
op het oppervlak maakt ety de hoek die de uittredende lichtstraal met de normaal op het uittreeopperviak
maakt. Wanneer mef laat varéren is er een hoek waarvodeen minimum bereikt. Voor de brekingsindex
van het prisma volgt nu:
sin(%(émin + )
sin(3a)

De dispersie van een prisma is gedefinieerd door:
_ 45 dsdn
Cd\ dnd)
waarin de le factor van de vorm en de 2e van het materiaal van het prisma afhangt. Er geldt:

ds 2sin(a)

dn cos(2 (Omin + @)

Voor licht geldt meestal datn/dA < 0: kortgolvig licht wordt sterker gebroken dan langgolvig. Men kan
in dit gebied meestal goed benaderen met de formule van Cauchy.

6.8 Diffractie

Fraunhofer diffractie vind plaats ver van de bron(nen). De Fraunhofer diffractie van licht dat door een tralie

valt wordt beschreven door:
I(0)  (sin(u) 2 ~(sin(Nv) 2
Iy u sin(v)

waarinu = wbsin(f)/\, v = wdsin(f)/\. N is het aantal spleter,is de breedte van een spleet &de
afstand tussen de spleten. De maxima in intensiteit voldoerdadn(f) = k.

De diffractie door een cirkelvormige apertuur met straalordt beschreven door:
1) [ Ji(kasin(9))\>
Iy kasin(6)

Het diffractiepatroon door een rechthoekige apertuur op een afstanet zijdena in dez-richting enb in de
y-richting wordt beschreven door:

. () (242

meto’ = kax/2R enf’ = kby/2R.

Wanneer men Bntgenstralen laat verstrooien aan een kristal geldt voor de positie van de intensiteitsmaxima
de relatie varBragg 2dsin(6) = n\ waarind de afstand is tussen de kristalvlakken.

Dichtbij de bron is het Fraunhofermodel niet meer bruikbaar omdat het de hoekafhankelijkheden van de
teruggekaatste golven verwaarloost. Dit komt tot uitdrukking inndéinatiefactordie de richtingsafhanke-
liikheid van de 2e orde emissies beschrijff{) = §Ey(1 + cos(d)) waarind de hoek met de optische as

is.

Diffractie geeft een uiterste grens aan Beheidend vermogevan een systeem. Dit is de minimum hoek
Abi, tussen 2 invallende golven komende van verre punten waarbij hun buigingspatronen nog gescheiden
waar te nemen zijn. Voor een cirkelvormige spleet gelt,,;, = 1,22)\/D waarin D de diameter van de
opening is.

Voor een grating geldtAd,,;, = 2\/(Nacos(6,,)) meta de afstand tussen de pieke¥,het aantal pieken.
Voor een tralie is het minimale verschil tussen 2 golflengtes dat nog een gescheiden diffractiepatroon geeft:
AX/X =nN metN het aantal lijnen en de orde van het diffractiepatroon.
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6.9 Bijzondere optische effecten

e Dubbele breking en dichradsme Als de polariseerbaarheia van een materiaal niet in alle richtingen
gelijk is, is D niet meer parallel aat. Er zijn tenminste 3 richtingen, deoofdassenwaarin ze wel
parallel zijn. Dit geeft 3 brekingsindices, waarmee de ellipdde van Fresnel te construeren is. Voor
het gevalny, = n3 # ny, dat 0.a. optreedt bij trigonale, hexagonale en tetragonale kristalstelsels is
er sprake van 1 optische as, behorend bij de richtingnsan Invallend licht is nu te splitsen in 2
componenten: dgewone golfs lineair gepolariseerd. het vlak door de voortplantingsrichting en de
optische as. Déuitengewone goif lineair gepolariseerd in het vlak door de voortplantingsrichting en
de optische adDichroismewordt veroorzaakt doordat sommige materialen de gewone en buitengewone
golven zeer verschillend absorbereubbele brekingontstaat als de invallende lichtstraal een hoek
maakt met de optische as: de buitengewone golf zal breken, de gewone niet.

e Retarders: golfplaten en compensatorenAls men een 1-assig kristal slijpt z.d.d. de optischg staat
aan het voor- en achtervlak zal opvallend licht een faseverandering onderga&pvan2md(|ng —
ne|)/Ao Met), de golflengte in vadim enng enn, de brekingsindices voor de gewone en de buitenge-
wone golf. Voor eery};-)\ plaat geldt:Ay = /2.

e Het Kerr-effect: Een isotrope transparante stof kan dubbelbrekend worden als ze geplaatst wordt in
een elektrisch veld. De optische as is in dat gévahn die vanE. Het verschil in brekingsindex in
de 2 richtingen is gegeven doakn = \oK E? met K de Kerr constante van het materiaal. Alde
effectieve lengte van de elektroden is, die op een onderlinge afgtstadn onder een spannikigvolgt:

Ap = 2rKV?/d2.

e Het Pockelsof lineair elektro-optische effect kan in de 20 (van de in totaal 32) kristal-symmetriegroepen,
nl. degene zonder symmetriecentrum, voorkomen. Deze kristallen zijn tpiers-elektrisch een
aangebrachte druk verandert de polarisatie, een elektrische spanning verandert de elastische spanning:
P= dpée, + szE De retardatie in een Pockels celAs = 2mn3rg3V/ /Ao waarinrgs het 6-3 element

van de elektro-optische tensor is.

e Het Faraday effect de polarisatierichting van lineair gepolariseerd licht dat op een materiaal valt met
lengted waarop eerB veld staat in de voortplantingsrichting draait met een heek V Bd waarinV

deconstante van Verdég.

e Cerenkov straling ontstaat wanneer een geladen deeltje met- vy binnenkomt. De straling wordt

uitgezonden in een kegel met tophagkensin(«

6.10 De Fabry-Perot interferometer

Voor een Fabry-Perot interferometer geldt
in het algemeen? + R+ A = 1 metT

de transmissiefactorz de reflectiefactor
en A de absorptiefactor. Alg" gegeven
is doorF = 4R/(1 — R)? geldt voor de
intensiteitsverdeling:

1_{1_ A r 1
I 1—R| 1+ Fsin®(f)

Hierin is de term[l + F'sin?(0)]~! :=
A(6) deAiry functie

—

) = ¢/Cmedium = ¢/NVyg.

Bron

Lens

Scherm
Focusserende lens

De breedte van de pieken op halve hoogte wordt gegevendeor//F. DefinesseF is gedefinieerd als
F = imV/F. De minimaal oplosbare bandbreedte\ig,;, = ¢/2ndF.




Chapter 7

Statistische fysica

7.1 Vrijheidsgraden

Het aantal vrijheidsgraden van een molecuul van atomen iss = 3n. Het aantal vrijheidsgraden van
beweging is 3, het aantal vrijheidsgraden van vibratie is voor een lijnvormig molecauln — 5, voor een
niet-lijnvormig molecuul geldts = 3n — 6. Het aantal rotatievrijheidsgraden voor een lijnvormig molecuul is
2, voor een niet-lijnvormig molecuul 3.

Omdat vrijheidsgraden voor vibratie dubbel tellen vanwege het feit dat deze zowel @letersi kinetische
energie vertegenwoordigen, geldt in totaal voor lijnvormige moleculea:6n — 5 en voor niet-lijnvormige
moleculen:s = 6n — 6. De gemiddelde totale energie van een molecuul in thermisch evenwighit,is =
%skT. Elke vrijheidsgraad van het molecuul heeft in principe evenveel energie. Dit heeglipartitiebe-
ginsel

De rotationele en vibrationele energie van een molecuul zijn:
h? L
Wrot = ﬂl(l + 1) = Bl(l —+ 1) 5 inb = (’U + i)hWQ

De vibratieniveaus zijn slechts aangeslagenkdls= 7w, de rotatieniveaus van een hetronucleair molecuul
Zijn slechts aangeslagen &l$' ~ 2B. Voor homonucleaire moleculen gelden extra selectieregels waardoor
de rotatieniveaus pas goed gekoppeld raken aan de translatieenekgie:alsB.

7.2 De energieverdelingsfunctie

De algemene vorm van de evenwichtssnelheidsverdelingsfunctie is
P(vg, vy, v,)dvgdvydv, = P(vg)dvy - P(vy)dv, - P(v,)dv, met

P(v;)dv; = ! vf d
i )av; = xp | ——5 | dv;
v;)dv \/776 p 5 | dv

meta = /2kT /m demeest waarschijnlijke snelheidn een deeltje. De gemiddelde snelheid wordt gegeven
door (v) = 2a/\/7, en(v?) = 3a2. Als er alleen naar de absolute waarde van de snelheid gekeken wordt
geldt in evenwicht de verdelingsfunctie:

dN 4N 20 mv?
2 P 2exp [ —
dv  ad\m P\ 7 okr

De algemene vorm van de energieverdelingsfuncie in evenwicht wordt nu:

P(E)dE = ck(—;) (;;) o exp (—]fT) dE

c(s) is een normeringsconstante waarvoor geldt:

1. Evens: s = 21: ¢(s) = =]

2. Onevers: s =21 + 1: ¢(s) =

Sl — D
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7.3 Druk op een wand

Het aantal moleculen dat binnen een tijthotst met een wand met oppervlaktas gegeven door:

co m 2T

/// PN = / / / nAvt cos(0) P(v, 0, p)dvdfdyp

0 0 0

Dit geeft voor de deeltjesflux op de wandl:= in (v). Voor de druk op de wand geldt dan:

2mu cos(0)d*N 2
3
= = — E
d°p e , ditgeeftp 3n< )

7.4 De toestandsvergelijking

Voor gassen geldt in goede benadering als de intermoleculaire krachten en het eigen volume van de moleculen
verwaarloosd kunnen worden: pit= 2n (E) en(E) = 3kT volgt:

pV =n,RT = %Nm (v?)

Hierin isn, het aantamolendeeltjes enV het totaal aantal deeltjes in volurire Als het eigen volume en de
intermoleculaire krachten niet verwaarloosd worden i¥ale der Waals vergelijkingf te leiden:

2
<p + C;f;) (V —bns) =nsRT

Er is een isotherm met een horizontaal buigpunt. Deze geeft in de Van der Waals vergelijking kuisekie

temperatuur, drulen volume weer van het gas. Dit is de bovengrens van légistentiegebied tussen vloeistof
en damp. Hiervoor vindt men uilp/dV = 0 end?p/dV? = 0:

8a

= m Vkr = 3bns

a
kr 7pkr:ﬁa

Voor het kritieke punt geldtpy, V,, kv / Ry = % verschillend van de algemene gaswet die 1 voorspelt.

Geschaald op de kritische grootheden, piet= p/py,, T* = T/Ti, €nV,, = Vi /Vip o MetV,, := V/ny
geldt:

(v + e ) - D =37

Gassen hebben bij dezelfde waarde van de gereduceerde grootheden hetzelfde gedrag. Dit noemt men de
wet van de overeenstemmende toestandlear nauwkeuriger beschouwingen wordt eétiaalontwikkeling
gebruikt:

1 B(T) C(T)
T.Vy,) =RT | — - e
p( ) ) (Vm + Vn21 Vndm +
De Boyletemperatuufs is de temperatuur waarvoor de 2e viriadftfwient 0 is. Dit is in het geval van een
Van der Waals gas bifs = a/Rb. Deinversietemperatuuf; = 27%.

De toestandsvergelijking voor vaste stoffen en vloeistoffen wordt gegeven door:

V 1 [0V 1 /oV
— =14+2AT —kpAp=1+ == | A T+=(—=—] A
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7.5 Botsingen tussen moleculen

Indien een deeltje zich in een gas verplaatst over een afgtgnsl de kans dat het zal botsen gelijk aarndz,

waarino de werkzame doorsneds. De gemiddelde vrije weglengte f§s= I metu = V02 + 03 de
nuo
. . . 1
relatieve snelheid tussen de deeltjes. Als < mo geldt: - 1+ @, dust{ = —. Alsm; = mo
U1 mo no
1

ncr\/ﬁl
een harde bollen model voor moleculen aanneemt geeft dit voor de werkzame doossrede{ D? + D3).

De gemiddelde afstand tussen de moleculeh in /3. Botsingen tussen moleculen en kleine deeltjes in
oplossing geven aanleiding tot Beown bewegingVoor de gemiddelde verplaatsing van een deeltje met straal

Rvindt men:(z?) = & (r?) = kTt/3mnR.

geldt: ¢ =

Dit betekent dat voor de gemiddelde tijd tussen 2 botsingen gelét: i. Als men
nov

Men spreekt van eeKnudsen gasls ¢ > de afmetingen van de ruimte, een situatie die bij lage drukken
gemakkelijk kan optreden. Voor een vat met een gat met oppervaktin geldt als evenwichtsvoorwaarde,

alsé > \/A/m: niV/T1 = na/To. Met de algemene gaswet volgt hieryit:/ /11 = p2/v/Ts.

In een situatie waarin men 2 platen met onderlinge afstaoner elkaar laat bewegen met snelheigwordt
Aw,

deviscositeity bepaald doorF,, =7 . Het snelheidsprofiel tussen de platen is ddn) = zw, /d. Men

kan afleiden da = o (v) metv dethermische snelheid

T -1

d
hetgeen resulteert in een temperatuursverldgp) = 71 + z(T> — T1)/d. Men kan afleiden dat =
$Crvnl (v) /Na. Tevens geldts = Cyn. Een betere uitdrukking voerkrijgt men met deEucken correctie
k= (1+9R/4c,,v)Cy - n met een fouk5%.

De warmtegeleiding in een stilstaand gas wordt beschreven ggon:: KA

7.6 Wisselwerking tussen moleculen

Voor dipoolwisselwerking tussen moleculen is af te leidenidat- —1/r5. Wanneer de afstand tussen 2
moleculen nadert tot de molecuuldiamefegaat de afstotende kracht tussen de 2 elektronenwolken een rol
spelen. Deze is te schrijven aS;e, ~ exp(—7r) of Vie, = +C/r® metl2 < s < 20. Dit geeft dan voor

de intermoleculaire krachten dennard-Jonepotentiaal:

wa=u(2)"-(2)

met een minimuma ter plaatse: = ry,. Er geldt: D ~ 0, 89r,,. Voor de Van der Waals édficiéntena enb en
de kritische grootheden geldt:= 5,275N3 D3¢, b = 1,3N; D3, kTi, = 1,2c enViy r = 3,9Ns D3,

Een eenvoudiger model voor de intermoleculaire wisselwerkingen gaat uit van een potéftiaak oo voor
r < D,U(r)=UpyvoorD <r <3DenU(r) = 0voorr > 3D. Hieruit volgt voor de potenéle energie

3D
voor 1 molecuul:E, ¢ = / U(r)F(r)dr.
D

met F'(r) de ruimtelijke verdelingsfunctie in boléodinaten, die voor een homogene verdeling gegeven wordt
door: F(r)dr = 4nmr?dr.

Tenslotte nog enkele nuttige wiskundige relaties:

o0 o0 f o0
o _ 2 2n ! T .2
e *dx =n! , z2"e ™ dy = L , 22l gy =
nl22n+l
0 0 0

1nl
5N




Chapter 8

Thermodynamica

8.1 Mathematische inleiding

Als er tussen 3 variabelen een betrekkif{g:, v, z) = 0 bestaat kan men schrijven:= z(y, z), y = y(«, z)
enz = z(x,y). Detotale differentiaakiz vanz is dan:

0z 0z
dz = (aw)yd:v—i— (ay)zdy

Door dit ook voordx endy op te schrijven kan men afleiden dat

(5). (). (5),

Omdatdz een totale differentiaal is geldtdz = 0.

Een homogene functie van graadvoldoet aan:™ F(x,y, z) = F(ex,ey,ez). Hiervoor geldt de stelling

van Euler:

mF(x z)—xa—F—i— a—F—l—za—F
YA = e y@y 0z

8.2 Definities

e De isochore drukaéfficient: 5y = Lo
p \oT ),

e De isotherme compressibiliteit = —i a—v
V\op/

. e 1 oV
o De isobare volumedficient: v, = v (8T>p
e De adiabatische compressibiliteity = e (8V>
VA\op /g

Voor een ideaal gas geldy;, = 1/T, kr = 1/penfy = —1/V.
8.3 Soortelijke warmte

e De soortelijke warmte bij constanf€ is: Cx =T (gfﬁ)
X

¢ De soortelijke warmte bij constante druk;, = (gg{)
p

. . ou
e De soortelijke warmte bij constant volumey, = (8T>
14
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Voor een ideaal gas geldt,,, — C,,vy = R. Verder geldt, als de temperatuur voldoende hoog is om alle
inwendige vibratie- en rotatieniveaus aan te sla@p: = 1sR. Hieruit volgtC, = (s + 2)R. Voor de
verhouding volgt nuty = (2 + s)/s. Voor lagerel’ dient men alleen die vrijheidsgraden te beschouwen die in
thermisch evenwicht zijn. Voor een Van der Waals gas gélgt, = %sR + ap/RT>.

In het algemeen geldt:

op ov av\?* [ ap
Oy =T(=) (=) =-T(=] (=) >
a-ov=r(5r), (), - (5r), (5%), =
Omdat(dp/0V )y altijd < 0 is, geldt altijdC, > Cy. Als de uitzettingscéfficient 0 is, geldtC, = Cy,
evenals bijl" = OK.

8.4 De 3 hoofdwetten

De Oe hoofdwet is dat warmte stroomt van hogere naar lagere temperatuur. De le hoofdwet is de wet van
behoud van energie. Voor een gesloten systeem gelet: AU + W, waarin@ de netto toegevoerde warmte

is, W de verrichte uitwendige arbeid kU de verandering van inwendige energie. In differéetivorm is

dit: @Q = dU + dW, waarind betekent dat het geen differentiaal van een toestandsgrootheid is. Voor een
quasi-statisch proces geldtiV = pdV'. Voor een reversibel proces geldt dds) = dU + pdV'.

Voor een open (stromend) systeem luidt de 1le hoofdwgt= AH + W; + AEkin + AEpe. Men kan
eenindicateurarbeidl, aan het systeem onttrekken of éechnische arbeid’; = —W; aan het systeem
toevoegen.

De 2e hoofdwet luidt: voor een gesloten systeem bestaat er een additieve toestandsgfoatbeidtropie,
waarvan de differentiaal voldoet aan: 20

> %
dS*T

Als er slechts reversibele processen plaatsvinden géfdt: Q... /T. Het entropieverschil na een reversibel

proces is dus:
2

dQrev
52—51:/ QT

1

=0.

. . . d rev
Voor een reversibel kringproces is d Q;

voor een irriversibel kringproces geldj{ % < 0.
De 3e hoofdwet van de thermodynamica luidt (Nernst):
. 08
% ((9X>T =0

Hieruit volgt o.a. dat de soortelijke warmte 0 alsT — 0, zodat het absolute nulpufit= 0 K niet te halen
is door afkoeling in een eindig aantal stappen.

8.5 Toestandsfuncties en Maxwellrelaties

De verschillende toestandsfuncties en hun differentialen zijn:

Inwendige energie: U dU =TdS — pdV
Enthalpie: H=U+pV dH =TdS + Vdp
Vrije energie: F=U-TS dF = —=SdT — pdV
Vrije enthalpie: G=H-TS dG=-SdI'+Vdp
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Uit het voorgaande kan men de Maxwellrelaties afleiden:
OTN __(Op) (TN _ (VN - (0p) _(05\ (v _ (s
ov)s \os), \op)s \0s/),” \or), \ov ),  \or/), \dp/);
Uit de totale differentiaal en de definities valy enC, kan men afleiden dat:

Op 19)%
TdS = T+T | —= V TdS = T—-T | —
dS = CydT + (8T) y dV enTdS = Cy,d (5‘ )p dp

Voor een ideaal gas geldt tevens:

T 1% T p
Sm=Cyln(—)+RIn(—)+Sm enSp=Cyln(~— ) —Rln(-—)+5
(7)) + S en s = Cpin (77) = in () + 50

De vergelijkingen van Helmholtz luiden:

U\ . (p oHY . (3V
<W)T—T<W)V . <6p>T_V T<8T)p

Bij het vergroten van een oppervlak geldtV,., = —ydA, mety de oppervlaktespanning. Hieruit volgt:
_(9UN _ (oF
7=\oa), " \o4),

verrichte arbeid
toegevoerde warmte

8.6 Processen

Hetrendement) van een proces is gegeven dogr=

geleverde koude
toegevoerde arbeid

De koudefactok van een koelproces is gegeven daoe-

Reversibele adiabatische processen

Voor adiabatische processen geldtdat= U; — U,. Voor reversibele adiabatische processen geldt de vergeli-
jking van Poisson: met = C,,/Cy ispV” =constant. Tevens geldEV7~! =constant el”p! ~? =constant.
Adiabaten lopen steiler in egnV diagram dan isothermen omdgat> 1.

Isobare processen
Hier geldt: H, — H, = ff C,dT'. Voor een reversibel isobaar proces geldt: — Hi = Qrev-
Het smoorproces

Dit heet ook wel hefloule-Kelvineffect, en is een adiabatische expansie van een gas door een poreuze prop
of een nauwe opening. Hierbij geldt ddteen behouden grootheid is, en d&t > 0. Hierbij treedt over het
algemeen een temperatuursverandering op. Hierbij is van belasmalerc@fficient

oT 1 ov
=l—) =—|T|=] -V
o < Ip ) n Op ( or ) p
Deinversietemperatuuis de temperatuur waarbij een gas bij adiabatische expansie niét varandert. Als

T > T; wordt het gas warmer, al§ < 7T; dan wordt het gas koudefl; = 27Ty, waarbij voorTy geldt:
[0(pV')/dp]T = 0. Het smoorproces wordt 0.a. toegepast in koelkasten.

Het Carnotproces

Hier doorloopt het systeem een reversibele kringloop van 2 isothermen en 2 adiabaten:

1. Isotherme expansie Wi} . Het systeem neemt uit het resernv@ir op.
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2. Adiabatische expansie waarbij de temperatuur zakfzot
3. Isotherme compressie Wi}, hierbij wordt@- afgevoerd.
4. Adiabatische compressie tbt.

Voor het Carnotproces geldt:

T:
77:1_|Q2|:1_72,:77C

|Q1] T,

Het Carnotrendemenic is het maximaal haalbare bij een warmtemachine. Indien het proces in omgekeerde
richting doorlopen wordt, en het systeem een arbéid verricht, is de koudefactor gegeven door:

_ Qe @] T
w Q1| —1Q2]  Th — T3

§

Het Stirlingproces

De kringloop van Stirling bestaat uit 2 isothermen en 2 isochoren. Het rendement is in het ideale geval gelijk
aan het Carnotrendement.

8.7 Maximale arbeid

Wanneer een systeem van toestand 1 overgaat naar toestand 2 bij een omgevingsdikgevingstemper-
atuurTy is de maximale arbeid die te winnen is uit die overgang gegeven door (alle processen reversibel):

1. Gesloten systeemVi,ux = (U1 — Ua) — Tp(S1 — S2) + po(V1 — V).
2. Open systeemMVyax = (H1 — Ha) — Tp(S1 — S2) — AEwin — AELo.

De minimale arbeid die nodig is om een bepaalde toestand te bereikén,js:= —Wiax.

8.8 Fase-overgangen

Fase-overgangen zijn isothe@n isobaar, en dus &7 = 0. Geeft men de verschillende fasen aan mef
en~, dan geldtG2, = G&, en

r
AS,, = 8% — 88 = b
S Sm Sm. TO

waarinrg, de overgangswarmte is van fags@aar fasex enT; de overgangstemperatuur. Er geleh;, = rqs

eNTga = Tya — ryg. Verderis
G
= (57),

zodatG een knik vertoont in het overgangspunt. In een 2-fasensysteem geldt de vergelijking van Clapeyron:

dp 82 -85  rga
Tl Ve -Vy (Ve -Va)T

Voor een ideaal gas kan men dan voor de damplijn op enige afstand van het kritieke punt vinden:
p =poe "P/RT

Er zijn ook fase-overgangen waarvagy, = 0. Nu zal er pas een discontiiteit optreden in de 2e afgeleiden
vanG,,. Deze overgangen van de 2e orde treden oprdigningsverschijnselen

Een fase-overgang van de 3e orde, dus me{@&,,,/07°], discontinu treedt b.v. op bij de overgang van de
ferromagnetische toestand naar de paramagnetische toestand van ijzer.
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8.9 Thermodynamische potentiaal

Als het aantal deeltjes van een systeem verandert wordt het aantal deeltjes een derde toestandsgrootheid. Om-
dat toevoeging van materie meestal bij constarga 7" plaatsvindt wordtz beschouwd. Als het systeem uit
meer componenten bestaat wordt dit:

dG = —SdT + Vdp+ Y _ pidn;

waarbiju = <8G
\0

T

> de thermodynamische potentiaal is. Dit is gamtiele grootheid Voor V' geldt:
p,T,n;

c aV c
V= Zni (87%)nj,p,T = ;niVi

i=1

metV; het partéle volume van component Er geldt:

Vi = Y @iV
i
0 = Y zdV;
7
waarinz; = n;/n de molaire fractie is van componentHet molaire volume van een mengsel van 2 stoffen
kan in eenV -z, diagram bv. een holle lijn zijn: er treedt contractie op bij het mengen.
De thermodynamische potentialen zijn in een meer-componentensysteem niet onafhankelijk. Men kan afleiden

datd " n;du; = —SdT + Vdp, hetgeen bij constanjeenT overgaat in:)_ x;du; = 0 (Gibbs-Duhmen).

Als er meer fasen zijn heeft elke component heeft zoyéslals er fasen zijn. Het aantal vrij te kiezen
parameters in een systeem mebmponenten ep verschillende fasenig =c+ 2 — p.

8.10 Ideale mengsels
Als menn stoffen mengt geldt (de indéxduidt de zuivere component aan):

2 0 E 0 E 0
Umcngscl = an1 ) Hmcngscl = an'L ) Smcngscl =n 1'251 + ASmcng

waarin voor ideale gassen geldt dsf\ens = —nR Y x; In(z;).

Voor de thermodynamische potentialen gefdt= 1 + RT In(z;) < p?. Een mengsel van 2 vloeistoffen is
zelden ideaal: dit geldt slechts voor chemisch zeer nauw verwante vioeistoffen (of isotopen). Toch geldt voor
veel binaire mengsels deet van Raoulvoor de dampdrukkernp; = z;p? = y;p. Hierin isz; de fractie van

deie component in de vloeistoffase gnde fractie van dée component in de gasfase.

Een oplossing van een stof in een andere geeft aanleiding tot een kookpuntsverkbgieny een vriespunts-
daling (stolpuntsdaling\T;. Voor x5 < 1 vindt men:

RT? RT?
ATk = k T , ATS = — = To
TBa 8

metrg, de verdampingswarmte eng < 0 de smeltwarmte. Voor desmotische drukl van een oplossing
geldt: TIV,0, = xoRT.
8.11 Voorwaarden voor evenwicht

Op weg naar een evenwicht zijn alleen veranderingen mogelijk wa@i8jj; v > 0 of (dU)s,y < 0 of
(dH)s,, < 0 0f (dF)7,y < 0 of (dG)7, < 0. In evenwicht geldt voor elke component® = 1 = 1.
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8.12 Statistische basis voor de thermodynamica

Het aantal mogelijkhede® om N deeltjes te verdelen over mogelijke energietoestanden die glkoudig
ontaard zijn heet de thermodynamische waarschijnlijkheid en is gegeven door:

P:N!H%

De meest waarschijnlijke verdeling, die met de maximale waarde Mpisrdeevenwichtstoestandlitgaande
van de formule van Stirlingn(n!) ~ nln(n) — n geeft dit de verdelingswet van Maxwell-Boltzmann voor
een discreet systeem. De bezettingsgetallen bij evenwicht volgen uit:

n = N (Wi
i = Zgz p kT

De toestandssorZ is een normeringsconstante: ze is gelijk &ag= Y g; exp(—W;/kT). Voor een ideaal

gas geldt:
V (2rmkT)>/?
h3

Men kan nu de entropie deféiien als] S = kIn(P) | Voor een systeem in thermisch evenwicht wordt dit:

U Z U zN
= - +kNln( = N~ —+kln( =
S +k n(N>+k: T+kn( )

7 =

T N!

. . V(2rmkT)3/?
Voor een ideaal gas, mét = 3kT is dan:S = 2kN + kN In (%)

8.13 Toepassingen op andere systemen

Men kan de thermodynamica ook op andere systemen dan gassen en vloeistoffen toepassen. Daartoe dient men
dW = pdV te vervangen door de overeenkomstige arbeidsterm, @dt}s, = — F'dl voor het uitrekken van

eeen draadjW,., = —ydA voor het uitrekken van een zeepvliesdf,., = —BdM voor een magnetisch
systeem.

De temperatuur van een roterend, niet geladen zwart gat is gegeveh dobr/8tkm. De entropie ervan is
S = Akc3 /4hk waarin A de oppervlakte van de waarnemingshorizon is. Bij een Schwarzschild zwart gat is
deze gegeven doot = 16mm?. Hawkings opperviakte theorema stelt datt/dt > 0.

Hieruit volgt dat de levensduur van een zwart gatn>.




Chapter 9

Transportfysica

9.1 Mathematische inleiding

Een belangrijke eigenschap in de stromingsleer isXzgen eigenschap van een volume element dét iran
positier naari” + di* gaat. Dan is de totale differentiadX gegeven door:

e ay 92 at a9zt Ty T e T o
Dit geeftin het algemeen:% = ox +@-V)X |

ot
_— d 3 0 3 IR
Hieruit volgt dat tevens geldt; T Xd’V = g Xd&V+ () X(v-n)d*A

waarbij het volumé/ omsloten wordt door opperviak. Enkele eigenschappen van Xeoperator zijn:

div(¢t) = ¢divi + grade - ¥ rot(¢7) = ¢rotd + (gradp) x 7 rot gradg = 0
div(@ x ¥') =T - (rot@) — @ - (rot?’)  rot rotv’ = grad dive' — V27 div rotv =0
div grad¢ = V2¢ V20 = (V201, V20,, V203)

Hierin is ¥ een willekeurig vectorveld en een willekeurig scalarveld. Enkele belangrijke integraalstellingen
zijn:

Gauss: #(U%)d% = ///(divz?)d3V

Stokes voor een scalarveld]{(qb - €y )ds = //(fi x gradg)d? A

Stokes voor een vectorvelt?{(ﬂ- éy)ds = //(rot17~ ii)d*A

dit geeft: #(row- i)d*A =

Ostrogradsky: ﬁ (i x 7)d*A /// (rotv)d> A
# pi)d* A /// grade)d*V

Hierin wordt het orénteerbare oppervlak/ d? A begrensd door de Jordankromrfids.

9.2 De behoudswetten

Op een volume werken 2 soorten krachten:
1. De krachtfo op ieder volume-element. Voor de zwaartekracht gqfat:: 03.

2. Oppervlaktekrachtendie alleen op de rand werken. Hiervoor gelfit= 7# T, waarinT de spanning-
stensoiis.
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T is te splitsen in een degl dat de normaalspanningen vertegenwoordigd en eerTddat de schuifspannin-
gen vertegenwoordigd = T’ +pl, waarinl de eenheidstensor is. Wanneer viskeuze aspecten te verwaarlozen
Zijn geldt: divT= —gradp.

Wanneer de stroomsnelheids op plaats’ beschouwen geldt op plaatst dr
9(dr) = o(F) + dr - (grad?)
translatie  rotatie, deformatie, dilatatie

De grootheid.:=grads kan men splitsen in een symmetrisch d2eln een antisymmetrisch dagl L = D+W

met 1/0 0 1/0 0
V; (O V; (o
Di‘iif d J Wi'iif d J
J 2 <8.’L‘J + 833,) ’ J 2 (830] 8@)

Wanneer de rotatie oforticiteit & = rotv ingevoerd wordt, geldt:W;; = %eijkwk. @ geeft de lokale
draaisnelheid weedr - W = 1w x dr.

Voor eenNewtonse vloeistafeldt: T’ = 25D. Hierin isn de dynamische viscositeit. Deze hangt samen met
de schuifspanning volgens

6vi
n 8$j

Voor compressibele media kan men stellel: = (/dive)l + 2nD. Door gelijkstellen van de thermo-
dynamische en de mechanische druk volgt dan: + 2n = 0. Indien de viscositeit constant is geldt:
div(2D) = V27 + grad div{.

Tij =

De behoudswetten voor massa, impuls en energie voor continue media kan men zowel in integraal- als in
differentiaalvorm schrijven. Ze luiden:

Integraalvorm:

1. Massabehoudg—t /// od®V + ﬂg(ﬁ- i)d*A =0
Impulsbehoud /// oUd3V + ﬁg{)’ v-i)d*A // fod®V + #ﬁ -Td?A

3. Energiebehoud; - /// Lv? 4 e)od®V + #(%112 +e)o(T-7)d*A =
—#(J-ﬁ)d2A+///(6- f?))d?’VJrgé{(ﬁ-ﬁT)dQA

1. Massabehoud% +div- (p7) =0

Differentiaalvorm:

—

2. Impulsbehoudp@

5 + (o7 - V)T = fo + divT = fo — gradp + divT’

. d
3. EnerglebehoudQTd—‘z =o— —=— =—divg+T':D

Hierin is e de inwendige energie per massaeentigieh ens de entropie per massaeenhsitn. ¢ = —xkVT
is de warmtestroom. Verder geldt:

O de _OE e

P= "y = Taije 0 LT 95 as

Oe oh
CV<8T>V en CP(aT>p

Hiermee wordt
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meth = H/m de enthalpie per massaeenheid.

Hieruit volgen voor een onsamendrukbaar, visceus en warmtegeleidend medNawide Stokesergelijkin-
gen:

divi = 0
ov . N o 2
05 T0(0-V)T = of —gradp+ V70
or . ,
,QCE-FQC(’U-V)T = kV°T+2n7D:D

waarin C' de warmtecapaciteit is. De kracht op een lichaam in een stroming, wanneer visceuze effecten
beperkt zijn tot de grenslaag is te berekenen met de impulswet. Wanneer het lichaam omsloten wordt door een
opperviakA op een afstand buiten de grenslaag geldt:

Fe— %ff[pm o0(7 - 71 Y]d2 A

9.3 De vergelijkingen van Bernoulli

Voor een niet-visceus medium vindt men, uitgaande van de impulsvergelijking voor een stationaire stroming,
de stelling
(- grad)v = Lgrad(v?) + (rot¥) x ¥

en de potentiaalvergelijking = —grad(gh) dat:
" d N
%vQ +gh+ / P _ constant langs een stroomlijn
0

Als de stroming incompressibel is geldgzv2 + gh + p/p =constant langs een stroomlijn. Als de stro-
ming tevens rotatievrij is (rot = 0) en de entropie is op alle stroomlijnen gelijk is, geldt éa? + gh +

J dp/o =constant in het hele veld. Voor incompressibele stromingen WOl'd%d?t:—‘r gh + p/o =constant in
het hele veld. Voor ideale gassen met constahtenCy geldt mety = C,/Cy:

Y P 1,2

1,2 c?
50 + 7 = v’ + —— = constant

y—1lo v -
Uitgaande van de snelheidspotentigiat grad¢ geldt voor instationaire stromingen:

d .
aaif + %1}2 +gh+ / ?p = constant in het hele veld

9.4 Karakterisering van stromingen door dimensieloze
getallen

Het voordeel van dimensieloze getallen is dat het modelproeven mogelijk maakt: men dient te zorgen dat de
betrokken dimensieloze getallen voor model en experiment gelijk zijn. Tevens kan men functionele gelijkheden
afleiden zonder de DV'’s op te lossen. Enkele dimensieloze getallen worden gegeven door:

2

L
Strouhal: Sr = vk Froude: Fr = v Mach: Ma = v

v gL c

. , L L

Fourier: Fo—= —_  Peclet: Pe= — Reynolds: Re = o

wlL? a

v La 02
Prandtl: Pr= — Nusselt: Nu = —  Eckert: Ec =

a K cAT

Hierin is v = n/p dekinematische viscositeit de geluidssnelheid eh een karakteristieke lengte van het
systeema volgt uit de warmtetransportvergelijkingd, T = aAT ena = /oc is de temperatuursvereffen-
ingscafficient.

Men kan deze getallen interpreteren als:
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e Re: (stationaire traagheidskrachten)/(visceuze krachten)

e Sr: (instationaire traagheidskrachten)/(stationaire traagheidskrachten)
e Fr: (stationaire traagheidskrachten)/(zwaartekracht)

e Fo: (warmtegeleiding)/(instationaire enthalpieverandering)

e Pe: (convectief warmtetransport)/(warmtegeleiding)

e Ec: (visceuze dissipatie)/(convectief warmtetransport)

e Ma: (snelheid)/(geluidssnelheid): objecten die zich sneller dan ongeveer Ma = 0,8 bewegen produceren
schokgolven voort die zich onder een hdeket de voortplantingssnelheid propageren. Hiervoor geldt:
Ma= 1/ arctan(6).

e Pren Nu zijn stof-kengetallen.

De dimensieloze Navier-Stokes vergelijking wordt nu, mfet z/L, v’ = #/V, grad = Lgrad,V’? = L2V?>

ent’ = tw:

raﬁ/
ot!

= v/2 =/
Jr(z')’/'V')f)":fgrad’eriJr v

S Fr Re

9.5 Buisstromingen

Voor buisstromingen geldt: als Re2300 met als lengtemaat de diameter is de stroming laminair, daarboven
turbulent. Voor een incompressibele laminaire stroming door een rechte, cirkelvormige buis geldt voor het
snelheidsprofiel

1 dp

_ WP p2 2
o) = =g (B =)
R
mdp 4
Voor de volumestroom geld®y = [ v(r)2rrdr = —— —R
8n dx
0

DeinlooplengteL. is gegeven door:
1. 500 < Rep < 2300: L./2R = 0,056Rep
2. Re > 2300: L./2R =~ 50
4Ran/m dp
3 dx

Voor stromingen bij kleine Re geld¥p = V2% en divi = 0. Voor de totale kracht op een bol met straal
R in een stroming geldt danF' = 67nRv. Voor grote Re geldt voor de weerstand op een opperdlak

F= %C’WAQUQ.

Voor gastransport onder lage druk (Knudsen-gas) gélgt=

9.6 Potentiaaltheorie

Decirculatie I is gedefinieerd alsh = 7{(17- & )ds = //(rotﬂ') SAd*A = //(a; )2 A

Voor niet-visceuze media, ajs= p(p) en er alleen conservatieve krachten werken, vindt men de stelling van
Kelvin:
dr
dt
Voor rotatievrije stromingen kan men een snelheidspotentiaal invoerenideograde. In het incompress-
ibele geval volgt dan uit massabehoWd¢ = 0. Voor een 2-dimensionale stroming kan men tevens een

0
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stroomfunctie)(x, y) definiéren: metd 4 5 de hoeveelheid vloeistof die door een kromgrtessen de punten

A en B stroomt:
B
<I>AB=/17 7i)d /Ua:dy vydx)
A

en de definities, = 0y /0y, vy, = —0y/0z geldt: ® 45 = ¥(B) — ¥ (A). In het algemeen geldt:
0% 8%
Erel t o2 Oy? vz

In poolcdrdinaten geldt:
10y  0¢ _ 0 109

Tree " ar 0 T Tar T oo
Voor bronstromingen met sterkégin (z,y) = (0,0) geldt: ¢ = 2Q In(r) zodatv, = Q/27r, vg = 0.
s

Voor een dipool van sterki@ in z = a en sterkte-Q in z = —a volgt door superpositiep = —Qazx /277>
waarinQa de dipoolsterkte is. Voor een wervel geldt=I"0/27.

Voor een lichaam dat wordt aangestroomd door een uniforme hoofdstroming e, en Re zo groot is

dat visceuze effecten tot de grenslaag beperkt blijven gélgdt= 0 en F,, = —pI'v. DatF, = 0 noemt
men de paradox van d’Alembert en komt door de verwaarlozingyvabe liftkracht £, wordt wel door de
viscositeit veroorzaakt omdat die zorgt dag4 0. Ook roterende lichamen wekken daardoor een dwarskracht
op: hetMagnuseffect

9.7 Grenslagen

9.7.1 Stromingsgrenslagen

Wanneer de voor dikté van de grenslaag geldi < L isd =~ L/vRe. Met v, de snelheid van de

hoofdstroming geldt voor de snelheig L het opperviakw,L ~ dv.,. De vergelijking van Blasius voor de

grenslaag luidt, met, /v, = f(y/d): 2f"" + ff” = 0 met RVW f(0) = f'(0) = 0, f’(c0) = 1. Dit geeft:

Cyw = 0,664 Re /2,

De impulsstelling van Von Karman voor de grenslaag Iuﬁt:(ﬁzﬂ) + 6*1;3—“ -
X X

waarin de verplaatsingsdiké&v en de impulsverliesdiktév? gegeven zijn door:

oo

oo 9 :
Po? = /(v —Up)vedy , §Tv= /(v —vg)dy en = —p °
Y {,—o
0 0
G, : 12
De grenslaag laat los a(s U’”) — 0. Dit komt overeen mef — 772voo_
Ay ) ,—o dx 0

9.7.2 Temperatuur grenslagen

Indien de dikte van de temperatuurgrenslaag< L geldt: 1. AlsPr < 1: §/07 ~ +/Pr.
2. AlsPr>> 1: §/6r ~ V/Pr.

9.8 Warmtegeleiding

Voor instationaire warmtegeleiding in 1 dimensie zonder stroming geldt:

ar 0*T
ot oc 0x?
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met® een bronterm. Al® = 0 heeft dit als oplossing voor harmonische oscillatiescbij 0:

T-Tw _ (_E) cos (wt_£>
Tome — T P\™D D

metD = /2k/wpec. Bij x = 7D is de temperatuurvariatie in tegenfase met het opperviak. De 1-dimensionale
oplossing bij® =0 is

T(a,t) = —- ( i )
r,t) = ———exp | ——

2v/mat P\ " dat
Dit is wiskundig equivalent aan het diffusieprobleem:

on
— =DV’n+P-A
5 Vn +

waarin P de productie van ed de afvoer van deeltjes is. De stroomdichthéig= —DVn.

9.9 Turbulentie

De tijdschaal van turbulente snelheidsvariatighgt in de orde vanr; = 7v/Re/Ma? metr de moleculaire
tijdschaal. Voor de snelheid van de deeltjes geldt) = (v) + v'(¢) met (v/(¢)) = 0. De Navier-Stokes
vergelijking gaat nu over in

aglj) +((7) V) (7) = _V;m v (F) + —dW:R
hierin isSg,;; = —o (v;v;) de turbulente spanningstensor. Aanname van Boussingsg: —o <vgv;>. Men

stelt nu, analoog aan Newtonse medig; = 2014 (D). Vlak bij een wand geldty, = 0, ver van de wand
geldt: v; = vRe.

9.10 Zelforganisatie

Voor een (semi) 2-dimensionale stroming ge%g = %’: + J(w, 1) = vV3w

Met J(w, 1)) de Jacobiaan. Als = 0 is w dus behouden. Verder is de kinetische enétgid en de enstrofie
V behouden: met = V x (k1))

E ~ (VY)* ~ /S(k,t)dk = constant, V ~ (V%)% ~ /k;Qé’(k,t)dk = constant
0 0

Hieruit volgt dat in een 2-dimensionale stroming de energieflux de neiging heeft om naak gvateden te
gaan: grotere structuren groeien aan ten koste van kleinere, i.t.t. de situatie bij 3-dimensionale stromingen.




Chapter 10

Quantummechanica

10.1 Inleiding tot de quantummechanica

10.1.1 Zwarte straling
De wet van Planck voor de energieverdeling van de straling van een zwart lichaam luidt:

Sthf3 1 _ 8mhe 1
s o —1 0 YN = S5 g

w(f) =

Hieruit volgt voor de totale stralingsvermogensdichtheid de wet van Stefan-BoltziRagndoT*. Voor het
maximum volgt hieruit de wet van Wiel: A\, = kw.

10.1.2 Comptoneffect

Wanneer men licht als bestaande uit deeltjes beschouwt volgt voor de golflengte van verstrooid licht aan
deeltjes:

N =X+ i(1—0050) = A+ Ac(1 — cosh)
me

10.1.3 Elektronen diffractie

Diffractie van elektronen aan een kristal is te verklaren door aan te nemen dat deeltjes een golfkarakter hebben
met golflengte\ = h/p. Deze golflengte noemt men de Broglie golflengte.

10.2 Golffuncties

Het golfkarakter van deeltjes wordt beschreven met de golffunctiden kan deze golffuncie zowel in de
plaats- als in de impulsruimte defémen. Deze definities zijn elkaars Fourier getransformeerde:

Ok, t) = %/\P(gy’t)e*ikmdx en ¥(x,t) = %/‘I’(k,t)e“"zdk

Deze golven defigiren een deeltje met groepssnelheid= p/m en energiel = hw.

Men kan de golffunctie interpreteren als een maat voor de waarschijnlijiheich een deeltje ergens aan te
treffen (Born):dP = |+|?d®V. De verwachtingswaardgf) van een eigenschapvan een systeem is:

/// VYAV (1) = /// " fd°V,,

Men noteert dit ook wel algf(¢)) = (®|f|®). Hieruit volgt de normeringsconditie voor de golffuncties:
(@) = (V[¥) = 1.

10.3 Operatoren in de quantummechanica

Klassieke grootheden worden in de quantummechanica vertaald in operatoren. Deze zijn hermitisch omdat ze
reéle eigenwaarden moeten hebben:

/ ¥t APV = / a(Avn)* PV

A
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Wanneeru,, de eigenfunctie is van de eigenwaardevergelijkity = oW bij eigenwaarde:,, kan men¥
ontwikkelen naar een basis van eigenfuncti&s= >" ¢, u,,. Kiest men deze basis orthonormaal, dan volgt:

voor de céfficiénten:c,, = (u,|¥). Nu geldt: als het systeem zich in toestaibevindt, is de kans om
bij een meting vamd de eigenwaarde,, te vinden gelijk aarc,|? in het discrete deel van het spectrum en
|cn|?da in het continue deel i, a + da. Hetmatrixelement4,; is gegeven doorA;; = (u;|Alu;). Omdat
(AB);; = (wi|ABluj) = (ui|AY" |un) (un|Bluj) geldt: - |uy) (u,| = 1.

De tijdsafhankelijkheid van een operator is gegeven door (Heisenberg):
dA  0A | [A H]

dt ot ih
met[A4, B] = AB — BA decommutatorvan A en B. Voor hermitische operatoren is de commutator altijd
zuiver complex. Al§A, B] = 0 hebben de operatorehen B een gemeenschappelijke set eigenfuncties. Door

dit toe te passen op, enz vindt men (Ehrenfestynd? (z), /dt? = — (dU (z)/dz).
De 1e orde benadering’(z)), ~ F({x)), metF' = —dU/dx geeft de klassieke vergelijking weer.

Bij het optellen van qguantummechanische operatoren die een product van andere operatoren zijn moeten deze
eerst symmetrisch gemaakt worden: klassiékwordt nui(AB + BA).

10.4 Het onzekerheidsprincipe

Wanneer de onzekerheiiA in A wordt gedefinieerd als{AA)? = (4| Ao, — (A) [P0) = (A2) — (4)?
volgt:
AA-AB > | (®|[A, Blly) |

Hieruit volgt: AE - At > £k, en omdafz, p,] = ih geldt: Ap, - Az > 1h, enAL, - AL, > LhL..
10.5 De Schodingervergelijking
De impulsoperator is gegeven dogg, = —iiV. De plaatsoperator ist,, = ihV,. De energieoperator is:

E,, = ihd/0t. De Hamiltoniaan van een deeltje met massgpotentéle energid/ en totale energié, is
gegeven doorHd = p?/2m + U. Uit Hy = Ev volgt dan deSchiddingervergelijking

h?_, Lo
—5-V ¢+U¢_E¢_ma

De lineaire combinatie van de oplossingen hiervan geven de algemene oplossing. In 1 dimensie:

v(@.t) = <Z+/dE> o(E)up(x)exp (?)

De stroomdichtheid is gegeven doorJ = z,i(@z;*w —yYpVy*)
m

Er geldt een behoudswe?% = —-VJ(z,t)

10.6 Pariteit

De pariteitsoperator is in 1 dimensie gegeven d@ap(x) = «(—z). Wanneer de golffunctie gesplitst wordt
in een som van even en oneven functies, wagrdntwikkeld naar eigenfuncties van

P(x) = 5(0(x) + (—x) + 5 (P (x) — P(—x))
even: ¢+ oneven: w_

[P, H] = 0. De functies)™ = 1(1 + P)y(z,t) enyy~ = 2(1 — P)y(x,t) voldoen elk aan de
Schibdingervergelijking. Hierdoor is de pariteit een behouden grootheid.
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10.7 Hettunneleffect

De golffunctie van een deeltje in een hoge potentiaalput van 0 tatis gegeven doog)(x) = a~'/2 sin(kzx).
De energieniveaus volgen uit, = n2h?/8a%m.

Wanneer de golffunctie met enerdig een potentiaalberg vai, > W ontmoet zal deze, i.t.t. het klassieke
geval, niet 0 zijn binnen en na de potentiaalberg. Als 1, 2 en 3 de gebieden voor, binnen en na de potentiaalberg
Zijn, geldt:

wl — Aeikx + Befikz , 1/}2 _ Ceik'a: + Defik':r , 1/}3 _ A/eik:w

metk’? = 2m(W — Wy)/h? enk? = 2mW. Toepassen van de contiteitsvoorwaardeny) =continu en
o /dx =continu bijz = 0 enx = a geeftB, C enD en A’ in A. De doorlaatbaarhei@ van de berg is
gedefinieerd dodf’ = |A|?/|A|%. Als W > W, én2a = n)\ = 2rn/k’ geldt: T = 1.

10.8 De harmonische oscillator

Voor de harmonische oscillator geldf: = 1b2? enw3 = b/m. De Hamiltoniaan¥! is dan gegeven door:

2
H= ;; + %mwaQ = %hw +wAtA
m

met

A= /imwz + Ui en AT =/ imwzr — i
2 V2mw 2 2mw
A # AT is niet hermitisch. [A4, AT] = h en[A,H] = hwA. A is een absorpti¢adderoperatoy At een

creatieladderoperatoif Aup = (F — hw)Aug. Eris een eigenfunctie, waarvoor geldt:Auy, = 0. De
energie in deze grondtoestandiisw: de nulpuntsenergie. Voor de genormeerde eigenfuncties volgt:

_L iT ! met —4@ X _mwxz
Un = i \Va) T T T P T o

metE, = (3 + n)hw.

10.9 Impulsmoment

Voor de impulsmomentoperatordngeldt: [L., L% = [L,,H] = [L? H] = 0. Echter, er geldt cyclisch:
[Ls, Ly] = ihL,. Niet alle componenten vah kunnen dus tegelijkertijd oneindig nauwkeurig bekend zijn.

Voor L, geldt:
0 0 0
L = —h— = —1 _— —_—
z m&p ih <x8y y8x>

De ladderoperatoreh. worden gegeven doof+ = L, +iL,. Nu geldt:L? = L, L_ + L? — hL,. Verder
is

Ly = he™® <i§0 +icot(0)a(?p>
Uit [Ly, L.] = —hLy volgt: L.(L,Yy,) = (m+ 1)A(L,Yin).
Uit [L_, L.] = hL_ volgt: L.(L_Yi,) = (m — 1)A(L_Y,,).
Uit [L?, L+] = 0 volgt: L2(L+Y,,) = 1(1 4+ 1)R*(L+Yim).

Uit de hermiticiteit vanZ,. en L, (impliceert Ll = L) en|L.Y},|> > 0 volgt: I(l + 1) — m? —m >
0 = —I < m < [. Verder vindt men dat heeltallig of halftallig moet zijn. Halftallige waarden geven geen
eenduidige oplossing en zijn dus niet toegestaan.
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10.10 Spin

De spinoperatoren voldoen cyclisch aé$\;, S,] = i%.S,. Omdat de spinoperatoren niet in de fysische ruimte
(z,y, z) werken is de eenduidigheid van de golffunctie hier niet van belang: ook halftallige waarden zijn
toegelaten[L, S] = 0: spin en impulsmoment hebben dus een gemeenschappelijke set van eigenfuncties. De
spinoperatoren worden gegeven ddore %h?, met

= (01 = (0 —1 (1 0
%“=\10) %=\i o) "o -1

De eigentoestanden vah) zijn zgn.spinoren y = a4 x4+ + a_x—, waariny, = (1,0) de toestand met spin
up (S. = 1h) weergeeft eny_ = (0, 1) de toestand met spin dows( = —15) weergeeft. Dan ia |? de
kans om bij een meting spin up én_|? de kans om spin down te vinden. Uiteraard gétdt|? + |a_|? = 1.

Qul

Met de spin van een elektron is een intrinsiek magnetisch moMegmassocieerd volgem\?i = —egS§/2m
metgs = 2(1 + a/27 + ---) de gyromagnetische ratio. In een uitwendig magneetveld hoort hierbij een

potentéle energid/ = —M - B. De Schodingervergelijking is dani(y/dz; = 0):
ox(t) _egsh

ht = By(t
ot am ° x(®)

mets = (gw, §y, 32). Voor constanté = Beé, heeft dit probleem 2 eigenwaarde;. bij E = +egshB/4m
= +hw. Dit geeft als algemene oplossing = (ae~™*,be’"). Hieruit volgt: (S,) = 3hcos(2wt) en
(Sy) = %h sin(2wt). De interpretatie is dat de spin om gas precedeert met hoekfrequertie Bij atomen
geeft dit aanleiding tot de normale Zeemansplitsing van spectraallijnen.

De potentéle energieoperator voor 2 deeltjes met sp%ﬁ is:
1

V() =Vil) + -

(81 S2)Va(r) = Vi(r) + 3Va(r)[S(S + 1) — 3]

Er zijn nu 2 toestanden mogelijl§ = 1 (triplet) of S = 0 (Singlet).

10.11 Het Dirac formalisme

Wanneer de en E operatoren toegepast worden op het relativistisEhe= m3c* + p?c? volgt deKlein-
Gordonvergelijking:

De operatol ] — m2¢?/h* kan men nu in 2 delen splitsen:

1 92 mac? 0 moc 0 moc
2_ -~ 9 Mo _ v ec v nec
v c? ot? 12 {%‘813\ h }{%axu T }

waarin voor de Dirac matricesgeldt: {vx,v,} = Va7V, + 7.2 = 205, (In de ART wordt dit2g,,,). Hieruit
is af te leiden dat de hermitischel x 4 matrices zijn die gegeven worden door:

(0 —ioy (T 0
Ve = Z-o_k 0 y V4= 0 —1I

0 moc

<’Y)\8m)\ + h) Y(7,t) =0

waaring(z) = (11 (), o (), s (), () een spinoris.

De Dirac vergelijking is nu:
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10.12 Atoomfysica
10.12.1 Oplossingen

Als de potenttle energie alleen van afhangt kunnen de oplossingen van de $dimgervergelijking in
bolcddrdinaten geschreven worden alr, 6, ©) = Rui(7)Yi.m, (8, ) Xm., Mmet

Cim P™(cos 0)e'™¢

Vr

Voor een atoom of ion méén elektron geldtR,, (p) = Cime™?/?p' L2H! | (p)

}/lm:

metp = 2rZ/nag metag = goh?/mmee?. Hierin zijn L{ de geassocieerde Laguere functies en Zjjfh de
geassocieerde Legendre polynomen:
m| (_1)mn| . qn—m

[(a® =11, Ly'(z) = m‘f% g (€T

m d‘
B\ (2) = (1 - 2*)"/*
n—1
De pariteit van deze oplossingen(is1)!. De ontaardingsgraad is gegeven doy (21 + 1) = 2n2.
=0

10.12.2 Eigenwaardevergelijkingen

De verschillende eigenwaardevergelijkingen voor een atoom of ioré@netlektron zijn:

[ Vergelijking | Eigenwaarde | Range |
H,,3) = Ev E, = pet*Z?/8¢¢h?n? | n > 1
LoopYim = L:Yim | L =myh =1 <m <l
L2 Yim = L¥Y,, | L2 =1(1+ 1)R? 0<l<n
SzopX = 52X S, =msh me =43
Seox = S%x 5% = s(s+ 1)h? s=3

10.12.3 Spin-baan wisselwerking

Het totale impulsmoment is gegeven ddor= L+ M. Het totale magnetische dipoolmoment van een elektron
isdanM = My + Mg = —(e/2m¢)(L+ gsS ) waarings = 2,0023 de gyromagnetische verhouding van het
elektron is. Verder geldti2 = L24+5242L.§ = [24+5242L.5.+L,S_+L_5S,. J heeft quantumgetallen

j met als mogelijke waardeh= [ + % met2;j + 1 mogelijkez componentenit; € {—3,..,0,..,5}). Als de
wisselwerkingsenergie tusséren L klein is, kan men stellen® = F,, + Es;, = E,, + aS - L.Er volgt:

|En|Z%a?
T R 1
n (l+1)(l+§)

Wanneer tevens rekening gehouden wordt met de relativistische correctie wordt dit:

E,1Z72%a% [ 3 1
E—E,L—FW(—. 1>
n 4n j+s

Dit geeft aanleiding tot déjnstructuurin atomaire spectra. Voor het gemiddelde magnetisch moment geldt,
metgs = 2: Mgem = —(e/2m,.)ghJ, waaring de Lane-factor is:

S’-J:1+j(j+1)+s(s+1)—l(l+1)

=1+ —
g J? 25(7+ 1)

Voor atomen met meer dan 1 elektron zijn er twee limietgevallen:
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1. L — S koppeling: bij kleine atomen is de elektrostatische wisselwerking dominant en kan de toestand
gekarakteriseerd worden dobr S, J,my. J € {|L—-S|,...L+S—-1,L+S}enm; e {-J,....J —
1,J}. De spectroscopische notatie bij deze interacti¢ig:' L;. 25 + 1 is de multipliciteit van een
multiplet.

2. j — j koppeling: bij grotere atomen is de elektrostatische wiselwerking zwakker dan-dg wisselw-
erking van een elektron. De toestand wordt gekarakteriseerdjdagy;, J, m ; waarbij alleen dg; van
de niet gevulde subschillen meedoen.

Voor grotere atomen geldt voor het energieverschil in een magneetddid= gupm ;B metg de Langé
factor. Voor een overgang tussen 2 singlet toestanden splitst de spectraallijn in 3 delekyyper —1,0+1.
Dit geeft aanleiding tot het normale Zeemaneffect. Voor hogesplitst de lijn in meer delen: het anomale
Zeeman effect.

Wisselwerking met de kernspin geeft aanleiding tot de hyperfijnstructuur.

10.12.4 Selectieregels

Voor de dipoolovergangsmatrixelementen gelif:~ |(lyms|E - 7|lym4)|. Uit behoud van impulsmoment
volgt dat voor een dipoolovergang geldt dat voor het elektron dat sphihgt +1.

Voor een atoom waak — S koppeling dominant is geldt verdeiAS = 0 (niet strikt), AL = 0,£1, AJ =
0,£1 maar geerv = 0 — J = 0 overgangenAm; = 0, £1, maarAm; = 0 is verboden al&\J = 0.

Voor een atoom waaf — j koppeling dominant is geldt verder: voor het elektron dat springt geldt, behalve
Al = +1 ook: Aj = 0, £1, en voor alle andere elektronef;; = 0. Voor het atoom als geheel geldt verder:
AJ =0,4+1 maargee/ =0 — J = 0 overgang elAm; = 0, £1, maarAm ; = 0is verboden ala\J = 0.

10.13 Wisselwerking met het elektromagnetische veld
De Hamiltoniaan van een elektron in het elektromagnetisch veld is:

= i(_’-1-614_1')2 —eV = —ZQVQ-F
_2up 2

2
e = - e
—B-L+—A%2—¢V
2u +2u ¢

met ;. de gereduceerde massa van het systeem. De-~eri is meestal te verwaarlozen, behalve bij zeer
sterke velden of macroscopische bewegingen, ze B bij B¢, gegeven dooe? B2 (22 + y?)/8p.

Wanneer een ijktransformatie op de elektromagnetische potentialen wordt uitgeﬁoefd;éf -V, V' =
V 4 0f/0t, zal de golffunctie meetransformeren volgefis= ve’¢//* metge de lading van het deeltje.
Omdatf = f(x,t) is dit eenlokaleijktransformatie i.t.t. eemlobaleijktransformatiey’ = ei?, die men
altijd mag toepassen.

10.14 Storingsrekening

10.14.1 Tijdonafhankelijke storingsrekening

Om de vergelijking(Hy + AH1 )1, = En,1), 0op te lossen moet men de eigenfuncties ¥an= Hy + AH;
te vinden. Stel dap,, een complete set eigenfuncties is van ongestoorde Hamiltodigatly¢,, = EO¢,,.
Omdate,, een volledig stelsel is geldt dan:

k#n

Wanneer,,;, en E,, worden ontwikkeld naak: c,,;, = )\C,Ellk) + )\chk) + e
E,=E0+ B + 2EP 4+ ...
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en dit invullen in de Sclidingervergelijking, is het resultaaE(l) (¢n|Hi|dn) €N
C(l) <¢m|H1|¢n>

. = W alsm # n. De 2e orde correctie op de energie is dan gegeven door:

E® = Z | ¢’“|H1|¢” | . In 1e orde geldt dusp,, = ¢,, + Z M Pr-
k#n k#n

Als er ontaarding is geldt bovenstaande niet. Er wordt dan bij elk nivesan orthonormale set eigenfuncties
¢ni gekozen, zo dafp,,i|dn;) = Omndi;. Nu wordty ontwikkeld als

k#n 7

E,i=EY + /\Eflli) wordt benaderd doak?, := E?. Substitutie in de Schbidingervergelijking en inproduct
nemen meb,,; geeft:>" a; (¢n ;| H1|dni) = ET(Ll)aj. Normering vereist daf_ |a;|? = 1.

10.14.2 Tijdafhankelijke storingsrekening

Uitgaande van de Sobdingervergelijkinghalgif) = (Ho+ AV (£)y(t)

o nll]

en de ontwikkeling)(t) ch ) exp ( t) by Metey (t) = Sp + At (t) +

t
voigt ) = % [ 6,1V (©)fon)exp (LEEZ B
0

10.15 Meer deeltjes systemen
10.15.1 Algemeen

Identieke deeltjes zijn ononderscheidbaar. Voor de totale golffunctie van een systeem van identieke ononder-
scheidbare deeltjes geldt:

1. Deeltjes met een halftallige spin (Fermionegy)s..; moet antisymmetrisch zijn t.o.v. verwisseling van
de cardinaten (ruimtelijk en spin) van elk paar deeltjes. Dit geeft aanleiding tot het Pauliprincipe: 2
fermionen kunnen niet in een identieke toestand verkeren omdatdan = 0.

2. Deeltjes met een heeltallige spin (Bosonep);.. moet symmetrisch zijn t.o.v. verwisseling van de
coordinaten (ruimtelijk en spin) van elk paar deeltjes.

Voor een systeem van 2 elektronen zijn er 2 mogelijkheden voor de ruimtelijke golffunctie. Warereiede
quantumgetallen van de elektronen 1 en 2 voorstellen, geldt:

¥s(1,2) = Ya(1)n(2) + ¢a(2)ths(1) , Pa(1,2) = Ya(1)¥s(2) — 1a(2)1hs(1)

Omdat de deeltjes bij, elkaar nooit dicht naderen is de afstotingsenergie hiervan kleiner. Voor de spingolf-
functies zijn er de volgende mogelijkheden:

Xa = 3V20 ()x-(2) = x+(2)x-(1)] ms =0

X+(1)x+(2) ms = +1
Xs =14 V20 (1)x=(2) + x+(2)x-(1)] ms=0
x-(1)x-(2) ms = —1

Omdat de totale golffunctie antisymmetrisch moet zijn, geldt dus;..1 = ¥sxa 0f Yiotaal = YA Xs-
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Voor N deeltjes is de symmetrische baangolffunctie gegeven door:

Ys(l,...,N) = Zzb(alle permutaties vah..N')

. . o . 1
De antisymmetrische golffunctie is gegeven door de determinafit, ..., N) = —|ug, (j)|

VN!
10.15.2 Moleculen

De golffuncties van de atomem en b zijn ¢, en ¢,. Wanneer de 2 atomen elkaar naderen zijn er twee
mogelijkheden: de totale golffunctie neigt naar de bonding functie met lagere totale enjgrgi% V2(pa +

¢p) of naar de anti-bonding functie met hogere enetgig = %ﬁ((ba —¢p). Wanneer een moleculair-orbital
symmetrisch is om de verbindingsas, zoals een combinatie van 2 s-orbitals heet fairbéal, anders een
m-orbital, zoals de combinatie van 2 p-niveaus langs 2 assen.

(V[ H[p)

De energie van een systeem is gegeven doer ——— -,

()
Als 1) slechts een benadering is van de oplossingMan= E1), zal de zo berekende energie stekdger
zijn dan de werkelijke energie. Bovendien is, in het geval er meerdere functies zijn, de functie met de laagste
E de beste benadering. Dit toepassende op de futictie ) " ¢;¢; vindt men: (H;; — ES;j)c; = 0. Deze
vergelijking heeft slechts oplossingen als skuliere determinantd;; — ES;;| = 0. Hierin is H;; =
(p:|H|p;) enS;; = (¢il¢;). a; := H;; is de Coulomb integraal ey; := H,; de exchange integraaf,;; = 1
ens,; is de overlap integraal.

In de moleculair-orbitaal theorie plaatst men in 1e benadering beide elektronen van een binding in de bonding

orbitaal: ¢/(1,2) = ¢¥p(1)yp(2). Dit geeft een grote elektronendichtheid tussen de kernen en daardoor een
afstoting. Een betere benaderingig, 2) = C1¢p(1)9p(2) +Cothap(1)an(2), metCy = 1enCs =~ 0,6.

In sommige atomen, zoals C, is het energetisch gunstiger om orbitalen te vormen die een combinatie zijn van
de s, p en d niveaus. In C zijn er drie vormen van hybridisatie:

1. SP-hybridisatieys, = %\/i(zpzs + 4oy, ). Er zijn nu 2 hybride orbitalen, die op 1 lijn ondés0° van
elkaar liggen. Verder zijn er nog de 2pn 2p, orbitalen.

2. SP hybridisatie:ys,> = thas/V/3 + c1tap_ + cathap , Waarin(cy, c2) € {(1/2/3,0), (~1/v6,1/v2),
(—1/4/6,—1/4/2)}. De 3 SP orbitalen liggen inéén vlak, hun symmetrie assen maken een hoek van
120°.

3. SP hybridisatie:y,s = £ (s £ Vo, + Pap, + 12y ). De 4 SP orbitalen vormen een tetraeder met
hun symmetrieassen onder een hoek 1&07 28’

10.16 Quantumstatistiek

Als een systeem in een toestand verkeert waarin men geen maximale informatie over dat systeem heeft is het
te beschrijven met ddichtheidsmatrixo. Als het systeem met kans in een toestand met golffunctig;
verkeert, is de verwachtingswaardean A: (a) = > r; (| Al;).

i

Als menv ontwikkelt naar de orthonormale bagis;,} volgens:y() = 3 cg)aﬁk, dan geldt
k

(4) = 3" (Ap) = Tr(Ap)

k

metpy, = cjc. pis hermitisch, met Tp) = 1. Verderisp = > r;[v;)(¢;|. De kans om bij een meting van
A eigenwaarde,, te vinden isp,,,, als voor{¢, } een basis van eigenvectoren vamgebruikt wordt. Voor de
tijdsafhankelijkheid geldt (in het Saidingerbeeld zijn de operatoren niet expliciet tijdsafhankelijk):

dp

zha = [H, p)
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Voor een macroscopisch systeem in evenwicht gglito] = 0. Als alle quantumtoestanden bij dezelfde
energie even waarschijnlijk zijn?, = P(E;), leidt dit tot de verdeling:
e~ En/kT

Po(E) = pon = — met de toestandssoff = Ze*E"/kT

n

De thermodynamische grootheden hangen als volgt samen met deze defihitiesxT In(Z), U = (H) =
an n = —%ln( ), S = —kZP In(P,). Voor een gemengde toestand v@horthonormale quan-
tumtoestanden met kaagM volgt dan S = kln(M).

In thermisch evenwicht zijn de verdelingsfuncties voor de interne toestanden van een systeem gegeven door de
meest waarschijnlijke verdeling. Deze is te vinden door de functie die het totaal aantal mogelijke verdelingen
geeft te maximaliseren m.b.v. de formule van Stirlihg(n!) ~ nln(n) — n, en de voorwaardel_ n;, = N

k
end niW;, = W. Voor identieke, ononderscheidbare deeltjes die voldoen aan het uitsluitingsprincipe is het

k
totaal aantal mogelijke verdelingen gegeven door:
P15

Dit geeft deFermi-Dirac statistiek Voor ononderscheidbare deeltjes dietvoldoen aan het uitsluitingsprincipe
is het aantal mogelijke verdelingen gegeven door

pP=N'] 95"
k
Dit geeft deBose-Einstein statistielde verdelingsfuncties die aangeven hoe de deeltjes verdeeld zijn over de

diverse 1-deeltjestoestandgrtie elk g,-voudig ontaard zijn, hangen dus af van de spin van de deeltjes. Ze
zZijn gegeven door:

'nk gk _nk

L - . . N
1. Fermi-Dirac statistiek: heeltallige spiny € {0,1}, n, = — Ik

Zy exp((Ey, — p)/KT) +1
metin(Z,) = 3 gi In[1 + exp((E; — p)/kT)].

N 9k
Z

2. Bose-Einstein statistiek: halftallige spim, € IV, n; =
gesp £ 7y exp((Br — w)/RT) — 1

metln(Zg) = — > gr In[1 — exp((E; — p)/kT)].

Hierin is Z, de groot-canonieke toestandssomede chemische potentiaal. Deze wordt bepaald uit de eis
> ny = N. Hiervoor geldt:%imou = FEF, de Fermi-energielV is het totaal aantal deeltjes. De verdelingswet

van Maxwell-Boltzmann volgt hieruit in de limiet d&;, — > kT

N Ey £y,
ng = fexp (_kT) met Z = ng exp ( kT)

Met de Fermi-energie zijn de Fermi-Dirac en Bose-Einstein statistieken te schrijven als:

Jk
xp((Ey — Er)/kT) + 1

9k
exp((Ex — Er)/kT) — 1"

1. Fermi-Dirac statistieki, =
€

2. Bose-Einstein statistieki;, =




Chapter 11

Plasmafysica

11.1 Basisbegrippen

Te

Deionisatiegraadn van een plasma is gedefinieerd doer= mn
Ne T No

met n, de elektronendichtheid emy, de neutralendichtheid. Voor een plasma dat ook negatieve ionen en
moleculen bevat is: niet goed gedefinieerd.

De kans dat een testdeeltje botst met een andéPis= nodz waarino de werkzame doorsneds. De
botsingsfrequentie. = 1/7. = nov. De gemiddelde vrije weglengie gegeven dooA, = 1/no. Men
definieert deatecafficiént K als K = (ov). Het aantal botsingen per volume en tijdseenheid tussen deeltjes
van soort 1 en 2 is gegeven dooims, (ov) = Knjns.

Omdat er in een plasma afscherming van lading plaatsvindt wordt de potentiaal van een elektron gegeven door

—e r cokT.T; cokTy
Vir)= - met \p = ~
(r) 4dmegr P ( /\D> b 2Ty +niTy) V' nee?
Hierin is A\p de Debye lengte Voor afstanden< Ap mag men het plasma niet meer als quasi-neutraal

beschouwen. De afwijkingen van ladingsneutraliteit door thermische beweging wordt teniet gedaan door os-
cillaties met frequentie

Nee?

Wpe =
P Me€o

De afstand van dichtste nadering bij een botsing voor 2 gelijksoortige ladingsdraget& afbuiging is
2by = €2 /(4megsmv?). Een “net” plasma wordt gedefinieerd als een plasma waarvoor @@|€|1:ne_1/3 <

Ap < L. Hierinis L, := |n./Vn.| de gradéntlengte van het plasma.

11.2 Transport

Relaxatietijden worden gedefinieerd als= 1/v.. Uitgaande vam,, = 47b% In(A¢) vindt men met;mo? =

kT
_AmedmPo® 8V2med/m(kT)3/?

Tm = =

net In(Ac) net In(Ac)
Voor impulsoverdracht tussen elektronen en ionen geldt bij een Maxwellse snelheidsverdeling:
67mv/3e3 /e (KT0)?/? 6/3e2 /s (KT})3/2
Tee = X Tei 5 Tii =

neet In(Ag) niet In(Ac)

De energierelaxatietijden voor gelijke deeltjes zijn gelijk aan de impulsrelaxatietijden. Omdat voor e-i botsin-
gen de energieoverdracht slecht2m,/m; gaat dit echter langzaam. Globaal geldt de verhouding 7.; :

Tie : TE = 1:1: \/mi/me : mi/Me.
De relaxatie voor e-o interactie is veel gecompliceerder. \loor 10 eV geldt globaalio., = 10170525,
voor lage energien kan dit tot een factor 10 lager zijn.

De soortelijke weerstang= E/J van een plasma is gegeven door:

Nee? B e?\/meIn(Ac)
Melei N 67T\/§€%(k’Te)3/2

’]7:
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De diffusiece@fficient D is gedefinieerd via de fluk volgensl’ = négg = —DVn. De continuiteitsvergeli-
jking luidt 9;n + V(nvgig) = 0 = dn = DV?n. Men vindtD = %)\Vv. Een ruwe afschatting geeft
™= L,/D = Lgrc/)\ﬁ. Voor gemagnetiseerde plasma’s dient mene vervangen door de cyclotronstraal.
In elektrische velden vindt men ook = neuE = e(Nefte + niHi>E mety = e/muy, de beweeglijkheid van

de deeltjes. De Einstein relatie is:
D _ kT

wo e

Omdat elektronen en ionen door de ladingsneutraliteit sterk gekoppeld zijn diffunderen ze niet onafhankelijk.
De ambipolaire diffusieceéfficient D,,;, is gedefinieerd volgens = I'; = I'e = —Danp, Ve i. Hieruit volgt
dat
kT,/e — KT} /e kT

1/ pe — 1/ pi €
In aanwezigheid van een uitwendig magneetvBldzullen deeltjes gaan bewegen in een spiraalbaan met
cyclotronstraalp = mv/eBy en met de cyclotronfrequentié = Bye/m. De gespiraliseerde baan wordt
onderbroken door botsingen. Men noemt het plagemmagnetiseerdls A\, > p.;. De elektronen zijn dus
gemagnetiseerd als

Damb =

pe VMmee3ne In(Ag)
Xee  6mV/3e2(KT.)3/2 By

Vanwege de vereiste ladingsneutraliteit zorgt magnetisatie van alleen de elektronen al voor een redelijke op-
sluiting van het plasma. Bij magnetische opsluiting gelfity = J x B. Samen met de 2 stationaire
Maxwellvergelijkingen voor hei3-veld zijn dit de ideale magneto-hydrodynamische vergelijkingen. Voor
een uniformB-veld geldt:p = nkT = B2 /2uo.

Als er zowel een elektrisch als een magnetlsch veld aanwezig is, zullen elektronen en ionen beide dezelfde
kant op bewegen Als men stelt d&t = E.e. + E.¢e, enB = B €, geeft deE x B drift een snelheid
it = (E x B)/B? en de snelheid in het v viak i:(r, ¢, t) = @ + j(t).

11.3 Elastische botsingen
11.3.1 Algemeen

De strooihoek van een deeltje in wisselwerking met een an-
der deeltje, zoals gegeven in het figuur hiernaast, is:

T d
X=7T—2b/ 4
¥ W
Ta /r2 1_72_ (T)

Ey

Deeltjes met een botsingsparameter tugsenb + db, die
door een ring gaan mét = 27bdb verlaten het strooigebied
onder een ruimtehoe#) = 2xsin(x)dy. De differentéle
werkzame doorsnedg dan gedefinieerd als:

da | _
a|

b 0b

Q) = sin(x) Ox
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Voor een potenéile energidV (1) = kr—" volgt: I(Q,v) ~ v=4/".

Voor lage energién, O(1 eV) bevats eenRamsauer minimumDit komt vanwege interferentie van de ma-
teriegolven achter het objedt(©2) voor hoekerd < x < A/4 is groter dan de klassieke waarde.

11.3.2 De Coulomb interactie
Voor de Coulomb interactie geldby = g1q2/2meomu, dusW (r) = 2bg/r. Dit geeftb = by cot(%x) en

2
o=t % %
sin(x) Ox  4sin (5x)
Omdat de maximale invioedssfeer van een deeltje gaat tet\p geldt: o = 7(\% — b3). Omdat geldt
dp = d(mv) = muy(1 — cos x) vindt men voor de werkzame doorsnede gerelateerd aan impulsuitwisseling
Om:
1 A In(v?
Om = /(1 — cos \)I(9)dQ = 47b2 In (1> = 47b% In (D) i= 4rb? In(Ag) ~ LZ)
(§Xmin) bO v

sin

metln(A¢) de Coulomb-logaritmeHiervoor geldt:Ac = A\p /by = 9n(Ap).

11.3.3 De ginduceerde dipool interactie

De génduceerde dipool wisselwerking, mgt= oF, geeft voor de potentiadl en de energiél in een

dipoolveld:
2

p-ér lelp ae
V = s W = — = —
(r) 4egr? (r) 8megr? 2(4meg)?rt

2¢2 T d
metb, = ¢ %geldt:xzw—%/ 4

(4me)?5mud ) /1 b2 N b2

Ta T - = _—

r2  4pd

Als b > b, zou de lading op het atoom vallen. Dit gebeurt niet door de afstotende kernkrachten. Als de
strooihoek enkele maledr is spreekt men van invangst. De werkzame doorsnede voor invangst mb?
noemt men de Langevin limiet, en is een ondergrens voor de iotale

11.3.4 Het massamiddelpuntssysteem

Wanneer een verstrooiing in het massamiddelpuntssysteem onder eep haekwee deelties met massa’s
my enmsy vergeleken wordt met de verstrooiing onder h@ek het laboratoriumsysteem is het verband:

ma sin(x)

tan(@) = —ml tma COS(X)

Het energieverliea\ £’ van het inkomende deeltje is gegeven door:

AE %mgvg  2myma

= 1 —cos
F %mlv% (m1 + m2)2 ( (X))

11.3.5 \Verstrooiing van licht

Verstrooiing van licht aan vrije elektronen noemt men Thomson verstrooiing. De verstrooiing is vrij van
collectieve effecten alBA\p < 1. De werkzame doorsnede= 6,65 - 10~2m? en

A 2

Tf = ?U Sin(%x)
Dit geeft een verstrooide energi&., ~ nAi/(A\? — A3)? metn de dichtheid. Als\ > )\, spreekt men van
Rayleigh verstrooiing. Thomson verstrooiing is een limietgeval van de Compton verstrooiing, die gegeven is
door\ — A = Ac(1 — cosx) metAe = h/me, en is niet meer bruikbaar wanneer relativistische effecten
belangrijk worden.
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11.4 Thermodynamisch evenwicht en reversibiliteit

Voor een plasma in evenwicht gelden de stralingswet van Planck en de Maxwellse snelheidsverdeling

8mhv? 1 2mn E
T = N(E,T)dE = ——=5VE —— | dE
plv, T)dv 3 exp(hv/kT) — ldy , N(B,T)d (mkT)3/2 P ( kT> d

“Detailed balancing” houdt in dat in evenwicht het aantal heengaande reacties gelijk is aan het aantal terug-
gaande reacties omdat beide processen dezelfde waarschijnlijkheid hebben als er gecorrigeerd wordt voor de
gebruikte faseruimte. Voor de reactie

Z Xheen = Z Xterug
heen terug
geldt in een plasma in evenwicimicroscopischeeversibiliteit:
H ﬁheen = H ﬁterug
heen terug

Als de snelheidsverdeling Maxwells is, geldt voor de elementaire bezetting:

My = ne R e~ Pran/kT
9 (2mm kT)3/2

met g het statistisch gewicht van de toestandrgy := 7. Voor elektronen geldy = 2, voor aangeslagen
toestanden kan men meestal steljen 2;j + 1 = 2n2.

Hiermee vindt men voor de Boltzmann balals,+ e~ = X; + e~ + (E1p):

En voor de Saha balanX,, + e~ + (E,;) < X +2e™:

TLZS, ny e h3 (Epi )

9p - E ge (2mmokT,)3/2 xp kT,

Omdat links en rechts niet evenveel deeltjes staan blijft er een fact@rstaan die dSaha-sprongeroorza-
akt.

Uit microscopische reversibiliteit kan men afleiden dat voor de réféci@ntenk (p, ¢, T) := (av)m geldt:
_ 9 Ay,
K(q,p,T) - qu(p7QvT) exp ( kT )
11.5 Inelastische botsingen

11.5.1 Typen botsingen

De kinetische energie kan gesplitst worden in een daalenin het massamidelpunt. De energiehet
massamiddelpunt is beschikbaar voor reacties. Deze energie is

m1m2(v1 - U2)2

E =
2(m1 + mz)
Er zijn verschillende typen inelastische botsingen van belang in de plasmafysica:
1. Aanslag:A, + e~ < A  +e”

2. Verval: Ay @ A, +hf




58 Fysisch Formularium door ir. J.C.A. Wevers

lonisatie en 3-deeltjes recombinatie; + e~ = AT + 2e~
StralingsrecombinatiA™ + e~ = A, + hf
Gestimuleerde emissié&:; + hf — A, + 2hf
Associatieve ionisatiA*™ + B = AB* + e~

Penning ionisatie: b.We* + Ar & Art + Ne + e~
LadingsoverdrachA™ + B= A + B+

© © N o o > W

Resonante ladingsoverdracAtf + A = A + AT

11.5.2 Werkzame doorsneden

Botsingen tussen een elektron en een atoom kan men benaderen door een botsing tussen een é&ktron en
van de elektronen van dat atoom. Dit geeft

do wZ2et

d(AE) ~ (4mz0)2E(AE)?

7TZ264AE 1
Voor de overgan olgt dan: E) = 2.0+
vergang — g volg UPCI( ) (47T50)2E(AE)I2)(1
S . . . 1 1 1,258F
Voor ionisatie vanuit toestandgeldt in goede benadering;, = 4ra? Ry ( — ) In (’ s )
E, E E,
. . Al - BIn(E)}?
Voor resonante ladingsoverdracht geldt;, = A ol

11.6 Straling

In evenwicht geldt voor stralingspocessen:

NpApqg+ NpBpep(v,T) = ngBgpp(v,T)
——

emissie gestimuleerde emissie absorptie

Hierin is A,, het matrixelement van de overgapg- ¢, en is gegeven door:

B 8772621/3|qu|2

Apy = Sheecd met rpq = (Yp|7|1Yg)

Voor waterstofachtige atomen geldt;, = 1,58 - 108Z%p=%5 met4, = 1/7, = > A,,. De intensiteit/ van
q
een lijn is gegeven dodt,, = hvApygn, /4. De EinsteincéfficientenB zijn gegeven door:

_ CBqu Bpg 94
pq = 5 €N —0— = —
8mhy By 9p

Een spectraallijn wordt door verschillende oorzaken verbreed:

1. Vanwege de eindige levensduur van een niveau. De natuurlijke levensduur van eerisvgageven
doorr, = 1/} A,,. Uit de onzekerheidsrelatie volgt dat\(hv) - 7, = 1A, dit geeft
q

ZAPQ
_ 4

Ay —
v 4mT, 47

De natuurlijke lijnbreedte is meestat dan de volgende twee verbredingen:
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2. De Doppler verbreding wordt veroorzaakt door de warmtebeweging van de deeltjes:
AN 2 [2In(2)kT;
A c mi

Deze verbreding geeft aanleiding tot een Gaussisch lijnprofiel:
k, = ko exp(—[2VIn2(v — v9)/Avp]?), metk de absorptie- of emissieéfficient.

3. De Stark verbreding wordt veroorzaakt door de elektrische velden van de elektronen:

" 2/3
Bz = {Cme,n)]

met voor de H3 lijn: C(ne,T.) ~ 3 - 10"4A~3/2cm3,

De natuurlijke verbreding en de Starkverbreding geven aanleiding tot een Lorentz profiel van een spectraallijn:
ky, = $koAvy/[(3AvL)? + (v — 19)?]. De totale lijnvorm is een convolutie van het Gauss- en Lorentz profiel
en heet eeioigtprofiel

Het aantal overgangen— ¢ wordt gegeven doat, B,,p &n dootn,ny, (o.c) = n,(pdv/hv)o.c metdr de
bandbreedte van de lijn. Dan volgt voor de werkzame doorsnede van absorptieproegsses,,,hv/cdv.

De in het plasma optredende achtergrondstraling is afkomstig van twee processen:

1. Free-Bound straling, afkomstig van stralingsrecombinatie. De emissie is gegeven door:

01 ZiNiNe he
o= S e |1 o (i) en

metC; = 1,63 - 10~ Wm*K'/2sr! en¢ deBiberman factor

2. Free-free straling, afkomstig van de versnelling van deeltjes in het EM-veld van andere deeltjes:

Cy zinine

Eff:v\/mexp< AkT)gff()\T)

11.7 De Boltzmann transport vergelijking

Aangenomen wordt dat er voor een plasma een verdelingsfufidiestaat zodat
F(7,0,t) = Fp.(7,t) - F,(U,t) = Fi(x,t)Fa(y, t)F3(2,t) Fs(vg, t) F5(vy, t) F(vs, )

Dan geldt de BTVdF 8—F + V. (F9)+ V, - (Fa) = aj
dt 8t 6 bots—stral

Er van uit gaande datniet vanr afhangt er; niet vanv;, geldtV,.- (Fv) = ¥-VFenV, - (Fd) =ad-V,F.
Dit geldt ook voor magneetvelden omdat; /0x; = 0. De snelheid is gesplitst in een thermische snelldgid
en een driftsnelheid’. De totale dichtheid is gegeven daor= [ Fdi en [ Fdv = ni.

De balansvergelijkingen kunnen nu worden afgeleid met de momentenmethode:

1. Massabalans/(BTV)dﬁ;» %Z +V.(nd) = <?£>

d -
2. Impulsbalans/(BTV)mﬁdU = mnd%) +VT' +Vp=mn(@)+R

3. Energiebalans/(BTV)mv dv = 5% + = i pV - 0w +V-7=Q
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Hierin is (@) = e/m(E + @ x B) de gemiddelde versnelling, = $nm (327,) de warmtestroomg) =

2 )4 —
/ s’ <88t> dv de bronterm voor energieproductie een wrijvingsterm e = nkT de druk.
r bs

e?(ne + 2n;)

Een thermodynamische afleiding geeft voor de totale dsuk:nkT = Zpi T odmen
TEQAD

i

Voor de stroomgeleiding in een plasma volgt uit de impulsbalans,als w:

. IxBtvn
7]J:E_M

ene

Als in een plasma alleen elastische e-a botsingen van belang zijn is de evenwichtsenergieverDelipgetteyn

verdeling 22 ,
N(E)dE = Cn, (J;E()) exp [— ?;ZZ (50)

metEy = eE\, = eE/no.

11.8 Botsings-stralings modellen

Deze modellen zijn 1e-moment vergelijkingen voor aangeslagen toestanden. Men gaat uit van de Quasi-steady-
state solution waarb¥j,~1[(0n, /0t = 0) A (V - (n,w,) = 0)]. Dit geeft de vergelijkingen

Onp>1)  _o  9m )= (9m on; )= (2
( ot )bs‘o’ o TV (”lw”‘(at>b5 e TV (”‘“")‘<at>bs

met als oplossingen, = r2n§ + rzl,nzl? = bpnﬁ. Verder geldt voor niveaus die botsingsgedomineerd zijn
datéb, = b, — 1 = bopf Metp.s = /Ry/Ep end < z < 6. Voor systemen in ESP, waar alleen
botsings(de)excitatie tussen niveausnp + 1 meegenomen wordt, geldt = 6. Ook in plasma’s ver van
evenwicht zullen de aangeslagen toestanden uiteindelijk in de ESP toestand komen, zodat men vanaf een zeker
niveau de toestandsdichtheden kan uitrekenen.

Om de toestandsdichtheden van de lagere niveaus in de stationaire toestand te berekenen dient men uit te gaan
van een macroscopisch evenwicht:

Aantal bevolkende processen van nivgat= Aantal ontvolkende processen van niveau

Uitgeschreven geeft dit:

2
neanqu—Fneanqu—F anqu + neniKyp + Nenitrag =

a<p a>p a>p bots. recomb.  stral. recomb
bots. excit. bots. deexcit. stral. deex. naar
Nellp Z Kpq +neny Z Kpq+ np Z Apq +nenpKpi
<p =P a<p bots. ion.
bots. deexcit. bots. excit. stral. deex. van

11.9 Golvenin plasma’s

Interactie van EM-golven met een plasma resulteert in verstrooiing en absorptie van energie. Voor elektro-
magnetische golven met complex golfgetat w(n + ix)/c vindt men inéén dimensie:E, = Ege "“®/¢
cos[w(t — nz/c)]. De brekingsindex is gegeven door:

E ¢ w?
n=«¢c— =— = — 72
w U w
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Voor verstoringen in de-richting in een koud, homogeen, gemagnetiseerd plaﬁna: Byé, + Beilkz=wt)
enn = ng + ne!*>=«?) (externeF velden zijn afgeschermd) volgt, met de definities- w, /w eng = Q/w
enwf, = wgi + wge:

1 77;53 O
oL . 1-p2 1-p2
J=GE ,metd =icw» o i0s 1 0

s 1-p3 1-p2
0 0 1

waarin gesommeerd wordt over deeltjessagoiDe diélektrische tensaf, waarvoor geldt:

wordt gegeven doof = I — G/igow.

- a? a2 9
Metdedeflnmesﬁ:l—g:ﬁ , D:zs:1—5§ , PZl_Zs:as
volgt:

. [ S —iD 0
E=1| D S 0
0 0 P

De eigenwaarden van deze hermitische matrix Hjr= S + D, L = S — D, A3 = P, bij eigenvectoren
& = £v2(1,i,0), & = 1v/2(1,—i,0) enéz = (0,0,1). € heeft te maken met een rechtsdraaiend veld
waarvooriE, /E, = 1 ené met een linksdraaiend veld waarvadt, /E, = —1. Wannee¥ de hoek is die:

maakt met3 vindt men:
P(n? — R)(n?> — L)

S(n?2 — RL/S)(n? — P)
metn de brekingsindex. Hieruit volgen de oplossingen:

tan®(0) =

A. & = 0: voortplanting in de z-richting.
1. P=0: E, = E, = 0. Dit beschrijit een longitudinale lineair gepolariseerde golf.
2. n? = L: een linksdraaiende, circulair gepolariseerde golf.
3. n? = R: een rechtsdraaiende, circulair gepolariseerde golf.
B. 6 = = /2: voortplanting L het B-veld.
1. n? = P: de gewone mode, = E, = 0. Dit is een transversale lineair gepolariseerde golf.
2. n?> = RL/S: de buitengewone modér, /E, = —D/S, een elliptisch gepolariseerde golf.

Resonantiefrequentiegin frequenties waarbip? — oo, dusvs = 0. Hiervoor geldt:tan(§) = —P/S. Voor
R — oo geeft dit de elektronencyclotronresonantiefrequentie (2., voor L — oo de ionencyclotronreso-
nantiefrequentie = €2; en voorS = 0 geldt voor de buitengewone mode:

a? 1—ﬁ71 = 1_m‘7l 1— L
Me W2 m2 w? w?

Afsnijfrequentiegijn frequenties waarbip? = 0, dusv; — oo. Hiervoor geldt:P = 0 6f R = 0 6f L = 0.

Voor het geval3? >> 1 vindt men Alfvéen golven die zicH| aan de veldlijnen voortplanten. Met de Adfw

snelheid
QeQi 2
VA =

2 2
Wpe T Wp;

volgt: n = /1 4 ¢/va, €N VOOrvs K ¢ w = kva.




Chapter 12

Vaste stoffysica

12.1 Kristalstructuur

Een rooster is gedefinieerd door de 3 translatievect@yezo dat de atomaire samenstelling er in elke richting
hetzelfde uitziet vanuit elk punten = 7+ T, waarbijT' een translatievector is die gegeven wordt door:
T = u1d; + uads + usds metu; € IN. Een rooster kan helemaal opgebouwd worden uit primitieve cellen.
Men kan als primitieve cel een parallellepipedum vormen, met volume

Veel = |1 - (A2 x d3)|

Omdat een rooster een periodieke structuur heeft, hebben de fysische eigenschappen die met dat rooster samen-
hangen deze periodiciteit ook. (Randeffecten worden verwaarloosd):

ne(F+T) = ne(F)
Deze periodiciteit leent zich voor Fourieranalys¢r’) wordt ontwikkeld als:

n(7) = Zna exp(iG - 7)
G

ng = ! ///n(?) exp(—iG - 7)dV
V::el
cel

Gis dereciprokeqroostervectoNVanneeé geschreven wordt alg = v151 +v252 +v353 metwv; € IN, volgt
voor de vectoren;, cyclisch:

met

= a; 1 X a; 2
b = 21— s
Qg (ai+1 X (lz‘+2)

De set yarﬁ-vegtorgn bepaalt dedrtgendiffracties: een maximum in de terugekaatste straling treedt op als:
Ak = G metAk = k — k'. Dus: 2k - G = G?. Hieruit volgt voor parallelle roosterviakken (Bragg reflectie)
dat voor de maxima geld2d sin(f) = n.

De Brillouin zone is gedefinieerd als een Wigner-Seitz cel in het reciproke rooster.

12.2 Bindingen

Er worden 4 soorten bindingen onderscheiden:
1. Van der Waals bindingen
2. lonbindingen
3. Covalente of homopolaire bindingen
4. Metaalbindingen.

Bij de ionbinding van NaCl berekent men de energie per molecuuleenheid via:

E = cohesieenergie(NaCl) — ionisatieenergie(Na) + elektronenaffiniteit(Cl)
Bij de covalente binding is de wisselwerking afhankelijk van de relatieve spinorientaties van de bindingse-
lektronen: De poteriéie energie voor 2 gelijkgerichte spins is hoger dan de péfenginergie voor 2 niet
gelijkgerichte spins. Verder vertoont de potéidi energie bij 2 gelijkgerichte spins soms geen minimum.
Binding is dan dus niet mogelijk.
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12.3 Roostertrillingen

12.3.1 Rooster metén soort atomen

Bij deze beschouwing van roostertrillingen wordt uitgegaan van de benadering dat een atoom alleen met zijn
naaste buren wisselwerking heeft. De kracht op ateenget massd/ is dan te schrijven als:

dPuy

Fo=M—2"
dt?

= C(us+1 - us) + C(U5,1 - us)
Uitgaande van oplossingen met alle dezelfde tijdafhankelijkbeid—iwt) geeft dit:
—Mw*ug = Clugyr + g1 — 2ug)

Vervolgens wordt gepostuleerd;;; = uexp(isKa) exp(+iKa).

Dit geeft: us = exp(iK sa). Invullen van de laatste twee relaties in de eerste levert een lineair stelsel vergeli-
jkingen op, waarvan de determinant O gesteld wordt. Dit resulteert in:

4C
w? = i sin?(1 Ka)

Alleen roostertrillingen met een golflengte die in de eerste Brillouin Zone past hebben een fysische betekenis.
Dit betekent dat-7 < Ka < 7.

De groepssnelheid van deze roostertrillingen wordt gegeven door:

dw Ca? L
Vg = e = ﬁCOb(EKa) .

en is dus 0 op de rand van een Brillouin Zone. De golf is hier staand.

12.3.2 Rooster met twee soorten atomen

Nu zijn de oplossingen: f"
1 1 1 1\ 4sin®(Ka) S~
2

=C|l—+—)xxCy/|—+— ]| —————F= e ] 2C
. (Ml * Mz) \/<M1 + Mz) My M, Mo
Bij elke waarde vank horen nu tweev-waarden, zoals te zien e %
is in de grafiek. De bovenste tak heet de optische, de onderste de ///
akoustische. Bij de optische mode trillen beide soorten ionen in
tegenfase, bij de akoustische in fase. Hierdoor hebben de optis- 0 - K

che trillingen een veel groter geluceerd dipoolmoment, en dus
ook een sterkere emissie en absorptie van straling. Bovendien
heeft elke mode nog 3 polarisatierichtingen, een longitudinale
en twee transversale.

12.3.3 Fononen

De quantummechanische aanslag van een roostertrilling met een eherpeet eerfonon Fononen kan

men als quasiedeeltjes beschouwen: ze gedragen zich bij botsingen als deeltjes metinpgdisn kan ze

een impuls toekennen, maar hun totale impuls blijkt 0 te zijn. Hun impuls hoeft bij onderlinge botsingen niet
behouden te zijn: Normaal procek’; + Ko = K3, Umklapp procesK; + Ko = K3 + G. Omdat fononen

geen spin hebben gedragen ze zich als bosonen.
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12.3.4 Soortelijke warmte

De totale energie van de roostertrillingen kan men berekenen door elke mode met de bijbehorende energie te
vermenigvuldigen en te sommeren over alle mollesn polarisatied’:

hw
U= ZZFM (nep) Z/ exp hw/kT)—ldw
bij een gegeven polarisatie De soortelijke warmte is dan:

Cou hw/kT) exp(hw/kT)
Crooster = kZ/ (exp(hw/ET) —1)2 dw

In 1 dimensie wordt de dispersierelatie gegeven door:
LdK ~ Ldw

D(w)dw = ——dw
(w)dw 7 dw 7'('Ug

In drie dimensies worden de periodieke randvoorwaarden toegepast op een kubis prietitieve cellen en
volumeL3: exp(i(K,x + Kyy + K,2)) = exp(i(K;(z + L) + K, (y + L) + K.(z + L))).

Omdatexp(27i) = 1 kan dit alleen als:

2 47 61 2N
K, K, K,=0, £+ —; £—; £ —; ...+ ——
Y L L L’ L

Er is duséén toegestane waarde vanper volume(27/L)? in de K -ruimte, ofwel:

L\ _ v
o2 873

toegestané?-waarden per eenheidsvolume in Heruimte, voor elke polarisatie en elke tak. Het totale aantal
toestanden met een golfvectarK is:
No (L S ArK3
2w 3

voor elke polarisatierichting. De toestandsdichtheid voor elke polarisatierichting is volgens Einstein:
dN (VK 2 dA,
dw — \ 272 dw 87r‘3

Het Debye modeloor de soortelijke warmte is een lage-temperatuur benadering die 10K goed opgaat.
Men beschouwt hier alleen de akoustische fononen (3 polarisatierichtingen), en neemt aas- dais,
onafhankelijk van de polarisatierichting. Hieruit volgl(w) = Vw?/27%v?, waarinv de geluidssnelheid is.
Dit geeft:

Dw) =

wp
Vw? hw 3Vk2T4 x3dx
=3 | D(w) (n) hwd dw .
/ waw = / 27203 exp(hw/kT) — 1 23R / et —1
0

Hierin iszp = hwp /kT = 6p/T. 6p is deDebye temperatuuen wordt gegeven door:

P _@ 672N /3
b= %

waarin N het aantal primitieve cellen is. Hieruit volgt, omda§ — oo voorT — 0:

T\® T 23dx  3n*NkT4 1274 NET3
U =9NET [ — = ~TY en Oy = 2L P
(9D> /em —1 50p v 503
0

In het Einstein model van de soortelijke warmte kijkt men juist naar fononé@ébifrequentie, een benadering
voor de optische fononen.
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12.4 Magnetisch veld in een vaste stof

De volgende grafiek geeft de magnetisatie versus veldsterkte voor verschillende typen magnetisme:

M A
Mverz

ferro
oM

X =
" OH paramagnetisme

diamagnetisme

12.4.1 Diamagnetisme

Quantummechanisch gezien wordt diamagnetisme veroorzaakt door de Larmorprecessie van de elektronspin.
Uitgaande van een cirkelvormige elektronenbaan om een atoom met twee elektronen, werkt er een Coulom-
bkracht F, en een magnetische kracht op ieder elektron. Als het magnetisch deel van de kracht niet sterk
genoeg is om de baan significant te vervormen geldt:

F, B B B\? B
wQZﬂie—w:wgie—(wo—&—J)éw: wO:I:e— +~--%w0j:e—:w0:|:wL
mr m m 2m 2m

Hierin is wr, de Larmorfrequentie Eén elektron wordt versneld, het andere vertraagd. Er gaat een netto
kringstroom lopen, die het atoom een magnetisch morieggeft. Deze kringstroom wordt gegeven door:
I =—Zewy/2m, en{u) = IA = It (p*) = 2Ix (r?). Als N het aantal atomen is dat in het kristal voorkomt

volgt voor de susceptibiliteit, met/ = /i

oM poN Ze?
- 0B - O6m <r>

12.4.2 Paramagnetisme

Uitgaande van de opsplitsing van energieniveaus onder een zwakAelg: — i - B = mygupB, en van
een verdelingsfuncti¢,, ~ exp(—AU,,/kT), vindt men voor het gemiddelde magnetische monjght=
> fumtt/ Y fm- Nalinearisatie, en omddE m; =0, > J = 2J + LenY} m% = 2J(J +1)(J + 3) kan
men schrijven:
_ oM poN (u)  poJ(J +1)g*ug N
»="p T B 3kT
Hiermee is davet van Curigx, ~ 1/T afgeleid.

12.4.3 Ferromagnetisme

Een ferromagneet vertoont boven de kritische temperalULparamagnetlsch gedrag Om het ferromag-
netisme te beschrijven wordt een vdki; evenredig aai/ gepostuleerdBE = AMOM De behandeling is
nu verder analoog aan het paramagnetisme:

C
poM = xp(Ba + Br) = xp(Ba + Ao M) = po <1 - /\T) M

poM  C
B, T-T.

WanneeB op deze manier wordt geschat, geeft dit waarden rond de 1000 T. Dit is een onrealistische waarde,

en suggereert dat er iets anders aan de hand is. Een quantummechanische behandeling (Heisenberg) postuleert

een wisselwerking tussen 2 naburige atonién: —2J8;- §j = —[i- Bg. J is hier een overlappingsintegraal
die gegeven wordt dootl = 3kT../22S5(S+1), metz het aantal buren. Er zijn nu 2 gevallen te onderscheiden:

Hieruit volgt voor een ferromagneetyr = de wet vanWeiss-Curie
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1. J > 0: S; enS; gaan parallel staan: de stof is een ferromagneet.
2. J <0: S; enS; gaan antiparallel staan: de stof is een antiferromagneet.

De theorie van Heisenberg voorspelt het bestaan van spingolven: magnonen. Uitgaande van een model waarin
alleen de naaste buren wisselwerking met elkaar vertonen kan men schrijven:

U= _2J§p ’ (gpfl + §p+1) R fip - gp met By = ——(Sp—1 + Sp+1)

—

Nu is de bewegingsvergelijking voor de magnon%?r: = %Sp X (Sp_1 4 Sp11)

De oplossing gaat nu analoog aan de behandeling van fononen: postuleer lopende golven van§1;;e-t:type
wexp(i(pka — wt)). Dit geeft een lineair stelsel vergelijkingen met oplossing:

fiw = 4JS(1 — cos(ka))

12.5 Het vrije-elektronen Fermi gas

12.5.1 Soortelijke warmte

De periodieke oplossing met periofie&zan de Schivdingervergelijking in 1 dimensie igh,, () = Asin(2rz/An)
metn\,, = 2L. Hieruit volgt
R o2
E=5m(7)

In een lineair rooster zijn alleen de quantumgetatesn m van belang. HeFermi niveauis het bovenste
gevulde niveau in de grondtoestand, met als energieedmi-energieFr. Als ng het quantumgetal van het
Fermi niveau is, kan men hiervoor schrijvénip = N dusEr = h27r2N2/8mL. In drie dimensies geldt:

27\ 1/3 2 2\ 2/3
e = 3T en Ep — L 3T
\%4 2m \%4

o _ vV 2mE\*?
Hieruit volgt voor het aantal toestanden met enefgi&: N = — .

37T2 7;L2
S ANV [2m)\*? 3N
en voor de toestandsdichthei®(E) = TE = 7.2 (hQ) E = 5F

De warmtecapaciteit van het elektronengas is ongeveer 0,01 maal de klassiek verwachte Wa}awe \Rih
komt door het Pauli principe en de Fermi-Dirac verdeling: alleen de elektronen in een afstaid resual het
Fermi niveau zijn thermisch geexciteerd. Er is dan een fragtie/Tr thermisch aangeslagen. Dit geeft voor

de inwendige energie:

T ou T
UNNkTT—F eana—TNNkT—F

Een nauwkeuriger analyse geeft;ickironen = %F2Nk‘T/TF ~ T. Samen met d&? afhankelijkheid van de
soortelijke warmte van de fononen is de totale soortelijke warmte van met@lenyT + AT3.

12.5.2 Elektrische geleiding

De bewegingsvergelijking van de Iadingsdragersﬁ% mdv/dt = th/dt. De variatie vark wordt gegeven
doordk = k(t) — k(0) = —eEt/h. Als de karakteristieke tijd dat de elektronen botsen gelijk is7ablijft 5%
stabiel alg = 7. Dan geldt:(7) = uE, mety = er/m debeweeglijkheickan de elektronen.

De stroom in een geleider wordt gegeven dobr: nqv = oE = E/p = neuﬁ. Omdat voor de botsingstijd
geldt: 1/ = 1/7 + 1/7;, waarint;, de botsingstijd aan het zuivere rooster isremle botsingstijd aan de
onzuiverheden, geldt voor de soortelijke weerstand p;, + p;, met%imo pr = 0.
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12.5.3 Het Hall-effect

Als er een magnetisch veld aangelegd wardop de stroomrichting zullen de ladingsdragers opzij geduwd
worden door de Lorentzkracht. Dit geeft een elektrisch vielde stroomrichting. Als] = Jé, enB = Bez
danisE,/E, = pB. De Hallconstante wordt gedefiiéie als: Ry = E,/J,B, Ry = —1/ne als J,

nepF,. De Hallspanning wordt gegeven dodf; = Bvb = IB/neh waarinb de breedte van het materiaal
is enh de hoogte.

12.5.4 Thermische geleiding

Uit k = 1C (v) £, metl = vpr de vrije weglengte van de elektronen, volgtickironen = m>nk?T'7/3m.
Hieruit volgt deWiedemann-Frangerhouding:x /o = (k/e)*T.

12.6 Energiebanden

In de tight-binding benadering Stelt megy = e#*"?¢(x — na). Hieruit volgt voor de energie{E) =

(W|H|Y) = Eu — a — 2[cos(ka). Dit geeft dus een cosinus gesuperponeerd op de atomaire energie, die
vaak te benaderen is met een harmonische oscillator. Als men aanneemt dat het elektron bijna vrij is kan men
stellen:y = exp(iE - 7). Ditis een lopende golf. Deze is te ontbinden in twee staande golven:

=
x
!

exp(inz/a) + exp(—inrx/a) = 2 cos(mx/a)
(=) = explinz/a) — exp(—irz/a) = 2isin(mwx/a)
De waarschijnlijkheidsdichtheitt)(+)|? is hoog bij de atomen van het rooster en laag daar tussenin. De

waarschijnlijkheidsdichtheitt) (—)|? is juist laag op de atomen en hoog daar tussenin. De energig(van
is dus ook lager dan de energie waj(—). StelU(z) = U cos(2mwz/a), dan volgt voor de bandafstand:

By = [ U@ [0()P = [9(-)P] do = U
0

12.7 Halfgeleiders

De bandstructuren en overgangen hiertussen van directe en indirecte halfgeleiders zijn aangegeven in de on-
derstaande figuren. Hierbij is aangenomen dat de impuls van het invallende foton te verwaarlozen is. Bij een
indirecte halfgeleider is een overgang tussen de valentie-en geleidingsband ook al mogelijk als de energie van
het invallend foton kleiner is dan de bandafstand: er wordt dan tevens een fonon opgenomen.

\ E  /geleidings
\ / I band g

Directe bandovergang Indirecte bandovergang

Dit verschil is ook te zien in de absorptiespectra:
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absorptie absorptie
A / A
-/
-/
‘ //
\ /
/ . E : . F
hwg E; +1Q
Directe halfgeleider Indirecte halfgeleider

Indirecte halfgeleiders, zoals Si en Ge, kunnen dus geen licht uitzenden, zodat ze ongeschikt zijn voor de
fabricage van lasers. Bij de absorptie van licht gelgdt= —k., By, (kn) = —Fe(ke), 0h = U, €Nmy, = —m)
als de geleidingsband en de valentieband gelijkvormig zijn.

In plaats van de normale massa van het elektron moet men in een roostezatieve massgebruiken. Deze
is gedefinieerd als:

F_ dp/dt _ dK _, (d2E>1

a dvug/dt dvg dk?

metE = hw envg = dw/dk enp = hk.

Met de verdelingsfuncti¢.(F) ~ exp((u— E)/kT) voor de elektronen efy,(F) = 1 — f.(E) voor de gaten
wordt de toestandsdichtheid gegeven door:

1 [2m*\*/?
D<E>:w(nz> VE- B

metE,. de energie aan de rand van de geleidingsband. Hieruit volgt voor de concentratigseyatdektronen

*

n.
Vi m*kT\ %/ u—E.
n = /De(E)fe(E)dE =2 (W) exp < T >
EC
kT \? E,
Voor het productp volgt nu: np = 4 o) /mimy, exp T
s

In een intrinsieke (niet verontreinigde) halfgeleider geldt:= p;, in eenn — type geldt: n > p en in een
p — type geldt:n < p.

Een exciton is een gebonden elektron-gat paar, die om elkaar draaien als in positronium. Omdat de energie van
een exciton lager is dan die van een vrij elektron en een vrij gat, is de aanslagenergie van een elektron uit de
valentieband tot een exciton kleiner dan de bandafstand. Dit veroorzaakt een piek in de absorptiekarakteristiek
net \oor E,.

12.8 Supergeleiders
12.8.1 Beschrijving

Een supergeleider wordt gekenmerkt door het O worden van de elektrische weerstand als bepaalde grootheden
kleiner zijn dan een zekere kritische waardex 7., I < I. enH < H.. Door hetBCS-modelordt voor de
sprongtemperatudf, voorspeld:
-1
T.=1,140 —_—
c DeXp<UD(EF))

Terwijl men uit experimenten vodt .. bij benadering vindt:
T2
H.(T)~ H.(T.) (1 — T?> .

C
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Binnen een supergeleider is het magnetisch veld OM&é$sner effect

Er zijn type | en type Il supergeleiders. Omdat het Meissner effect impliceert dat een supergeleider een perfecte
diamagneet is moet in de supergeleidende toestand gefﬂeﬂ:uolﬁ. Bij een type | supergeleider geldt dit
inderdaad, bij een type Il supergeleider geldt dit slechts tot een wahrdelaarna bevindt de supergeleider

zich in eenvortex toestantbt een waardé!.., die wel 100 maal zo groot kan zijn alf.;. Als het magnetisch

veld nog groter wordt datl .. gedraagt de supergeleider zich als een normale geleider: zie de onderstaande
figuren.

,U'OM ,U,()M
A A

- H : H
Hc Hcl Hc2

Type | Type Il

De overgang naar een supergeleidende toestand is thermodynamisch een fase-overgang van de tweede orde.
Dit betekend dat er in h&f — S diagram een knik zit en in hétx — T diagram een sprong.

12.8.2 Het Josephson effect

Bij het Josephson effect beschouwt men twee supergeleiders, gescheiden door een isolator. In de ene su-
pergeleider is de elektronengolffunctig, in de andere),. De Schodingervergelijkingen in beide supergelei-
ders wordt identiek gesteld:

L0 L Oy
Zhﬁ = hT'(/JQ s Zhﬁ = hT'(/J]

hT is het effect van de koppeling van de elektronen, of de transferwisselwerking door de isolator. De elektro-
nengolffuncties worden geschreven als= ,/nj exp(if1) enys = \/ns exp(if2). Omdat een Cooperpaar

uit tweeelektronen bestaat, gelgt~ /n. Hieruit volgt, alsn; ~ ns:

001 00y ong onq

o o o T T o

De stroomdichtheid door de isolator wordt nu gegeven doer J sin(f; — 1) = Jy sin(d), waarinJy ~ T.
Het Josephsoneffect geeft dus een stroomdichtheid die van het faseverschil afhankelijk is. Wanneer men een
AC-spanning over de junctie zet worden de Sctingervergelijkingen:

O g

ih== =Ty — eV enih=—= = Wy + eV

. 2
Dit geeft: J = Jysin (92 — 0 — e;/t)

Er is nu dus een oscillatie met= 2¢V/ .

12.8.3 Fluxquantisatie in een supergeleidende ring

Voor de stroomdichtheid geldt in het algemedn:= gy *tp = @[Fﬁﬁ — 4]
m

Uit het MeissnereffectB = 0 en.J = 0 volgt: AV6 = gA = § VOdl = 05 — 6, = 21s mets € IN. Omdat:
¢ Adl = [[(rotd,it)do = [[(B,ii)do = W volgt: ¥ = 27hs/q. De grootte van een fluxquantum volgt
doors = 1 te stellen:¥ = 27fi/e = 2,0678 - 1015 Tm?.
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12.8.4 Macroscopische quantuminterferentie

) . . 2eW
Uit 6, — 6; = 2e /h volgt voor twee parallelle juncties;, — J, = %, dus

J=Jy+Jp =2Jpsin (50 cos (f)) Dit geeft maxima alg¥ /i = sm.

12.8.5 De London vergelijking

Men postuleert dat de stroomsterkte in een supergeleider evenredig is met de vectorptﬁentiaal

— = of rotJ = —
) [10A7,

waarin\;, = \/egmc? /ng?. Hieruit volgt: V2B = B/A2.

Het Meissner effect volgt uit de oplossing van deze vergelijkibtfz) = By exp(—z/Az). Magnetische
velden in een supergeleider vallen exponentieel af.

=

J =

12.8.6 Het BCS-model

Het BCS-model slaagt erin om supergeleiding bij metalen te verklaren. (Een verklaring voof hege-
pergeleiders bestaat nog niet).

Men gaat uit van een nieuwe grondtoestand, waarin de elektronen zich als onafhankelijke fermionen gedra-
gen. Vanwege de wisselwerking met het kristalrooster hebben deze pseudo-deeltjes een kleine onderlinge
aantrekking. Dit leidt tot een grondtoestand waarin elektronen met een tegengestelde spin combineren tot een
Cooper-paar Van deze grondtoestand is aan te tonen dat ze perfect diamagnetisch is.

Het oneindige geleidingsvermogen is wat moeilijker te verklaren, omdat een ring met een persisterende stroom
geen echte evenwichtstoestand is: een toestand met stroom 0 heeft een lagere energie. De reden waarom er
geen overgangen zijn naar deze toestand is de fluxquantisatie. Het bestaan van dit fluxquantum houdt verband
met het bestaan van een macroscopisch coherente veel-deeltjes golffunctie. Een fluxquantum komt overeen met
ongeveei 0 elektronen. Als de flux me#en fluxquantum wil veranderen, dan moet er dfigen gelijktijdige

overgang van vele elektronen plaatshebben, wat zeer onwaarschijntifkdisor tussentoestanden heengaan,
waarin de flux niet gequantiseerd is, en die dus een hogere energie hebben, ook dit is onwaarschijnlijk.

Tenslotte nog enkele nuttige wiskundige relaties:

o0 o0 o0
xdr 2 x2dx
J e +1  12¢2 (e»L+1
0 —o00 0
o0 o0 1
En, onder de aanname dit (—1)" =  volgt: /sm px)d /cos ==

n=0 0 0




Chapter 13

Groepentheorie

13.1 Het begrip groep

13.1.1 Definitie van een groep
g is een groep voor de operaseils:
1. Va,Beg = A e B € G: Gisgesloten
2. Vapceg = (AeB)e(C = Ae(Be(): Gisassociatief
3. dpeg 2.d.d.VacgA e E = E e A= A: G bevat eereenheidselement
4. VacgIa-1cg z.d.d.Ae A=t = E: Elk element uitG heeft eerinverse

Als er tevens geldt:
5.V4,Beg = A e B = Be Ais de groefAbelsof commutatief

13.1.2 Het herordeningstheorema

In een vermenigvuldigingstabel komt elk element méam maal voor in elke rij en kolom. WardtA; =
A (ARA;) = A;, dus elked; komt voor. Omdat er bih groepselementen makplaatsen zijn in elke rij en
kolom, komt elk element ma&én maal voor.

13.1.3 Geconjugeerde elementen, subgroepen en klassen

B is geconjugeerdaan A als 3x¢g z.d.d. B = XAX~!. Dan is A ook geconjugeerd aaB: B =
(X HAax-1H-t,

Als B enC geconjugeerd zijn aad is B ook geconjugeerd aati.

Eensubgroefs een deelverzameling va@hdie, bij dezelfde operatie, ook een groep is.

Een verzameling van zoveel mogelijk geconjugeerde elementen idasse De gehele groep is op te delen
in klassen. Enkele stellingen:

e De doorsnede van twee klassen is leeg.

e Fis een klasse op zichelf: voor elk ander element in deze klasse zou gelden:
A=XEX ' =E.

e F is de enige klasse die ook een subgroep is, want alle andere klassen hebben geen eenheidselement.
¢ In een Abelse groep is elk element een klasse op zichzelf.
De fysische interpretatie van klassen: groepselementen zijn meestal symmetrieoperaties die een symmetrisch

object met zichzelf in dekking brengen. Elementen uit een klasse zijn dan hetzelfde soort operaties. Omge-
keerd geldt dit niet.
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13.1.4 Isomorfie en homomorfie; representaties

Twee groepen zijisomorfals ze dezelfde vermenigvuldigingstabel hebben. De afbeelding van de@roep
op Gs, z.d.d. de vermenigvuldigingstabellen gehandhaafd blijven, is een homomorfe afbeelding. Deze is niet
noodzakelijk isomorf.

Eenrepresentatidgs een homomorfe afbeelding van een groep op een groep van vierkante matrices, met de
gewone matrixvermenigvuldiging als combinerende operatie. Het symbool hierndooErggeldt:

D(E)=1 , T(AB) =T(A)I(B) , (A7) = [[(4)]™
In principe zijn er bij elke groep drie mogelijkheden voor een representatie:
1. Eengetrouwerepresentatie: alle matrices zijn verschillend.
2. De representatid — det(T'(A)).

3. De identieke representatid: — 1.
Eenequivalente representatigordt verkregen door een unitaire basistransformatie (gelijkvormigheidstrans-
formatie):T"(A) = S~IT'(A)S.
13.1.5 Reducibele en irreducibele representaties

Als men viadezelfdébasistransformatie alle matrices van een represeritatielezelfde blokvorm kan bren-
gen, is de representatieducibel

rva 0
”A):( 0" r<2><A>>

Dit wordt geschreven al§? = T'") @ T'(?), Als dit niet kan heet de representatieducibel

Het aantal irreducibele representaties is gelijk aan het aantal klassen.

13.2 Het orthogonaliteitstheorema

13.2.1 Hetlemma van Schur

Lemma Elke matrix die commuteert met alle matrices van een irreducibele representatie is een castante
waarinf de eenheidsmatrix is. Omgekeerd geldt dit (uiteraard) ook.

Lemma Indien er een matrix/ bestaat, z.d.d. voor twee irreducibele representaties van grogp' (4;) en
Y2 (4;), geldt: M~M (A;) = v (A;) M, zijn de representaties equivalent,ldf = 0.

13.2.2 Het orthogonaliteitstheorema

Voor een verzameling van inequivalente, irreducibele, unitaire representaties geldhealaantal elementen
in de groep is, eld; de dimensie van dé representatie:

_n

DT (TR = 7

Reg

0:j0uadup
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13.2.3 Karakter

Het karaktervan een representatie wordt gegeven door het spoor van de matrix, en is dus invariant onder
basistransformatiesy ") (R) = Tr(I'V)(R))

Tevens geldt, me,. het aantal elementen in een klagsy: x"*(Ci)x')(Cx) Ny = héy;
k

Stelling: > 2 = h

i=1
13.3 De relatie met de quantummechanica

13.3.1 Representaties, energieniveaus en ontaarding

Beschouw een verzameling symmetrietransformaties: Rz, die de Hamiltoniaark invariant laten. Deze
transformaties vormen een groep. Een isomorfe operatie op de golffunctie wordt gegeveRgoOr:) =
»(R~1%). Dit wordt beschouwd als eeactieve drading. Deze operatoren commuteren niét PrH =
H Pr, en laten het volume element ongewijzigfRz ) = dz.

Pg is de symmetriegroep van het fysische systeem. Deze veroorzaakt ontaardifigeels oplossing is van
Hp,, = Eptby, geldt ook:H(Pryy,) = E,(Prty,). Een eventuele ontaarding die niet op symmetrie terug te
voeren is heetoevallige ontaarding
Stel dat er sprake is van eénvoudige ontaarding bily,,: kies dan een orthonormale széf), v=12,...,4,.

L
De functiePr¢y" ligt in dezelfde deelruimtePry(” = Y~ 4T () (R)

k=1
waarin'(™ eenirreducibele, unitairerepresentatie is van de symmetriegrgepan het systeem. Elke komt
overeen met een ander energieniveau. In de praktijk kan men van de symmetriegroep van een systeem in
abstracto irreducibele representaties afleiden, en kan men de energieniveaus zo een quantumgetal toekennen.
Door een vaste keuze vod'™ (R) liggen de basisfunctie&(,") vast. Zo kan men ook een quantumgetal
toekennen aan een afzonderlijke basisfunctie.

Deeltje in een periodieke potentiaalDe symmetrie operatie is een cyclische groep: noem de operator die de

translatie ovegén eenheid beschrijft. Dan:G = {4, A2, A3,... A" = E}.
De groep is Abels, dus alle irreducibele representaties zijn 1-dimensionaal) Yopr< h — 1 volgt:

F(p) (An) _ eZ‘n'ipn/h

Wanneer men definieert: = —QL;? (mod%), zodat: P4, (z) = 1, (z — a) = 2™/ (), geeft dit het
a a

theorema van Bloch)y, () = uy(2)e™™, metug (z + a) = ug(z).

13.3.2 Opheffing van ontaarding door storing

Stel: het ongestoorde systeem heeft Hamiltonia@gnen symmetriegroeg,. Het gestoorde systeem heeft
H = Ho + V, en symmetriegroeg C Go. Als T(™)(R) een irreducibele representatie is \@y) is het ook
een representatie vah maar niet alle elementen vai® die in G, zaten zitten irG. De representatie is dan
in het algemeereducibel '™ = T'("1) (") ¢ .. De ontaarding wordt nu (evt. gedeeltelijk) opgeheven:
zie de onderstaande figuur.

ln, = dim(D(m1))
0 ln, = dim(D(2))

lny = dim(D())

SpectruniH SpectruntH
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Stelling: De verzameling vard,, ontaarde eigenfuncties,(,") met energiel,, vormt een basis voor eef) -
dimensionale irreducibele representdtié) van de symmetriegroep.

13.3.3 Het construeren van een basisfunctie

Elke functieF' in de toestandsruimte is te ontbindersymmetrietypest’ = Z Z f,gj)
j=1r=1

De volgende operator extraheert de verschillende symmetrietypes:

< Z F(J)* )F f(])

Reg

Men zegt datf(]) het deel varF is dat volgens de&rij van I'¥) transformeert.
F is ook uit te drukken in basisfuncties F' = > caj,ggp(‘”) De functiesf,ﬁj) worden in het algemeen niet
ajk

door de groepselementen in elkaar omgezet. Dit is wel het gevalals= c;,.

Stelling: Twee golffuncties die transformeren volgens niet-equivalente unitaire representaties of volgens ver-
schillende rijen van een unitaire irreducibele representatie zijn orthogonaal:

<gp,(f)|1p§\j)> ~ 030k, en(wgf)w,(f)) is onafhankelijk vark.

13.3.4 Het direct product van representaties

Beschouw een fysisch systeem dat uit twee deelsystemen bestaat. De dedltiinvizn systeem‘ trans-

formeert volgeng'(?). Basisfunctiess\” (Z;), 1 < x < £;. Vorm nu allef; x £, productens(” (#)\® (Z,).
Deze spannen samen de ruin?€") ® D(Q) op.

Deze productfuncties transformeren als volgt:

Pr(pM(@1)9\) (72)) = (Pre1 (1)) (PrelY (72))

De ruimteD() @ D) zal in het algemeen uiteen vallen in een aantal invariante deelruimten:
r¥ gr Z n;T

Een nuttig hulpmiddel bij dit reduceren is dat voor de karakters geldt:

XV (RXP(R) = nixD (R

13.3.5 Clebsch-Gordan céfficienten

Bij de reductie van de direct-product matrix t.o.v. de baé;f&p&j) gaat men over naar een nieuwe baéf?).
Deze basisfuncties liggen in deelruimt®4**). De unitaire basistransformatie wordt gegeven door:

o) = Zson ¥ (inj|akp)

en de inverse transformatie dogrt) ) = >l (akplirgN)
akp

De Clebsch-Gordan éfficienten zijn in essentie inproductefikjA|akp) := <<pk Lp)\ |<p(ak )
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13.3.6 Symmetrische transformaties van operatoren, irreducibele tensoroperatoren

Observabelen (operatoren) transformeren als volgt onder symmetrietransforraties’r AP, 1 Als een
stel operatoremﬁf) met0 < x < ¢; onder elkaar transformeren bij de transformaties&ayeldt:

PrAD P = 30 APT(R)

Als T¥) irreducibel is spreekt men vameducibele tensoroperatoren’) met componented .

Ook een operator is te ontbinden in symmetrietypés: > a,(f), met:
jk

_ /. . -
0 = (4 ) eary

Reg

Stelling: Matrixelementert{;; van operatof{ die invariant is ondeY 4<¢, zijn 0 tussen toestanden die trans-
formeren volgens niet-equivalente irreducibele unitaire representaties of volgens verschillende rijen van zo'n

representatie. Verder (soff)|H|wff)> onafhankelijk vans. Voor H = 1 is dit weer de vorige stelling.

Dit vindt in de quantummechanica toepassing bijstlaringsrekeningn variatierekening Hierbij probeert

men’H te diagonaliseren. Oplossingen kan men zoeken binnen elke categorie fwﬁ@tiaet gemeenschap-
pelijkei enx: H is al diagonaal in categoia als geheel.

Storingsrekeningkan men uitvoeren binnen elke categorie afzonderlijk. Bij variatierekek@mgmen de
probeergolffunctie kiezen binnen een afzonderlijke categorie, omdat de exacte eigenfuncties transformeren
volgens een rij van een irreducibele representatie.

13.3.7 Het Wigner-Eckart theorema

Stelling: Het matrixelementy ("] AY) (¥} kan slechts# 0 zijn alsT@) @ T*) = ... T ¢ ... Als dit
zo is, geldt (ald"(*) slechtséén maal voorkomt, anders sommeren ayjer

(SAD [ ®) = (x| jrkp) (D[ AD [ ®))

Dit theorema kan men toepassen om selectieregels vast te stellen: de kans op een dipoolovergang wordt
gegeven doore(is de polarisatierichting van de straling):
8m2e? f3|r1o)? oL

PD = W met ri3 = <lgm2|€ - T |l1m1)
Verder kan men dit gebruiken om intensiteitsverhoudingen te bepalen: als er dechimarde vam is,
verhouden de matrixelementen zich als de Clebsch-Gordéffigénten. Voor meerdere-waarden kunnen
de relaties tussen de intensiteitsverhoudingen vastgesteld worden. Men moet bij dit alles echter wel bedenken
dat de absolute lijnintensiteiten ook van de bezettingsgraad van de desbetreffende niveaus afhangen.

13.4 Continue groepen

Continue groepen zijn groepen miet= oco. Echter niet alle groepen mét = oo zijn continu, de trans-
latiegroep voor eenco-uitgebreide periodieke potentiaal is bv. niet continu, maar heefbwelo.

13.4.1 De 3-dimensionale translatiegroep

Voor de translatie van golffuncties over een afstamgeldt: P,v)(x) = ¢(z — a). Taylorontwikkeling rondom
x geeft:

2
Y(x—a) =¢(x) — adﬁ;x) + %an;i(Qx) —+...
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. . . h 0 . .
Omdat in de quantummechanica de impulsoperator gegeven worqzﬁogjeop,a—, kan men dit schrijven als:
1 0T

Yz —a) = e PNy (x)

13.4.2 De 3-dimensionale rotatiegroep

Deze groep heet SO(3) omdat men een getrouwe representatie kan construeren uit ortBog8naketrices
met determinant +1.

Bij een infinitesimale rotatie om de-as geldt:
Pseﬁ/’(% Y, Z) ~ ¢($» Y+ 2501’1 Z = yégz)

0] 0
- 1/1(17% Z) + (Zéemay - y59zaz) l/)(‘Lvya Z)

= (1 - ughL) ¢(x7ya Z)

Omdat de impulsmomentoperator gegeven wordt dogr= E <z§ — y(j)
7 Yy z
In een willekeurige richting geldt dus: __Rotaties: P, 5 = exp(—ia(7 - J)/h)
Translaties: P, 7 = exp(—ia(7 - p)/h)

Jz, Jy enJ, heten deggeneratorervan de 3-dim. rotatiegroep,;, p, enp. heten de generatoren van de 3-dim.
translatiegroep.

De commutatieregels voor de generatoren volgen uit de vermenigvuldigingseigenschappen van de groep: trans-
laties zijn verwisselbaa p,p, — pyp. = 0.
Rotaties zijn i.h.a. niet verwisselbaar: beschouw een rotatie ahireisetx z-vlak over een hoek: dan geldt:
Pa’ﬁ = P_97ypa7wpg7y, dus:
e—m(ﬁ.f)/n — iy /hg—iads/hg—i0T, /R

Als o« end zeer klein zijn, en ontwikkelen tm. de tweede orde, en overeenkomstige termen gelijkstellen, met
n-J = Jycosf + J, sin 6, volgt uit dead term: J,J, — J,J, = ihJ..

13.4.3 Eigenschappen van continue groepen

De elementeR(py, ..., p») hangen continu af van parametess..., p,. Voor de translatiegroep zijn dit bv.
ang, an, €nan,. Men eist dat de groepsvermenigvuldiging en de inverse van elefenttinu afhangen
van de parameters vai

Hetherordeningstheorengeldt ook voor continue groepen. Het beddassds op dezelfde manier gedefinieerd
als bij discrete groepen. Het begrgpresentatiavordt aangepast via de contiteitseis: elke matrixX'(R)
hangt continu af vap;(R).

Sommatie over alle groepselementen wordt bij continue groepen vervangen door integrafig \éen op
G gedefinieerde functie is, v, 3(R), geldt:

g

p1 Pn

Hierin is g(R) dedichtheidsfunctie

Op basis van het herordeningstheorema wordt ge¢ig(.R)dR = | f(SR)dR. Dit legt g(R) vast op een
constante na. Definieer nieuwe variabelémoor: SR(p;) = R(p}). Als men schrijftdV := dp; - - - dpy,

geldt:
av

av’

9(S) = g(E)
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Hierin is j—“//, deJacobiaan ud

dv’ op’

Op; :
= det( Pi ) eng(FE) is constant.
J

\Voor de translatiegroep geldj{a ) = constant= ¢(0 ), omdatg(aii )da’ = ¢(0)da enda’ = da.

Op deze wijze is een orthogonaliteitstheorema af te leiden:

; ; 1 '
/r,ﬁg (R)TYY(R)AR = Zéijé,méyﬁ/ dR
g g
en voor de karakters geldt:
/ X (RX Y (R)dR = 6 / dR
g g
Compactegroepen zijn groepen waar voor het groepsvolume gg%dd;R < 0.

13.5 De groep SO(3)

Men kan 2 parameters nemen voor de richting van de draaias, eégénagor de draaihoek. De parameter-
ruimte is nu een verzameling punter, die in een bol liggen met straal De diametrale punten op deze bol
kan men dan identificeren omd&f; . = Ry .

Een andere manier om parameters te déféri is via dieulerhoekenindiena, 3 en~ de 3 Eulerhoeken zijn,
gedefinieerd als:

1. De bolhoeken van as 3 t.oayz zijn 6, ¢ := 3, a. NU is er nog een rotatie om as 3 mogelijk:
2. De bolhoeken van deas t.0.v. 123 zijd, p := 3,7 — vy

Dan wordt de rotatie van een quantummechanische toestand beschreven door:
W — e—szhe—iﬁJy/he—i—sz/hw_ DusPg = e—is(ﬁj)/h_

Alle irreducibele representaties van SO(3) zijn te construeren d.m.v. het gedrag van de bollgpdies)
met—/ < m <[ en bij vastd:

1)
PR}/lm 9 410 Z }/lm Dﬁnm (R)
DU is een irreducibele representatie van dimefséie 1. Het karakter varD(") wordt gegeven door:

l . 1
sin([l 4+ 5]a)
(l) E e =1 + 2 E COS(kOé) = W
m=—I =0 2

In de gebruikte afleiding ia hierin de rotatiehoek om deas. Omdat de klassen van SO(3) bestaan uit rotaties
over dezelfde hoek om een willekeurige as, geldt deze uitdrukking voor alle rotaties over.hoek

Via het orthogonaliteitstheorema voor de karakters komt men tot de volgende uitdrukking voor de dichtheids-
functie (de normering is z.d.@(0) = 1):

Nu is ook in te zien dat de gevonden irreducibele representaties van SO(3) de enige zijn: het karakter van een
eventuele andere representatiezou L de al bekende staan, dy§(a)sin®(3a) = 0Va = y/(a) = 0Vo.
Omdaty’(0) de dimensie van de representatie is, is dit een tegenspraak.

Omdat de spin van een fermion halftallig is, spannen de toestangenmets = % enmg = i% een 2-dim.
ruimte op die invariant is onder rotaties. Een probleen ontstaat bij de rotatterom

—2miS. /h _ . —2mim, _
Vip, —e </ Vi, =€ "Y1 = =P,
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In SO(3) geldt echter:R, . = E. Hier geldt dus£ — £I. Omdat waarneembare grootheden altijd
geschreven kunnen worden dls|y) of (¢|Al), en dus bilineair zijn in de toestanden, veranderen deze
niet van teken als de toestanden dat wel doen. Als slé&énmtsoestand van teken verandert, veranderen de
waarneembare grootheden wel.

Het bestaan van halftallige representaties hangt samen met de topologische eigenschappen van SO(3): deze
groep is nl. tweevoudig samenhangend door de identifi¢dfie Ry, = E.

13.6 Toepassing in de quantummechanica

13.6.1 Vectormodel voor samenstellen van impulsmomenten

Als 2 deelsystemen impulsmomentquantumgetajlean j, hebben, kan het totale impulsmoment alleen de
waardenJ = ji + ja2,71 + j2 — 1,...,|j1 — j2| @aannemen. Dit valt uit de groepentheorie af te leiden: uit

U (a)xU2) (a) = ZJjan(J)(a) volgt:

DU ® pU2) — pliritiz) o pUit+iz—1) D...0P plii—s2l)

De toestanden kan men op 2 manieren met quantumgetallen karakterisergn:metjs, mo en metjy, jo, J, M.
De Clebsch-Gordan éfficienten, die voor de groep SO(3) dégnercefficientenheten, kan men el kiezen,

dus: ¢j1j2JM = Z 1Z)j177%1j2m2(lenleTnQL]]w)
mimao

?/}jlmlj27”2

> Vjrganr (Jimajama| JM)
JM

13.6.2 Irreducibele tensoroperatoren, matrixelementen en selectieregels
Enkele voorbeelden van het gedrag van operatoren onder SO(3)

1. Stelj = 0: dit geeft de identieke representatie mMgt= 1. Deze toestand wordt beschreven door een
scalaire operatoOmdatPRA(()O)Pg = A(()O) is deze invariant, bv. de Hamiltoniaan van een vrij atoom.
Dan geldt:(J' M'|H|JM) ~ Sprad.

2. Een vectoroperatorﬁf = (A;, Ay, A.). Bij definitie transformeren de cartesische componenten van een
vectoroperator net zo als de cartesische componenteri \Bineen rotatie om de-as geldt dus:

cosa —sina 0
D(R,.)=| sina cosa 0
0 0 1

De getransformeerde operator heeft t.@241) en Pg¢ dezelfde matrixelementen:
(PRryp|PRAL PR |Pré) = (Y|A4|¢). x(Ra,.) = 1+ 2cos(a): volgens de formule voor de karakters
betekent dit dat men zodanige nieuwe basisoperatoren kan kiezen dat deze transformeref@als).
Dit blijken de sferische componenten te zijn:
1 1 ) 1 1 1
A = —E(A:c +id,), A=A, AN = 2

3. Een cartesische tensor van rand? is een grootheid die onder rotaties transformeert/alg, waarin
U enV vectoren zijn. Dud;; transformeert voIgenE’RTZ-jPlg1 = > TwuDyi(R)Dy;(R), dus volgens
kl

(Az - iAy)

DWe DM = D? g DM g DO, De 9 componenten zijn dus op te splitsen in 3 invariante deelruimten
met dimensie 1D(), 3 (D) en 5(D®)). De nieuwe basisoperatoren blijken te zijn:
l. TH(L) = Ty + T,y + Ts.. Deze transformeert als de scallar V, dus volgensD(®).
II. De 3 antisymmetrische componentdn = %(Twy —T,.), etc. Deze transformeren als de vector
U x V, dus volgen®®),
lll. De 5 onafhankelijke componenten van de spoorloze, symmetrische t€nsor
Sij = 2(Ty; + Tj;) — 30,5 Tr(T). Deze transformeren volgediz® . B
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Selectieregels voor dipoolovergangen

Dipooloperatoren transformeren volgeP$): voor een elektrische dipoolovergang is de operatorvoor
een magnetischg L + 25')/2m.

Uit het Wigner-Eckart theorema volgtd’ M| ALY [T M) = 0 tenzij D) bevatis inD(M @ D) = DU+ g
D) @ DU/=1D, Dit betekentdat’ € {J +1,J,|J — 1|}: J' = Jof J' = J + 1, behalve] = J = 0.

Landé-formule voor anomale Zeemansplitsing

Volgens het model van Lagdwordt de wisselwerking van het magnetisch moment met een uitwendig mag-
neetveld bepaald door de projectie viashop J, omdatZ en S snel om.J precederen. Dit is ook te begrijpen

uit het Wigner-Eckart theorema. Hieruit volgt dat de matrixelementen van alle vectoroperatoren een zekere
evenredigheid vertonen: voor een willekeurige opereftuolgt:

. imlA - Tlai S
(agm!| Alagm) = <ajﬁz|. n 1)|;;]m> {ajm/|J |ajm)
J\J

13.7 Toepassing in de elementaire deeltjes fysica

De fysica van een systeem verandert i.h.a. niet als de transforgiatiee’*+) uitgevoerd wordt, waaris een
constante is. Dit heet edaglobale ijktransformatie de fase van de golffunctie verandert overal op dezelfde
manier.

Er bestaat enige vrijheid in de keuze van de potentieﬂ@mgﬁ bij dezelfdeE en B: ijktransformatiesvan de
potentialen veranderen® en B niet (Zie hoofdstuk 2 en 10). De oplossing’ van de
Schivdingervergelijking met de getransformeerde potentialen wordt gegevemgosre =4/ (7:t)q),

Dit is eenlocale ijktransformatie de fase van de golffunctie verandert op elke plaats verschillend. De fys-
ica van het systeem verandert niet dlsen ¢ meetransformeren. Dit wordt nu tot principe verhevéet
“bestaansrecht” van het elektromagnetische veld is het verzorgen van de locale ijkinvariantie

De ijktransformaties van het EM-veld vormen een groep: U(1), unifiaitel-matrices. Het afsplitsen van de
lading in de exponent is essentieel: n@én ijkveld voldoende voor alle geladen deeltjes, onafhankelijk van
de lading.

Dit concept wordt nu gegeneraliseerd: aan deeltjes wordt een “speciale |&litmggekend. De groepsele-
menten zijn dan gegeven doBf, = exp(—iQ0O).

Andere krachtvelden dan de elektromagnetische zijn ook op deze manier te begrijpen: de zwakke wisselwerk-
ing met de elektromagnetische samen wordt beschreven door een ijkveld dat transformeert volgens
U(1)®SU(2), dat bestaat uit het foton en drie intermediaire vectorbosonen, en de kleurkracht door SU(3),
met een ijkveld dat bestaat uit 8 soorten gluonen.

In het algemeen worden de groepselementen gegevenjoer exp(—z‘f . é), met©,, reéle constanten en
T,, operatoren (generatoren), zog)s De commutatieregels worden gegeven d@or7;] = i) ¢;;xT%. De
k

ciji Zijn de structuurconstantenan de groep. Voor SO(3) zijn deze constantgn = ;;5, waarine;;;, de
volledig antisymmetrische tensor is mgts = +1.

Deze constanten zijn af te leiden via groeps productelementen: ghygetioten is, geldt:
(10T i0" To—i6 To—i0"T _ o~i®"T Taylorontwikkeling toepassen, € ©'"-termen gelijkstellen levert
de commutatieregels op.

De groep SU(2) heeft 3 vrije parameters: vanwege de unitariteilé pondities op 4 complexe parameters,
dus 4 vrije parameters, en omdat de determinant +1 moet zijn, blijven er 3 over.

Elke unitaire matrixJ is te schrijven alsU = e~* . Hierin is H een Hermitische matrix. Verder geldt altijd:
det(U) = e~ "Tr(H),
Voor elke matrix van SU(2) geldt dat Ti{()=0. Elke Hermitische, spoorloZex 2 matrix is te schrijven als




80 Fysisch Formularium door ir. J.C.A. Wevers

een lineaire combinatie van dePauli-matricess;. Daarom zijn deze matrices een keuze voor de operatoren
van SU(2). Men kan nu schrijven: SU(2exp(—3i5 - ©)}.

In abstracto kan men een isomorfe groep beschouwen, waarin over de opefBt@ieen de commu-
tatieregels bekend verondersteld word@h;, T»] = T3, etc.

In de elementaire deeltjesfysica zijndgo.a. als désospinoperatoren op te vatten. Elementaire deeltjes wor-
den verondersteld te kunnen worden ingedeeld in isospin-multipletten, dit zijn de irreducibele representaties
van SU(2). De indeling is:

1. Het isospin-singlet de identieke representatle*’T 1= T,=0
2. Hetisospin-doublet de getrouwe representatie van SU(2)20p 2 matrices.

De groep SU(3) heeft 8 vrije parameters. In het algemeen: de groe)Jeft N2 — 1 vrije parameters.

De Hermitische, spoorloze operatoren zijn 3 SU(2)-subgroepen i Bgtée; e en hetéses vliak. Dit geeft

9 matrices, die echter niet alle 9 lineair onafhankelijk zijn. Door het nemen van een lineaire combinatie komt
men tot 8 lineair onafhankelijke matrices.

In de Lagrangedichtheid voor de kleurkracht moet men de substg%e» D Z T; AL
xr

uitvoeren. De termen van derde en vierde ordd idie dit oplevert, geven aan dat het kleurveld wisselwerkt
met zichzelf.




Chapter 14

Kernfysica

14.1 Kernkrachten

De massa van een atoomkern is gegeven

9 -
door: 8t 4
2 T 7r ]
]\/[kern = Zmp + Nmn - Ebind/c 6

De bindingsenergie per nucleon is gegeven
in het figuur hiernaast. De top ligt 4 J
ongeveer bipiFe, de stabielste kern. Met !

de constanten 2 |
ap = 15760 MeV 1k A
a; = 17,810 MeV ol v vy
a3 = 0,711 MeV 0 40 80 120 160 200 240
ag = 23702 MeV A—
as = 34,000 MeV

enA = Z + N is in hetdruppelof collectieve modetan de kern de bindingsenerdig;,q gegeven door:

Z2(Z-1) (N-Z

2
YOE —ay 1 ) +eaz A3

FEvina
12n = alA — (LQAQ/B — as
C

De oorzaak van de verschillende termen is:
. a1 Bindingsenergie van de sterke kernkracht, bij benadering
. ag: Oppervlaktecorrectie: de nucleonen bij het oppervlak zijn minder gebonden.

1

2

3. a3: Coulombafstoting tussen de protonen.

4. ay: Asymmetrie term: een overmaat van protonen of neutronen heeft een lagere bindingsenergie.
5

. as. Paringseffect: omdat protonen en neutronen in groepjes van 2 een lagere energie hebben zijn kernen
met een even aantal protonen en/of neutronen stabieler. Er geldt:

Z even,N even.e = +1, Z oneven,N onevene = —1.
Z even,N onevene = 0, Z oneven,N even:e = 0.

Wanneer de kernkracht in 1e benadering wordt beschouwd als het uitwisselen van virtuele pionen tussen nu-
cleonen is voor de kernkracht de Yukawapotentiaal af te leiden:

Ur) =~ 2070 (—7”)

r To

MetAE . -At~=h, E, = moc? enry = cAt volgt: 7o = h/mqc.

In hetschillenmodelan de kern gaat men er van uit dat een nucleon zich in een gemiddeld veld van de andere
nucleonen beweegt. Verder is er nog een bijdrage van de spin-baan koppdiing: AV, = %(21 + 1hw.

Elk (n,l) niveau wordt dus in 2 niveaus gesplitst, met= [ + % waarbij de toestand mgt= [ + % de
laagste energie heeft, i.t.t. de situatie bij elektronen. Dit is een indicatie dat-de& wisselwerking niet
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elektromagnetisch is. De energie van een 3-dimensionale harmonische oscilldter SV + 2 )hw. N =

ng +ny +n, = 2(n — 1) + 1 metn > 1is het hoofdoscillatiegetal. Omdatl < m < lenm; = i%h

zijn er 2(2! + 1) subtoestanden, die onafhankelijk voor protonen en neutronen bestaan. Dit geeft aanleiding
tot de zogenaamdmagische getallenkernen waarbij alle toestanden in het buitenste niveau gevuld zijn zijn
bijzonder stabiel. Dit is het geval al§ of Z € {2, 8, 20, 28, 50, 82, 126}.

14.2 De vorm van de atoomkern
Een atoomkern is in 1e benadering bolvormig met een straaRvanRyA'/3. Hierinis Ry ~ 1,4 - 10~15

m voor alle kernen constant. Wanneer de kernstraal met ladingsverdeling gemeten wordt, virdglf msen
1,2 -10~' m. De vorm van trillende kernen kan men beschrijven met bolfuncties:

R =Ry

1+ a0, w)]

Ilm

[ = 0 geeft aanleiding tot monopoolvibraties, dichtheidsvariaties, die o.a. in de theorie van neutronenster-
ren toegepast wordenl = 1 geeft dipoolvibraties/ = 2 quadrupool, metiz g = fFcosvy €nag+o =

%\/ﬁﬂ siny waarin de deformatiefactor is ef de vormparameter. Het multipoolmoment is gegeven door

w = Zer'Y™(0, ). De pariteit van het elektrisch momdiif = (—1)!, die van het magnetisch moment is

My = (=1

Het magnetisch dipoolmoment bestaat uit 2 bijdragdi; = —— I, en Mg = gg——3.
2my, 2my

waarin gs de spin-gyromagnetische verhoudiig Voor protonen geldys = 5,5855 en voor neutronen
gs = —3,8263. De z-componenten van het magnetisch moment worden gegevenlpgor= pnm; en
Mg, = gspnmg. Het resulterende magnetische moment hangt samen met de kefn&pi'@ensﬂ =
gr(e/2my)I. De z-component is dai/, = uxgrm.

14.3 Radioactief verval

Het aantal kernen dat vervalt is recht evenredig met de hoeveelheid kéfnen:AN. Daarom geldt voor het
aantal kernemV: N(t) = Ny exp(—At). Dehalveringstijdvolgt uit 7 A = In(2). De gemiddelde levensduur
van een kern is = 1/)\. De kans dafV kernen vervallen binnen een tijdsperiode is gegeven door een Poisson
verdeling:
ANe=2

N!
Als een kern naar meerdere eindtoestanden kan vervallen geldt:>" \,. De fractie die naar toestand
vervaltis dus\;/ > A;. Er zijn 5 soorten natuurlijk radioactief verval:

dt

P(N)dt = N,

1. a-verval: hierbij zendt de kern een Fekern uit. Omdat nucleonen de neiging hebben zich in groepjes
van 2p+2n te ordenen is dit te zien als het tunnelen van eéh kimn door een potentiaalba#re. Met
de Gamow factoiG wordt de tunnelkan® gegeven door:

~amplitude inval

1
_amplituge inval g . B
= amplitude uitres ¢ 22N ¢ h\/2m /[V(T) E]dr

2. B-verval. Hierbij gaat een proton in een neutron over of omgekeerd:
ptF—=n’+ Wt —=n’+et +u, en n® - pt+ W~ —pF+e +7..
3. Elektronvangst: hierbij vangt een proton in de kern een elektron in (meestal uit de K-schil).

4. Spontane kernsplijting: hierbij valt een kern in meerdere delen uit elkaar.
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5. ~-verval: hierbij zendt de kern een hoogenergetisch foton uit. De vervalconstante is:

21
)\ _ P(l) E'Y (E'YR) ~ 10—4l

T Thw (he)?2 \ ke

met/ het impulsmoment quantumgetal £rhet uitgestraalde vermogen. Algemeen geldt dat de verval-
constante van elektrische multipoolmomenten groter is dan die van magnetische multipoolmomenten.
De energie van het foton 8, = E; — Ey —Tr, metTg = E2/2mc? de recoil energie, die meestal ver-
waarloosd kan worden. De pariteit van de uitgezonden stralifi§ is I1° - II/. Met I het quantumgetal

van impulsmoment van de kerh,= 7i\/I(I + 1), geldt de selectieregél; — I;| < Al < |I; + If].

14.4 \ferstrooiing en kernreacties
14.4.1 Kinetisch model

Wanneer men een bundel van intensileifp een trefplaat laat vallen met dichtheien lengter (Rutherford-
verstrooiing) zal het aantal verstrooiing&nper tijdseenheid gelijk zijn aaR = Inxo. Hieruit volgt dat de
intensiteit van de bundel afneemt mei! = Inodz. Dit geeftl = [je™ "% = Ipe H=.

_ _ .do_ R(0,¢)
OmdatdR = R(0, ¢)dQ}/4m = Inzdo volgt: 9= Il
. . . . . AN do
WanneetN deeltjes verstrooien aan een materiaal met dichthejdidt: ~ = ’/L@AQAI
212262 1

do
Voor Coulombbotsingen geldt=—| =
9en 981l o 8meguud sin’(

6)

1
2

14.4.2 Quantummechanisch model voor n-p verstrooiing

Uitgegaan wordt van een bundel neutronen die zich langs-ae beweegt met golffunctig;,, = ¢*** en
stroomdichtheid/i,, = v|vin|> = v. Op grote afstand van het verstrooiingspunt hebben de neutronen bij
benadering een bolgolffunctig,..s.; = f(0)e’ " /r met f(#) deverstrooiingsamplitudeDe totale golffunctie
is dan

) eik:r
7/} = Q/Jinv + wvcrstr = ezkz + f(a) r

De deeltjesflux van de verstrooide deeltjes|iyersic|? = v|f(0)]2d2. Hieruit volgt dato () = |f(0)|>. De
golffunctie van de invallende deeltjes is uit te drukken in een som van impulsmoment-golffuncties:

i = % = S
1

De botsingsparameter is gerelateerd aan het impulsmoment van het invallende deéltje &= bhk, dus
bk =~ . Voor zeer lage energie worden alleen de deeltjes/med verstrooid, dus

o _ sin(kr)
b=+ >t en = o
>0
Als de potentiaal bij benadering rechthoekig is geldt:= Cw
.. 2 2

De werkzame doorsnede is da(¥) = Smkgéo) dus o = /a(@)dQ = M%Z(éo)

. _ h2k2/2m
\Voor zeer lage energim geldt:sin?(5y) = Woﬁ

metW, de diepte van de potentiaalput. Voor hogere enérggeldt:c = Zl% Z sin?(&;)
l
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14.4.3 Energie en impulsbehoud bij kernreacties
Wanneer een deeltj®, botst tegen deeltjé, dat in rust is t.0.v. het laboratoriumsysteem waarbij andere
deeltjes ontstaan, dus
PitPy— ) P
k>2

is de totale energi€ die vrijkomt of nodig isQ = (my +ma — > my)c?.
k>2

De minimale kinetische enerdiévan P; in het laboratoriumsysteem om de reactie te laten verlopen is

mi + mo + ka
2m2

T=-Q

Als @ < 0 is er sprake van een drempelenergie.

14.5 Stralingsdosimetrie

Radiometrische grootheddrepalen de sterkte van de stralingsbron(n&@ysimetrische grootheddmebben
betrekking op de energie overdracht van straling in materie. Parameters die een relatie tussen deze 2 aangeven
heteninteractie parameters De intensiteit van een bundel deeltjes in materie neemt af volgéfs =
Iy exp(—pus). Het afremproces van eewaardeeltje wordt volgens dBethe-Bloch formulbeschreven als:

i ¢

ds  v?
De fluentieis gegeven doo® = dN/dA. Defluxis ¢ = d®/dt. De energiefluentie is gegeven door
U = dW/dA, en de energiefluxdichtheid = d¥/dt. De verzwakkingsa#fficiéntis gegeven doop =
(dN/N)/dx. De massieke verzwakkingsicientis gegeven doog/ o.

De exposieX is de door straling vrijgemaakte hoeveelheid lading per massaeenheid, met eenheid C/kg. Een
oude eenheid is dedtgen: 1R= 2,58 - 10~ C/kg. Met de energie-absorptigficient .. volgt:

dQ  eug
X=—"=—-Y
dm  Wp
waarinl¥ de energie is die nodig is om de elementaire lading vrij te maken.

De geabsorbeerde dosiB is gegeven dooD = dFEgc.1s/dm, met eenheid Gy=J/kg. Een oude eenheid is de
rad: 1 rad=0,01 Gy. Hetosistempds gedefinieerd al®. Men kan afleiden dat

pD=HrEy
0

De KermaK is de hoeveelheid kinetische energie van secundair vrijgemaakte deeltjes die wordt vrijgemaakt
per massaeenheid van het bestraalde object.

Deequivalente dosi# is een gewogen gemiddelde van de geabsorbeerde dosis per stralingssoort, waarbij per
stralingssoort het effect op biologisch materiaal als weegfactor dient. Deze weegfactoren heten de kwaliteits-
factoren. De eenheid is SY = QD. Als de absorptie niet gelijkmatig is moet er tevens gemiddeld worden
met weegfactorew per orgaanH = Y wy Hy,. Voor verschillende stralingssoorten geldt:

[ Stralingstype \ Q |
Rontgen, gammastraling 1
3, elektronen, mesonen 1
Thermische neutronen 3a5
Snelle neutronen 10420
protonen 10
«, splijtingskernen 20




Chapter 15

Quantumveldentheorie & Deeltjesfysica

15.1 Creatie en annihilatie operatoren

Een meer deeltjes toestand wordt beschreven met een verzameling bezettingsgatalles- - -). De va-
cuimtoestand is dus gegeven ddomn0 - - -). Omdat de deeltjes ononderscheidbaar zijn is dit een volledige
beschrijving. De toestanden zijn orthonormaal:

oo
(ningng -+ [njnynh -« -) = H O
i=1

De tijdsafhankelijke toestandsvector is gegeven door

v(t) = Z Cnynge(t)R1M02 )

nina---

De ccéfficiéntenc zijn als volgt te interpreterene,, , ,...|? is de kans om; deeltjes met impul§1, no deeltjes
metimpulsky, etc., en¥ ()| ¥ (1)) = >_ |cn, (t)|> = 1. De tijdsontwikkeling van de toestanden wordt gegeven
door de Schidingervergelijking

d
— U (t)) = H|WP(t
i |0(8) = HIW(2)
waarin H = Hy + Hi,. Ho is de Hamiltoniaan voor vrije deeltjes en ldat, (t)|? constant,H,,; is de
interactie Hamiltoniaan en kan de etfelaten aangroeien ten koste van anderen.

Alle operatoren die bezettingsgetallen kunnen veranderen kunnen worden uitgedrukt in de basisoperatoren
ena'. a is deannihilatieoperatorena’ decreatieoperatoren:

a(k)|mng - ng ) = Vi [nang - omg —1--)
aT(Ei)‘nan...ni...> — ‘/ni_’_l |n1n2...ni+1...>

vanwege de normering geldt0) = 0 ena(k;)a’(k;)|n;) = ni|n;). aa® is dus een bezettingsgetaloperator.
De volgende commutatieregels zijn af te leiden:

la(k:), a(ky)] =0, [al(k),a’ ()] =0, [a(k:),a’ (K;)] = 6,

)y
Voor vrije spin-0 deeltjes geldt dugiy = - o (k:)a(k:) huw,

15.2 Klassieke en quantumvelden

Uitgegaan wordt van eenéel veld®® (x) (complexe velden zijn te splitsen in eer@eten imaginair deel). De
Lagrange-dichtheid is een functie van = (%, ict) via de veldenL = £(®*(z), 9,9 (x)). De lagrangiaan
is gegeven doolL = [ L(z)d*z. Uitgaande van het variatieprincipe (©2) = 0, is met de actie-integraal
I(Q) = [ L(®*,8,®*)d*z de veldvergelijking af te leiden:

oL 9 oL
9 91, 0(0,0°)

Hetgeconjugeerde veld, in analogie met de impuls in de klassieke mechanica, gedefinieerd als

oL
I%(z) = 5%a

~r-
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Hiermee wordt de Hamiltondichthei (z) = II*®* — L(x).

Quantisatie van een klassiek veld gaat analoog aan quantisatie in de puntmassa mechanica: de veldfuncties
worden beschouwd als operatoren die voldoen aan bepaalde commutatieregels:

[@(), @7 (@")] =0 , [I*(@), 7@ =0, [0%(&),11°(F")] = idap(7 — ')

15.3 Het interactie beeld

Er zijn diverse equivalente formuleringen van de qguantummechanica mogelijk:
1. Schiodinger beeld: tijdafhankelijke toestanden, tijdonafhankelijke operatoren.
2. Heisenberg beeld: tijdonafhankelijke toestanden, tijdafhankelijke operatoren.
3. Interactie beeld: tijdafhankelijke toestanden, tijdafhankelijke operatoren.

Het interactiebeeld kan uit het Séldingerbeeld worden verkregen via een unitaire transformatie:
1B(t)) = 5|05 (1)) en O(t) = o OSe~ o

De index® geeft hier het Sclidinger beeld weer. Hieruit volgt

d d
i |®(1)) = Hine (1)|2(2)) en i O(t) = [O(t), Ho]

15.4 Reel scalair veld in het interactie beeld

Men kan eenvoudig afleiden dat geldt (miét:= moc2/7'z2

7] 0 9 2
5 2@ =1(z) en 2 1(z) = (V° - M7)®(z)

Hieruit volgt dat® aan de Klein-Gordon vergelijking ] — M?)® = 0 voldoet. Met de definitigi? =
k% + M? := w? en schrijffwijzek - T — ikot := kx is de algemene oplossing hiervan gegeven door:

) \FZ \/W ( (ke +aT(E)e_ikw) , H(2) \F Z \/E( R (E)e_ik;”)

De veldoperatoren bevatten een volumedat als normeringsfactor dient. Men kan meestal de lifiiet oo
nemen.

Het geldt algemeen dat de term reet*®, het positieve frequentiedeel, het creatiedeel is, en dat het negatieve
frequentiedeel het annihilatiedeel is.

Omdat® hermitisch is moeten de éfficienten elkaars hermitisch toegevoegde zijn. Ondlalechtséén
component heeft is dit te interpreteren als een veld dat een deeltje met spin 0 beschrijft. Hieruit volgt dat de
commutatieregels voldoen agb(z), ®(z')] = iA(x — z’) met

Aly) = 1 /sin(ky)d3k

(2m)3 Wi

A(y) is een oneven functie die invariant is onder eigenlijke Lorentztransformaties (geen spiegelingen). Dit is
consistent met het eerder gevonden resulta@t, ¢, ®(Z’,¢)] = 0. In het algemeen geldt d&t(y) = 0 buiten
de lichtkegel. Hieruit volgt dat aan het localiteitspostulaat voldaan is.

De Lagrangedichtheid is gegeven da®, 8, ®) = —1(9, 99, ® + m>®?). De energieoperator is gegeven

door:
H:/H(;c xfzhwka (k)a(k)
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15.5 Geladen spin-0 deeltjes, ladingsbehoud

De Lagrange dichtheid van geladen spin-0 deeltjes is gegevenfeor- (9, ®9, d* + M2dd*).

Het theorema van Noether geeft een verband tussen een continue symmetfleemaeen additieve be-
houdswet. Stel dat geld ((®“)’,9,(2*)) = L (P<,9,P“) en dat er een continue transformatie bestaat
tussend® en®®’ van de vorm:®®’ = ®“ + ¢ f*(®). Dan geldt

0 oL o
Oz, (8(8V<I>a)f ) =0
Dit is een continuiteitsvergelijking> behoudswet. Wat er behouden is, hangt af van de symmetrie. De boven-
staande Lagrangedichtheid is invariant onder een faseveranderingc’’: een globale ijktransformatie. De
behouden grootheid is de stroomdichthéjdz) = —ie(®d,®* — ®*0,,®). Omdat deze grootheid 0 is voor

reéle velden is een complex veld nodig voor geladen deeltjes. Wanneer dit veld gequantiseerd wordt, worden
de veldoperatoren gegeven door

T a_}ei"”Jr e~ k7)) en T _'ei$+ i e~ ike
) ke 4 bt (ke * ol ke 4 bk e~ F

R e N e
)ﬁgm ) ng((

De energie operator is gegeven door:

H=Y hw, (aT(E)a(E) + bT(E)b(E))
k

en de ladingsoperator volgt uit:

Hieruit volgt data’a := N+(E) een bezettingsgetaloperator is voor deeltjes met positieve ladihtper:

—

N_(k) een bezettingsgetaloperator voor negatief geladen deeltjes.

15.6 \eldfuncties voor spin% deeltjes

Spin wordt gedefinieerd aan de hand van het gedrag van de oplossingemde Diracvergelijking. Voor
eenscalair veld ® geldt, dat als het voldoet aan de Klein-Gordon vergelijking, dan ook het geroteerde veld
®(z) := ®(A~'z) voldoet. A staat voor 4-dimensionale draaiingen: de eigenlijke Lorentztransformaties. Dit
is te schrijven als:

d(z) = @(m)e_m'i met L, = —il ( o _ z 8)

Ty — v
"oz, oz,

Voor 1 < 3, < 3 komt dit neer op rotaties, voor= 4, u # 4 op Lorentztransformaties.
Een geroteerd veld voldoet weer aan de Diracvergelijking als gelditz) = D(A)y(A~'z). Dit geeft de
eisD~1y,D = Ay,7,. Menvindt: D = ¢S metS,,, = —i+hvy,7,. Dus:
P(w) = e S y(z) = ey (x)
De oplossingen van de Diracvergelijking zijn nu gegeven door

u}(m) — ug: (ﬁ)e—i(ﬁfiEt)

Hierin isr een indicatie voor de richting van de spin,rgeeft het teken van de energie aan. Met de notatie
v"(p) =l (—p) enu” (p) = u’ () is voor de inproducten van deze spinoren te schrijven:

=N, E =N, T E =N, (=
u+(p)u+(p):M§rr’ ) uf(p)u—(p)zﬂérr’ ’ u+(p>u—(p):O
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Vanwege de factaF /M is dit niet relativistisch invariant. Een Lorentz-invariant inproduct wordt gedefinieerd
doorab := a'~,b, waaring := a'+4 een rijspinor is. Hieruit volgt:

w ()" (B) = bre o 0T () = 6, (P07 (5) =0
Combinaties van het typ& geven eerd x 4 matrix:

TN T yapx + M r T_»__@'VAPA—M
Sow @ (p) = — LA Zv P ) = — P

De Lagrangedichtheid die de Diracvergelijking oplevert en de goede energienormering geeft is:
— 0
£(a) = =000 (0 g+ M ) v1a)

en de stroomdichtheid i, (z) = —ieyy,1).

15.7 Quantisatie van een spiri—veld

De algemene oplossing voor de veldoperatoren is nu:

f Z f Z ¢ (P (F)e?” + dL(B)v" (F)e"")
en
5 =3 > — > (h @) (@)e™ " + dp (7)07 (7))
V —~VE

Hierin zijn ¢’ enc de creatie c.q. annihilatieoperatoren voor een elektrodiean d de creatie c.g. annihi-
latieoperatoren voor een positron. De energie operator is gegeven door

H= ZE Z LB)er (7) — do (7)d} 7))
Om te voorkomen dat de energie van de positronen negatief is moeten voor de operatoren anticommutatieregels
gelden i.p.v. commutatieregels:
[ (P), ¢!, (7)) 4 = [dr(7),dl, ()] = 6,6,y , alle andere anticommutatoren zijn 0.

» T r

De veldoperatoren voldoen aan

[Va(2), (2" )] =0, [al),¥p(2)] =0, Wa(z),¥s(2)]+ = —iSap(z — ')

met S(z) = (w£ - M) A(z)

De anticommutatieregels leveren behalve de positief-definiete energie ook het Pauli principe en de Fermi-
Dirac statistiek: omdat! (5)cf(p) = —cl(p)cl(p) geldt: {cl(p)}? = 0. Het is blijkbaar onmogelijk om 2
elektronen te cigren met dezelfde impuls en spin toestand. Dit is het Pauli principe. Een andere manier om
dit te zien is het feit daf N," (7)}? = N,F(7): de bezettingsoperatoren hebben slechts eigenwaarden 0 of 1.

Om te voorkomen dat het vaizm oo bijdragen levert aan de energie en de lading wordhbenaalproductn-
gevoerd. De uitdrukking voor de stroomdichtheid wordifu= —ieN (1)v,,4). Dit product wordt verkregen
door:

e Schrijf alle velden uit in creatie en annihilatieoperatoren,

¢ laat alle termen staan waarin geen annihilatieoperatoren voorkomen, of waarin deze rechts van de cre-
atieoperatoren staan,

¢ in alle andere termen de factoren zodanig verwisselen dat de annihilatieoperatoren rechts komen te staan.
Bij verwisseling van 2 fermion operatorenteken toevoegen, bij verwisseling van 2 bosonoperatoren
niet. Hierbij alle commutatoren 0O stellen.
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15.8 Quantisatie van het elektromagnetische veld
104, 04,

Er wordt uitgegaan van de Lagrange dichth&ig- —3 9. D
T, 0%y

Voor de veldoperatoreA (z) volgt nu:

4
1 1 - - - o )
Alz) = —= —_— am (k)™ (K )e™* ™ + af (k)e™(k )*e ke
<>W§mm2_1(<><> (R )em (k) e
De operatoren voldoen ad,, (k ), a! (k)] = dmdrw. Alle andere commutatoren zijn On geeft de
polarisatierichting van het foton aant = 1, 2 geeft transversaal gepolariseerde= 3 longitudinaal gepo-
lariseerde emn = 4 tijdachtig gepolariseerde fotonen. Verder geldt dat

[A,(x), Ay (2")] =i, D(x — z') met D(y) = A(y)|m=o

Ondanks het feit dat, = ¢V klassiek imaginair is wordtl, toch als als een hermitische operator gedefinieerd
omdat het teken van de energie anders foutief wordt. Door een gewijzigde definitie van het inproduct in de
toestandsruimte worden de verwachtingswaarden ¥gers(x) € IR en voorA,(z) imaginair.

Wanneer de Lorentz ijkconditié, A,, = 0 op te leggen is aan deze potentialen zullen de hieruit afgelgide
en B operatoren aan de Maxwellvergelijkingen voldoen. Dit geeft echter problemen met de commutatieregels.
Er wordt nu geeist dat slechts die toestanden toegestaan zijn waarvoor geldt dat

0AT
Elo) =0
Oz,

Dit heeft tot gevolg dat: <8A“> =0.

Ox,,

Hieruit volgt (as(k ) —a4(k ))|®) = 0. Via een lokale ijktransformatie krijgt men da; (k) = 0 enN,(k) =
0. Dit geldt echter alleen voor vrije EM-velden: in tussentoestanden bij interacties kunnen er wel longitudinale
en tijdachtige fotonen ontstaan. Deze fotonen zijn ook verantwoordelijk voor de statische Coulombpotentiaal.

15.9 Wisselwerkende velden, S-matrix

De S(scattering)-matrix geeft een verband tussen begin en eindtoestand bij een (@dctig: = S|P(—o0)).
Wanneer de Scbdingervergelijking wordt gategreerd:

t

B(1)) = |®(—o0)) — i / Hie ()| B(t1)) ity

— 0o

en storingsrekening toegepast wordt, vindt men:

n=0

Hierin staat deT-operator voor hetijdgeordend product de factoren moeten hierin geordend worden in
toenemende tijdvolgorde van rechts naar links zodat de vroegste termen het eerst voorkostenatie is
nu gegeven doorS;; = (®;|5|®;) = (P;|P(c0)).

(:;L') / o /T {Hint(xl) o Hint($n)} d4$1 tee d4xn = X%S(n)

De interactiehamiltondichtheid voor de wisselwerking tussen het elektromagnetische en het elektron-positron
veld is: Hing (z) = —Ju(x) A, (z) = ieN(¢Yy,0A,)

Wanneer dit wordt uitgeschreven alg;,, = ieN ((z/;Tr + U )T YT (AL + A;))
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ontstaan er acht termen. Elke term correspondeert met een mogelijk proces. DeﬁrmWA; werkend

op |®) leidt tot overgangen waarid; een foton créert, 1T een elektron annihileert en* een positron
annihileert. Alleen die termen met het juiste aantal deeltjes in begin- en eindtoestand dragen bij aan een
matrixelement{®;|S|®;). Verder kunnen de factoren ;. deeltjes créren en weer annihileren: d&tuele

deeltjes

De uitdrukkingen voorS(™ bevatten nu tijdgeordende producten van normaalproducten. Dit is te schrijven
als een som van normaalproducten. De hierin nog voorkomende operatoren bevatten juist de minimale veran-
deringen die nodig zijn om van begin- naar eindtoestand te komen. De effecten van de virtuele deeltjes zitten
nu in de (anti)commutatorfuncties. Enkele tijdgeordende producten zijn:

T{2(2)@(y)} = N{2(x)®(y)}+ ;A" (x—y)
T{va@s)} = N{va@isly)} - 1555z~ )
T{A@ AW} = N{Au@) Ay >}+16WD Sz =)

Hierin is ST (z) = (v,0, — M)AF(z), D¥(z) = AF (2)],—0 €N

/e Pk alszg >0

(27‘()3 wlz
A () =
1 efikaz 3
|
(%)3/ o d’k alsxy <0

De term A¥ (2 —y) noemt men ook wel de contractie véfz) en®(y), en is de verwachtingswaarde van het
tijdgeordend product in de vagmtoestand. Het theorema van Wick geeft een uitdrukking voor het tijdgeor-
dend product van een willekeurig aantal veldoperatoren. De grafische voorstelling van deze processen noemt
menFeynmandiagrammenn dez-representatie bevat elk diagram een aantal processen. De contractiefuncties
kan men ook schrijven als

—2i etk —2i iy, — M
AF () = 1i d*k en S¥(z) = lim —— / ipw __IHEL T g4
() Jm (2m)* / k2 +m2 — ie 5% () Jm (2r) e P2+ M2 — e p

In de uitdrukkingen vooS(?) leidt dit tot termeny(p + k — p’ — k). Dit betekent dat er aan energie en im-
pulsbehoud voldaan is. Virtuele deeltjes hoeven echter niet aan de relatie tussen energie en impuls te voldoen.

15.10 Divergenties en renormalisatie

Hogere orde bijdragen blijkeso bijdragen op te leveren omdat van virtuele deeltjes alleen devsekvan de
4-impulsen vastligt. Er resteert dan een integratie over een van beide @dieln dex-representatie kan men
dit zien doordat het product van 2 functies diachtige singulariteiten bevatten niet goed gedefinieerd is. Men
lost dit op door alle divergente diagrammen te verdisconteren in een renormalisatiendd. Men neemt
aan dat het elektron, als er geen elektromagnetisch veld zou bestaan, eeffpassiadinge, zou hebben,

=# waargenomen massd en ladinge. In de Hamilton- en Lagrangedichtheid van het vrije elektron-positron
veld komt danM/, voor. Dit geeft dus, med = My + AM:

Lo p(x) = =1p(2) (140 + Mo)tp(x) = =p(2) (1,0, + M)(x) + AM(x) ()
enHin, = ieN(E’yM/}AM) - iAeN(@’y“wAﬂ).

15.11 Classificatie van elementaire deeltjes

Elementaire deeltjes zijn onder te verdelen in:

1. Hadronen: deze bestaan uit quarks, en zijn onder te verdelen in:
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|. Baryonen: deze bestaan uit 3 quar&suit 3 antiquarks.
II. Mesonen:deze bestaan uit een qudrk een antiquark.

2. Leptonen: et, u*, 7%, ve, vy, Uy, e, Uy, U
3. Veldquanta: v, W*, Z°, gluonen, gravitonen (?).

Een overzicht van deeltjes en de bijbehorende antideeltjes is gegeven in de volgende tabel:

| Deeltie [spin)B L T T, S C B ladinge) mo(MeV) | antideeltje]]
u 172 1/3 0 12 1/2 0 0O O +2/3 5 u
d /2 13 0 12 -1/2 0 0 O ~1/3 9 d
S 1/2 1/3 0 O 0 -1 0 O -1/3 175 s
c 1/2 1/3 0 O 0 0 1 0 +2/3 1350 c
b /2 1/3 0 O 0 0O 0 -1 -1/3 4500 b
t 12 1/3 0 O 0 0O 0 O +2/3 173000 t
e /72 0 1 O 0 0 0O O -1 0,511 et
w- 172 0 1 O 0 0O 0 O -1 105,658 ut
T~ 172 0 1 O 0 0O 0 O -1 1777,1 Tt
Ve 172 0 1 0 0 0 0 O 0 0?) 7.
v, 2 0 1 0 0 0 0 0O 0 0?2 7,
vy 172 0 1 O 0 0 0O O 0 0o(? Ur
~ 1 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 ~
gluon 1 0 0 O 0 0O 0 O 0 0 gluon
W+ 1 0O 0 O 0 0O O 0 +1 80220 AW
Z 1 0O 0 O 0 0O O 0 0 91187 Z
graviton 2 0 0 oO 0 O 0 O 0 0 | graviton

Waarin B het baryongetal is en L het leptongetal. Er blijken 3 afzonderlijke leptongetallen te bestaan voor e,
1 enT, die elk behouden zijn. T is de isosping @e projectie van de isospin op de 3e as, C de charmness, S

de strangeness erf Ble bottomness. De antideeltjes hebben quantumgetallen met tegengesteld teken, behalve
voor de totale isospin T. De volgende tabel geeft de quarksamenstelling van verschillende hadronen en de
massa van de niet-aangeslagen toestanden in MeV:

70 | 3V2(uatdd)  134,9764 || JW | cc 30968 >+ | dds 1197,436
at ud 139,56995| Y bb  9460,37 =) uss 1314,9
n da 139,56995| p™ | uud 93827231 = uss 13149
KO sd 497,672 || p~ |uwud 93827231 == | dss 1321,32
KO ds 497,672 || n® |udd 939,56563| =t | dss 1321,32
K+ us 493677 || n® |udd 93956563 Q- | sss 1672,45
K- s 493677 || A | uds 1115684 | Qt | §55 1672,45
Dt cd 1869,4 A | uds 1115684 | Af | udc 22851
D~ de 1869,4 >t | uus 1189,37 A%~ |wau 12320
DO cu 1864,6 - | wus 1189,37 A%t | uuu  1232,0
DO uc 1864,6 ¥ | uds 1192,55 At | uud 12320
Ft G 1969,0 20 | ads 1192,55 A° |udd 12320
F C 1969,0 ¥~ | dds 1197,436 || A~ | ddd 1232,0

Verder kan elke quark nog in 2 spintoestanden voorkomen. Mesonen zijn dus bosonen met spin 0 of 1 in
de grondtoestand. Baryonen zijn fermionen met s})iof g in de grondtoestand. Sommige aangeslagen
toestanden hebben een hogere intdtneNeutrino’s hebben altijd een heliciteit van% terwijl de heliciteit

van antineutrino’s altijo-3 is.

De quantumgetallen zijn aan behoudswetten onderhevig. Deze zijn met het theorema van Noether af te leiden
uit symmetri&n in de Lagrangedichtheid: continue symméni¢eiden tot additieve behoudswetten, discrete
symmetri€n tot multiplicatieve behoudswetten.

De geometrische behoudswettajn invariant onder Lorentztransformaties de CPT-operatie:
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1. Massa/energie, vanwege de invariantie van natuurwetten onder translatie in de tijd.
2. Impuls, vanwege de invariantie van natuurwetten onder translatie.
3. Impulsmoment, vanwege de invariantie van natuurwetten onder rotatie.
De dynamische behoudswett#in invariant onder de CPT-operatie:
1. Elektrische lading, vanwege de invariantie van de Maxwellvergelijkingen onder ijktransformaties.
2. Kleurlading is behouden.
3. Isospin, vanwege de invariantie van de QCD bij rotaties in de T-ruimte.

4. Baryongetal en leptongetal zijn behouden, maar niet onder een eventuele SU(5) symmetrie van natuur-
wetten.

5. Quarksmaak is alleen onder de interacties van de QCD behouden.
6. Pariteit, maar de pariteit is niet behouden onder de interacties van de zwakke wisselwerking.

De elementaire deeltjes zijn in 3 generaties onder te verdelen:

leptonen| quarks| antileptonen| antiquarks
le generatie e d et d
Ve u Ve u
2e generatie  u~ s wt 5
Vy c vy 9
3e generatie 7~ b Tt b
v, t U, t

De quarks komen weer voor in elk 3 kleuren, maar vanwegdinementijn die niet los waar te nemen. De
kleurkracht neemniet af met de afstand. Wanneer men een (anti)quark los probeert te maken uit een hadron
zal op een gegeven moment de potéletienergie hoog genoeg zijn om een quark-antiquark paaréererne

Het resultaat zijn 2 hadronen i.p.v. een hadron en een los (anti)quark.

15.12 P en CP-schending

Het blijkt dat onder de zwakke wisselwerking de P-symmetrie, en zelfs de CP-symmetrie niet behouden is.
Enkele processen waarbij de P symmetrie niet behouden is, maar de combinatd Cifhw

1. p-verval: p~ — e~ 4+ v, + .. Linkshandige elektronen komen meer dad0x zo vaak voor als
rechtshandige.

2. B-verval van spingepolariseeffiCo: °Co —5° Ni+ e~ +7,. Er ontstaan meer elektronen met de spin
parallel aan het Co dan antiparallel: (parallahtiparallel)/(totaal)=20%.

3. Eris geen verband met het neutrino: het verval vamhaeeltje via:A — p* +7~ enA — n® + 7
vertoont dit effect ook.

De CP-symmetrie blijkt niet behouden bij het verval van neutrale Kaonen. Dit zijn de laagst mogelijke toes-
tanden die een s-quark bevatten en kunnen dus alleen zwak vervallen. Er@@ll}: = 5/K°) metn een
fasefactor. Verder i®|K°) = —|K°) omdatK® enK? intrinsieke pariteit-1 hebben. Hieruit volgt daK® en

KO géén eigentoestanden van CP ziftP|K") = |K). De lineaire combinaties

IKY) == 5V2([K) +[K9)) en [K3) := 3V2(K°) — [K))
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zijn wel eigentoestanden van CEP|K?) = +|K?) enCP|K9) = —|K$). Bij het beschrijven van zwakke
processen is een basis VE{ en K9 handig. Voor kleurinteracties is een basis ¥hen K° handig omdat
dan aantal daantalu constant is. Bij zwak verval dient men het expansiepostulaat toe te passen:

K%)= 5({K}K®) + (K3[K®))
De kans op een eindtoestand metCP1 is 1| (K3|K®) [, de kans op CP=+1 verval i (K9|K°) |2.

De relatie tussen de massa eigenwaarden van de quarks (ongeaccentueerd) en de velden die in de zwakke
stromen voorkomen (geaccentueerdju§ ¢, t') = (u, ¢, t), en:

d 0 0 0 0 cosf; sinf; 0
s’ = cosfy  sinb, 1 0 —sinf; cosf; O
v —sinfy cosfy 0 ¢ 0 0 1

0 0
cosfl3  sinfs
—sinfs cos0s

OO, OO
Tt Q O O

Hierin is#; = 6¢ de Cabibbo hoeksin(f¢) ~ 0,23 £ 0, 01.

15.13 Het standaardmodel

Wanneer men de Lagrangedichtheid die een veld beschrijft invariant wil maken voor lokale ijktransformaties
uit een bepaalde groep dient men hierin de transformatie

0 D 0 _Z,g

= L, A*
Oz, - Dz, Oz, D

uit te voeren. Hierin zijnL; de generatoren van de ijkgroep (de “Iadingen")Aa’p de ijkvelden. g is de
betreffende koppelingsconstante. De Lagrangedichtheid voor een scalair veld is dan gegeven door

L=-4D,®*D"® + M*®*®) — LF FI

1
15 wta

waarin de veldtensoren gegeven zijn dobf;, = 9, A, — 9, A}, + gc;lmALA{,”.

15.13.1 De elektrozwakke theorie

De elektrozwakke interactie wordt veroorzaakt door de noodzaak de Lagrangedichtheid invariant te maken
onder lokale ijktransformaties van de groep S®)1). Omdat de zwakke wisselwerking de pariteit niet be-

houdt worden linkshandige en rechtshandige spintoestanden van de leptonen verschillend behandeld. Wanneer
een vijffde Dirac matrix gedefinieerd is door:

0 0 1 0
0 0 0 1
V5 = V17273Y4 = — 1.0 0 0
01 0 O

zijn de links- en rechtshandige oplossingen van de Diracvergelijking voor neutrino’s gegeven door:

Yr=3(1+7)¢ en yr=3(1—"5)0

Het blijkt dat neutrino’s altijd linkshandig zijn en antineutrino’s altijd rechtshandighipeerladingY”, voor
quarks gegeven dodf = B + S + C + B* + T, is gedefinieerd door:

Q=3Y+T;

dan geldfY, T;] = 0. Als symmetriegroep neemt men nu de groep Y@pU(2)r, waarvan de generatoren
commuteren. De multipletten van deze groep worden ingedeeld als volgt:
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€ | veL € | UL dp | Ur | dr
T |0 1 i 0
nlo s -4 -4]0]0
v o] |3 |43

Men koppelt nu 1 veldB, (x) aan ijkgroep U(1) en 3 ijkveldeni',b(x) aan ijkgroep SU(2). De totale La-
grangedichtheid (minus de veldtermen) voor het elektron-fermionveld wordt nu:

- L g 1 — 'g/ wl/ 7L
Logz = —WverYer)V ([“)H - ZﬁAu (36) — %ZEB;L : (—1)> ( d); ) -
—_ g/
ch'YM (au - %Zh(_2)3u> ch
Hierin zijn %6 de generatoren van de isosfiliren—1 en—2 zijn de generatoren vari.

15.13.2 Spontane symmetriebreking: het Higgs mechanisme

In het bovenstaande zijn de leptonen en veldquanta alle massaloos. Zij krijgen hun massa (waarschijnlijk)
via het mechanisme vapontane symmetriebrekin®it houdt in dat de dynamische vergelijkingen van een
systeem een symmetrie bezitten die de grondtoestand van dat systeem niet vertoont. Men veronderstelt dat
er een isospin-doublet van scalaire veldebestaat met elektrische ladingen +1 en 0 en potentidd) =

—p2®*® + \(®*®)2. Hun antideeltjes hebben ladingen en 0. Verder zijn de extra termen hdie hiermee
corresponderen.y = (Dp,®)*(D}®) — V(®), globaal U(1pSU(2) symmetrisch. De toestand met de
laagste energie correspondeert dus met de toestanb*daj®(z) = v = p?/2\ =constant. Het veld kan

dan worden geschrevent enz zijn weg te transformeren Nambu-Goldstone bosonemgn= \/2) als:

= (0 )= (rompz) enowo=( 0 )

Door deze verwachtingswaarele 0 wordt wel de SU(2) symmetrie maar niet de U(1) symmetrie gebroken.
Wanneer de ijkvelden in de nu ontstane Lagrangedichtheid worden ontkoppeld volgt:

Wi = VAL AL W = VA, - iA))
gA3 —¢'B, -

Zu = T = A eosOw) — Busn(ow)
/A3+ B

A, = MEAiSiH(QW)"‘BﬂCOS(QW)

waarinfw deWeinberg hoekeet, waarvoor geldtin?(6y) = 0,255 + 0,010. Uit de overblijvende termen
volgt voor de massa’s van de veldquanidiy = jvg en My = fv+/g? + g2, terwijl voor de elementaire
/
N — g  cos(Bw) = gsin(Ow)
/92 + g/2
Experimenteel vindt men datly;; = 80,22 + 0, 26 GeV/& en M, = 91,187 4 0,007 GeV/Z. Volgens de
elektrozwakke theorie zou dit moeten zijfiy;: = 83,0 £ 0,24 GeV/& enM, = 93,8 + 2,0 GeV/E.

lading geldt:e =

15.13.3 De quantumchromodynamica

De wisselwerking tussen gekleurde deeltjes wordt veroorzaakt doordat de Lagrangedichtheid invariant is onder
de SU(3) transformaties van de kleurwisselwerking. Men kan nu twee soorten deeltjes onderscheiden:

1. “Witte” deeltjes: deze hebben geen kleurlading, de genefatem.

2. “Gekleurde” deeltjes: de generatorErzijn 8 3 x 3 matrices. Er zijn 3 kleuren en 3 antikleuren.
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De Lagrangedichtheid voor gekleurde deeltjes is gegeven door

LQCD = ZZ@’Y“DH«\I’]C + Zka[Wl - iFﬁuFéLV
k k,l

Omdat deze Lagrangedichtheid geen spinloze deeltjes bevat blijven de gluonen massaloos. Omdat de links- en
rechtshandige quarks nu tot hetzelfde multiplet behoren kan men een massaterm invoeren. Deze is in de vorm
My, = mydy; te brengen.

15.14 Padintegralen

De tijdontwikkeling van een quantummechanisch systeem is, behalve met deliglervergelijking, ook te
beschrijven met eepadintegraal(Feynman):

vl ) = [ Pt 0o e
waarin deF'(«',t', x, t) de waarschijnlijkheidsamplitude is om een systeem op tijdstipz’ te vinden als het
optin xz was. Er geldt dat

F(2',t' x,t) = /exp (zSFEm]) d[z]

waarin S[z] de actie-integraal isS[z] = | L(x,&,t)dt. De notatied[z| betekent dat men de integraal over
alle mogelijke padeifit] moet nemen:

Hierin is N een normeringsconstante. Bij elk pad hoort een waarschijnlijkheidsamplitydeS/7). De
klassieke limiet wordt gevonden dodf = 0 te stellen: de e-macht middelt uit, behalve waar hij stationair
is. In de quantumveldentheorie wordt de kans op de overgang van een veldoféiaterc) naar®’ (Z, oo)

gegeven door ‘
F(® (7, 00), B(F, —00)) = /exp (ZSF[:I’]) d[®]

met de actie-integraal
S[®] = /£(<I>78,,<I>)d4x
Q

15.15 Unificatie en quantumgravitatie

De sterkte van de verschillende krachten varieert met de energie, en de reciproke koppelingsconstanten naderen
elkaar bij toenemende energie. Het SU(5) model voorspelt volledige unificatie van de elektromagnetische,
zwakke en kleurkrachten bij0)'®GeV. Ze voorspelt nog 12 extra X bosonen die leptonen en quarks koppelen

en die o.a. kunnen zorgen voor protonverval met als dominant karaab 7° + e*, met een gemiddelde
levensduur van het proton van?! jaar. Dit model is experimenteel achterhaald.

Supersymmetrische modellen veronderstellen een symmetrie tussen bosonen en fermionen, en voorspellen
dat de huidige deelties partners hebben met een spig serschilt. Het supersymmetrische SU(5) model
voorspelt unificatie pas bij een energie vit®GeV en een gemiddelde levensduur van het proton1vdh

jaar. De dominante vervalkanalen van protonen in deze theorig Zzijp» K™ + 7, enp™ — K% + pt.

Quantumgravitatie gaat bij deeltjesinteracties pas een rol spelen op Planck schadlcwaaRs: mp; =
\/ hC/G =3-10" GeV,tp) = h/mplc2 = 4/ hG/05 =10"%3 sec enrp) = ctp; = 10735 m.




Chapter 16

Astrofysica

16.1 Afstandsbepaling

Voor afstandsbepaling in de nabije ruimte wordtmieallax het meest gebruikt. De parallax is het halve
hoekverschil tussen 2 metingen van de positie van een object vanuit verschillende punten. Wanneer de jaarpar-
allax p is geldt voor de afstan®: R = a/sin(p), waarina de straal van de aardbaan is. Elasterparallax

gebruikt men om de afstand van een groep sterren te bepalen d.m.v. hun beweging t.0.v. een vaste achtergrond.
De tangenttle snelheidy en de radéle snelheid), van de sterren langs de hemelbol zijn gegeven door

v =Vecos(d) , vy =Vsin(d) =wR

'5 T T T T T
waarind de hoek tussen de ster en lenvergentiepuris en R de afstand in -4+ _
pc. Dit geeft mety, = v, tan(0) ()8 T Type 1

vy tan(6) - " 2 1

R=——+ = R=—
o D 1k Type 2 |
0 -
waarin de parallay in boogseconden is. De parallax is gegeven door 1 . RF?-Lylrael
01031 3 10 30100
4,74 =
= — P (dagen
P vy tan () (dagen)—

met ¢ de eigenbeweging van de ster‘ifjaar. Een methode voor afstandsbepaling van wat verder weg
staande objecten, zoals melkwegstelsels en sterrenhopen gaat via de periode-gemiddelde lichtkracht relatie
van Cephaen. Deze relatie is voor verschillende typen sterren weergegeven in het figuur hierboven.

16.2 Lichtsterkte en magnituden

De lichtsterkteis de totale uitgestraalde energie per tijdseenheid. De aarde ontvangt van ge-zaon 374
kw/m? aan energie. De lichtsterkte van de zon is dlus= 47r?s, = 3,82 - 1026 W. De lichtsterkte van de
zon is ook gegeven door:
Lo = ATR2 / TF,dv
0

waarinzF,, de monochromatische stralingsflux is. Ter plaatse van een waarnemer is difyaget f, =
(R/7)?F, als absorptie verwaarloosd wordt. Wannegr de fractie van de flux is die het aardopperviak
bereikt, R, de transmissiefactor is ema? het oppervliak van de detector is vindt men voorsthijnbare
helderheidb:

b= ma? / f A R, dv
0

Omdat het oog logaritmisch werkt voor lichtperceptie iswBgnituden gedefinieerd als

% _ (100>%(m,2—m,1) — (27512)M2—m,1
2
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Hieruit volgt datms —my = 2,5-1%1og(b; /bs), ofwelm = —2,5-1%1og(b) + C. De schijnbare helderheid van
een ster die op 10 pc zou staan noemt mealmlute helderheids: B/b = (7/10)?. De absolute magnitude
is dan gegeven dodl = —2,5-log(B)+C, ofwel: M = 5+m —5-%log(#). Wanneer rekening gehouden
wordt met een interstellaire absorptie ViEIT */pc vindt men

M= (m—4-107*)+5—5-9log(r)

Wanneer de detector alle door een object uitgestraalde straling zou meten zou absoldée bolometrische
magnitudemeten. Wanneer deolometrische correcti&C gegeven is door

tvangen energieflux [ fodv
BC =2,5log [ —2 ) —9,5.10)0g (LY
C=25"log (gereg|streerde energieflyx 5 log [ fLALR,dv

geldt: M, = My — BC met My, de visuele magnitude. Verder geldt

L
My =—2,5-1og (L) +4,72
©

16.3 Straling en steratmosferen

De stralingsenergie die door een opperviak stroomt isdE = 1,(6, ) cos(0)dvdQ2dAdt, waarinI, de
monochromatische intensit¢iwm—2sr-'Hz~!] is. Zolang er geen sprake is van absorptie is de grootheid
onafhankelijk van de afstand tot de bron. Voor een zwart lichaam geldt de stralingswet van Planck, deze is
uitgedrukt inf:

c 2hv3 1
2 exp(hv/kT) —1

Het stralingstransport door een laag is dan te schrijven als

dl,

E - _Il/K:l/ +,71/

Hierin is j, de emissiecéfficienten x,, de absorptiecéfficiént [ ds is de breedte van de laag. Dgtische
dikte 7, van de laag is gegeven dogr = [ k,ds. Als 7, < 1 is de laag optisch dun, ats > 1 is de laag
optisch dik. In LTE geldt voor de steratmosfegr:= «, B, (T'). Dan geldt:

I(s)=1,00e"" +B,(T)(1—e"™)

16.4 Steropbouw en evolutie

De opbouw van een ster wordt beschreven door de volgende vergelijkingen:

dM(r)

dr = dmo(r)r’
dp(r) __GM(1)o(r)
dr r2
Lé:) = dmo(r)e(r)r?
dT(r) 3 L(r) k(r) _
(dr>stra1 T 44m? m , (Eddington), of

<dT(r)) T(r) 5 — 1 dp(r)

= , (convectief energietransport)
dr p(r) ~ dr

Verder is voor sterren van het Zon-type het samenstellende plasma te beschrijven als een ideaal gas:

o(r)kT(r)

p(r) = o
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waariny het gemiddelde molecuulgewicht is, dat meestal goed benaderd wordt door:

o 1
nmy  2X +3Y + 17

/’L:

waarin X de massafractie van H i¥, de massafractie van He ¢hde massafractie van de andere elementen.
Verder gelden er verbanden

k(r) = f(o(r),T(r),samenstelling en e(r) = g(o(r), T'(r), samenstelling

Er zal convectie in de ster optreden als voldaan is aan het Schwartzschild criterium:

ary (4T
dr conv dr stral

Anders zal het energietransport via straling plaatsvinden. Voor sterren in quasi-hydrostatisch evenwicht gelden

de benaderingen= 1R, M(r) = 1M, dM/dr = M/R,  ~ g ene ~ oT* (deze laatste aanname is alleen

geldig voor hoofdreekssterren). Voor pp-ketens:isz 5 en voor de CNO cyclus geldi = 12 tot 18.
Men vindt danL ~ M3: de massa-lichtkracht relatie Verder volgt dan:L ~ R* ~ T%;. Dit leidt tot de

vergelijking van de hoofdreeks in het Hertzsprung-Russel diagram:

00g(L) = 8 -9 log(T.g) + constante

16.5 Energieproductie in sterren

De netto reactie waaruit de meeste sterren hun energie onttrekkeliss ‘He + 2et + 2, + 7.
Hierbij komt 26,72 MeV vrij. Deze reactie kan verlopen via twee reactieketens. De traagste, snelheidsbepal-
ende stap is vet weergegeven. De energie tussen haakjes is de energie die het neutrino meeneemt.

1. De proton-proton keten: deze kent twee takken:
1H4+pt = 2D+ et + v, endaarndD +p — 3He + .
I. ppl:3He +3 He — 2p* 4 “He. Er komt 26,21 + (0,51) MeV vrij.
Il. pp2:*He + a — "Be +
i. "Be+e~ — "Li+v,dan’Li+ p*t — 2*He + ~. 25,92 + (0,80) MeV.
i. "Be+pt — 8B4, dan®B +et — 24He + 7. 19,5 + (7,2) MeV.
De beide’Be takken worden belangrijker bij hogefe

2. De CNO cyclus. De eerste reactieweg geeft 25,03 + (1,69) MeV, de tweede 24,74 + (1,98) MeV. De
reacties die plaatsvinden zijn hieronder weergegeven.

— \
Ve — BN+pt—a+2C BN 4pt — %0+~
15O+e+—>15N+§ 120+p+l—>13N—‘r’y 160+p+l—> 17F+’Y
14N+p+L 150_’_,}/ 13N*>13é+e++1/ 17F*>17O+e++l/
N - 130_i_p+l_)141\1_~_7 17O+p+l—>a+14N

— /
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De V-operator

In cartesische dirdinaten(zx, y, ) geldt:

= 0 0 o af_, 8f_, of .,
v_axem+3yey+6zez , gradf = Vf— B x—i—ay y+8 €,
L __ Oag  Oay  Oa, 9 o2f 0°f O0°f
Wa=V-a= * oy T VI Tt ez o
. e - (Oa, Oay\ Oa, Oa,\ _ %_8% .
m“‘_v”_(ay a)”(az Gsc)ey+(8x 8y)ez
In cylindercdrdinaten(r, ¢, z) geldt:
- 0, 10, ad f 18f_, of .
V= 87‘67‘4»7‘8(,06@4»8262 ) gradf* or r T aQD ‘P+ 8262
.~ Oa. —a, 1d0a,  Oa, 9 52f 190f 1 0%f 08°f
diva= o T +7‘8 * s 7Vf— +r8r+7“28g02+822
ot = (19 9005, (Par Oaz) . %+aﬁ L9, o
S \r oy 0z 0z or ) ¥ ar r dp
In bolcadrdinaten(r, 8, ¢) geldt:
ﬁ — 2"4_12"4_#&“
T o a0 rsint‘)(‘?goe“a
B af_, lafq 1 8f_,
gradf = or ety r 90" rsing 8@
.~ Oar  2a, 10dag ag 1 %
diva = or r r o0 +rtan9+rsin0 Jp
i o= (12, @ 1 Juw), L o, Dap, ag) .
rota = (r 00 +rtan9 rsinf 8(,0) " (rsin@ Op or T ot
Oag ag 10a,\
(ar +r89>
2 2 2
vzf:af 20f 10°f 1 of 1 0°f

—_ _ - —_— + _—
or2  ror 12002  r2tanf 00  r2sin®0 Op?
Algemene kromlijnige orthonormale oinaten(u, v, w) kunnen uit cartesische oainaten verkregen wor-
den door de transformatié= #(u, v, w). Dan worden de eenheidsvectoren gegeven door:

. 102 1oz 1 0%

Cu =77 Cb=7"57", Gw =7 45

hl 8U h2 (% hg 6w

waarin de factoreh; zorgen voor de normering op lengte 1. Dan volgt:

_lof. 1af.  10f.
gradf = E% +h72%€v+h7387w

. 1 0
diva = e <6u(h2h3au) ( shiay) + (h1h2aw)>
o 1 8(h3aw h2av (hlau) 6(h3aw) o
ot = hahs ( v ) hshy ( ow  Ou vt
1 8(h2av _ hlau
hlhg ou

0. 1 B thgaf hshy Of hihs OFf
v f o h1h2h3 6u hl 8u +6 hg (9’[1 +(9 h3 8w
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Het SI eenhedenstelsel

Basiseenheden

Het SI eenhedenstelsel

Afgeleide eenheden met eigen naam

[ Grootheid | Eenheid  Afk. || Grootheid | Eenheid Afk. Afleiding ||
Lengte meter m Frequentie hertz Hz st
Massa kilogram kg Kracht newton N kg -m-s 2
Tijd seconde s Druk pascal Pa N.m2
Therm. temp. kelvin K Energie joule J N-m
Elektr. stroom ampere A Vermogen watt w J.g !
Lichtsterkte candela cd Elektr. lading coulomb C A-s
Hoeveelheid stof mol mol Elektr. spanning | volt v W- AL

Elektr. capaciteit | farad F c-v!

Aanvullende eenheden Elektr. weerstand | ohm Q0 V-A~L
Vlakke hoek radiaal rad Elektr. geleiding | siemens S AVl
Ruimtehoek sterradiaal  sr Magn. flux weber Wb V-s

Magn. inductie tesla T Wb -m™2
Inductantie henry H Wb A1
Lichtstroom lumen Im  cd-sr
Verlichtingssterkte| lux Ix Im - m—2
Activiteit bequerel Bg s7!
Geabs. dosis gray Gy J-kg!
Dosis equivalent | sievert Sv  J-kg7!
Decimale voorvoegsels

yotta Y 10* |giga G 10° |deci d 107! | pico p 10712

zetta Z 10*! |{mega M 10° |centi ¢ 1072 | femto f 10715

exa E 10" | kilo k 10 [mili m 1072 | atto a 10718

peta P 10 | hecto h 102 | micro p 107 | zepto z 10~%

tera T 102 |deca da 10 |[nano n 107° |yocto y 1024
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